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ESTATICA DAS CONSTRUCOES

|sostatica

O Eng. Leopoldo de Castro Moreira, calculista detg®, foi Professor da
ENE, Escola Nacional de Engenharia, da UniversidbmBrasil, atual UFRJ.
Em 1964 divulgou suas notas de aula de Isostatica.
Os conceitos continuam exatamente os mesmos. nexigd validos e aplicaveis.
Os itens abordados nessas notas de aula sao:
Estruturas:

o] Vigas simplesmente apoiadas, com e sem balangos

o] Vigas Gerber.

o] Trelicas, varios tipos.

o] Arcos Tri-articulados.
Cargas :

o] Carga Permanente ( diagramas )
o] Carga Movel ( linhas de influéncia)

Itens especiais dessas notas de aula:

* O método da cadeia cinemética, para determinamtzss| de influéncia, é
valido também para qualquer estrutura hiperestatica

* O estudo das trelicas € muito amplo e consideias/pos de trelica, os
mais utilizados.

* Foram acrescentadas algumas fotos para ilusttgrassde trelica.

Eduardo C. S.Thomaz — IME / 2011
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TRELICAS
Trelica da Linha Vermelha (via expressa) sobre a¥enida Brasil / RJ

Trafego

Coel

Projeto Estrutural : Projectum Eng®.
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Fase de Montagem

Plano de Montagem : Projconsult Eng
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VIGAS SIMPLES EM TRELIGA

Generalidades.

Uma treliga é uma estrutura composta de barras, sem rigeza &
ﬂexﬁo, que se ligam, duas ou mais, em nés articulados, onde hé,
portante, completa liberdade & rotagsa. Por esta mesma razso, a8
cargas sao supostas agindo exclusivamente nos nés,

Suponhamos a treliga mais simplea possivel - um trifngulo com-
posto de trés barras sy, 82 e 83, QuO se liga.m- por'artioula,qﬁaa,
duas a duas, nos nds ky, kp e k3; suponhemos essa treliga sim-

plesmente apoiada em ko e

k3 sdébre um apfio do pri-

" meiro género e um do =egun~
de, respectivemente. Supe-
nhamos, ainda, Uka qarga 4
atuando em ky - (Pig,95),

Chamemos de 8 o numerq
~ de berras, k o nimero de

- nés, e t o nimero de rea-

Flo. 08 ~ gdes de ap8is. Ne nosso ca-
-' so,aw:s,kaj,ta}

Como a estrutura estd em equllibrl.ct, cade n¢ também g eatard;

cada né fornmece duas equagaes de equilibriag

- 2: H = 0,
%V - 0

agsim, teremos,; ao tede, 2k equagoes,

Cada barra apresenta uma incégnita = sua rﬁrga axial - g cads
reagdo de apdio também & uma incégnita; assim, o nimero total de
incégnitas serd s + t. Para que o sistema geja igostético é pre~

eisa, pori.'anto, que o numere de incdgnitas seja igual ac mimero de
equagoes, ou seja

23‘. .B_'a‘i’tw

No caso do trifingulo acima, 2 % 3 =3 + 3; o sistema ¢, portan-
to, isostdtico, | | |
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Se ligarmos dois nés do tridngule (k(1 e kz) por meio de duas
. novas barras, 84 e S5, & um novo né .k4, introduziremos no
mesmo duas incdgnites (duas bar-
ras) e duas equagoes (um né),
nao alterando, portanto, a con-
digao de isostaticidade. Pode-
riamos prosseguir désse modo in-
definidamente (Fig.109). A tre-
liga assim obtide seria uma tre-
lica simples.

Pela figura, teremos:

s = 11
kE = .7}"*2]: - 14
t = J—8 s+t = 14,

Desta forma, & condigao geral de isostaticidade serd sempre
2k=-s+to

Esta nao &, porém, uma condigao suficiente., Sers necessérie,
ainda, que as barras este jam dispostas de tal forma que nao apare-
¢am esrforgos infinitos; &ste caso se apresenta, por exemplo, pars

duas barras em prolongamenta,
P com uma carga no né e a &les
B 1 C normal (Fig.110).

Quando o nimero de incbgni-
tas & maior que o de equagoes,
isto 4, quando tivermos

Fig. 110

2k < 8 + %,

a treliga serd hiperestdtica, e podemos distinguir, aqui, dois ca-
so8,

12 CASO: Quando o nimero de reagces de apbioc f6r tal que elas
possam ser obtidas diretamente
pelas equagoes de equilibrio, a
treliga é dita hiperestdtica in-
ternamente, e o nidmero de barras
é que &€ excessivo.

Assim, por exemplo, seja i-
sostdtica a treliga da Fig.l11.

1
5} s + t = 180

_...Iﬁ
—

Fig. 111 s

+

[

i
W
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E = 9 — 2k = 18.

Se introduzirmos mais duas barras, a trelig¢a resultante continua-—

r4 com o mesmo nimero de nés e de reagces de ap8io, mas o nimero
de barras cresceri de- duas u-
nidades; logo, a treliga se-
réd duas vézes hiperestdtica;

s = 17
=3 = —+s+t = 20,
1 AERE

As reagoes de aplio permanecem, pordm, iguais nos dois casos; par
isto, dizemos que a treliga & hiperestdtica internamente, Se, po-
rém, tomissemos a treliga da Fig.lll e introduzissemos um apdio in-
termedidrio, o numerc de barras e nds permaneceria inalterado; o
que aumentaria seria o nimero de reagoes de apbio., D&ste modo,
as reagoes de apSio mesmas se
alterariam, e a treliga seria
hiperestdtica externamente,

s = 15
Jay JAY FAN —+ g +% = 19,

£y T T T t: 4
k= 9§ — 2k = 1686,

Fig. 113

E evidente gque a treliga pode ser hiperestdtica, ae mesmo tempo,
interna e externamente, conma
a da Fig.,114, onde

s = 17
Jay A A" -85+t = 21,
T i | oee
k= 9 — 2k = 18,
Fig. 114

Pode dar-se ainda o caso em que o nimero de condigoes de apSio
seja, aparentemente, maior que o necessario. Se o nuuero de barras
dinminuir de outras tentas unidades, 2k continuard igual a s + t,
e a Treliga peruanccerd isostdtica. E o casu da treligas ca Fig.
115, onde tewmos:

s = 14

— 8+ % = 18,
t o= 4
k = 9 — 2k = 1.8 °

A viga se transforma em viga Gerber.
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Barra 22 CASQ: Quendo o nlue-—
/eliminudu ~
ro de equagces € naior gue
¢ de incégnitas, isto €,
quando tivermos

A 2 '
T Apbio ' 2k > 8 + ¢,
introduzido
Fig. 115 a treliga nao serd estdvel,
e transfqrmar-sc-4 nuna cadeia ciremdética mével ou mecanismo. As-
siu, se petirarmos uma barra da treliga da Fig.lll, teremos:

/Bu_rr‘u
eliminadao s = 14
t= 3
k=9 — 2k = 18,

A treliga nZo tem estabili-
Fig. i dade prépria, movendo-se sob
a agao das cargas no sentido das setas indicadas na Fig.116.

3.1 METODOS DE RESOLUCAC DAS TRELICAS

Cargas Permanentes.

Entre os muitos processos para a resolugao das treligas, exami-
naremos os seguintes:

1 - liétodo Analitico Geral.

Este método consiste em se estabelecer um sistema de tantas e-—
quagoes quantas incégnitas existirem (isto é, 2k ou s + t, res
pectivauente), que, resolvido, dard imediatamente as incdgnitas.
As equagoes podem ser estabelecidas, tomando-se as duas equagoes
de projecao em cada né:

>V = 0, 2 H =.0,

Teremos, como exemplo, a treliga da Pig.1l1l7. Suponhamos, em
primeiro lugar, todas as barras de compress'éo. Néste caso, como
estamos considerando os nés, as setas dirigem-se para ésses nés,
e teremos: -

no né kj: > H

>V

0 — 1} ~Sycos ¢- S + H = 0,

0 — 2) ~-Sysend+ A = 0O;
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P1 PS
K - K
& 2 5 4
| .
S S3 Ss S7
H K.| ‘ ¢ 6 ¢ KE
Se Ks Se L
A Pe B
Fig. 17
no né kp: 2H=0 — 3) S5jcos¢-Sycos¢-54 = O,
z?z C — 4) Slaend+33'sen¢-P1 = 03
no né ks 2 H=0 — 5) 8y = S5+ S3cos ¢ - Sgcos 4= O,
2V=0 — 6) =-S3ysend-Sgsen¢-Pp = O0;
no né ky: ZH =0 — 7} S84+ Sscosé- S7cos ¢ = O,
2?#0— — 8} —P3+S5sen¢ +STSEI].¢ = 03
no né kg: 2H=0 — 9) 8g+ Sqcosg = 0,
2.¥=0 -—+10) B-Srsend = O,
Estas equagoes daoc-nes H, A, B e os esforgos nas barras.

Se obtivermos uma certa incdgnita § positiva, isto significa

que o sinal suposto de compress%’.o no inicio é correto;

se aparecer

uma incégnita S negativa, isto significa que supuzemos o sinal

errada.

No caso, o verdadeiro

2 - llétodo de Cremana,

S seré de tragao.

Este método, também conhecido como método de liaxwell ou das "fi-
guras reciproecas", & uma solugao gréfica sistematizada das equagoes
gerais.,




Isostatica parte 04 Notas d¢ Prof. Eduardo C. S.

Prof. Leopoldo de Castro Moreirg aula Thomaz 9/47
ENE -1964
Cap. III Vigas Simples em Trelica Pag.T3

De um modo gerel, podemos resolver graficemente cada né, por
meio de um poligono de férgas fechado, visto conhecermos as dire-
goes das barras e das tdrgas aplicadas.

Nas treligas simples, o primeiro né s6 contém duas barras -
duas incégnitas, portanto, que serao calculadas por um poligono
fechado, Um dos nés visinhos serd estudado, em seguida, onde 86
ha ja duas barras incégnitas (pois em uma barra acabamos de calcu-
lar o esffrgo); neste caso, é sempre possivel construir um poli-
gono que d& a resultante das férgas no né e, em seguidam decomps-
la nas duas diraqaea incégnitas, Prosseguindo sucessivamnente,
chegaraemos a calcular os esforgos em todas as barras de treliga.

] Pe

Y PR SIS

P3

Fig. 18
No- A !
A 2
Nd E
8 . verificagdo: 10 ,
No G encontro em No B
um ponto de verlhgaqdao:
R He e-
’ Fae . vem encon-
: B trar-se em
1" um ponto.

Fig. 119
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Como estamos éstudando os nds da treliga, se construirmos os
poligonos de modo que sejam percorridos em um sentido unico pelos
vetores das férgas, obteremos as agoes das barras nos nés, .Por-
tanto, se as setas apontam para os nés, haverd compressio; se se
afastarem dos mesmos, haverd tracao na barra. Assim, por exemplo,
teremos o diasgrama da Pig.119. i

O processa de Cremona & justamente uma sintetizagaa de todos &s-
tes diagramas numa s8 figura, Para facilitar o tragado, devemos
adotar a notagao de Bow, que comnsiste no sezguinte: !

1 - Denominamos com nimeros (ou letras) os espagos entre as -
férgas aplicadas, as reagoes de apdio e as barras de treli-
ga.

2 = Hscolhewmos un determinado sentide de rotagﬁoa

3 - Cada f8rga aplicada, reagao de apdio ou esférgo em barra
serd designado pelos numeros das espagos que ela separe;
no poligono de férgas, daremos um dos nimercs a cada extre-
midade do vetor, de acérde com o sentido de rotagao escolhi-
do .

4 - Determinzmos as reagoes de apdio por um pfocesso qualquer
(eventualmente, usaremos um funicular auxiliar).

5 = Construimos um poligano de £drgas colocando as Iérgas apli-
cadas na mesma ordem que as encontramos &0 DPEercOrrer a es—
trutura no-sentido escolhide — e usando a notagao do item 3.

6 — Comegamos o tragado por um né que sb contenha duas barras,
prosseguindo por um né vizinho onde sé haja duas barras des-
conhecidas, ¢ assim por diante.

7 - Percorremos cada nd no sentido estabelecido e; nesta mesma
ordem, marcamos as férgas no poligone, comegando pela ﬁri—
meira f8rga conhecida, encontrada ao percorrer o ndé ne sen-
tido estabelecido. . A

8 - As fdérgas assim encontradas no sentido de rotagao em cada
né, formarao um poligouno fechads, e os sentidos das mesmas
serao obtides percorrendo ¢ poligono na ordem estebelecida,
Déste modo, vemos que cada linha do Cremona serd percorrida
duas vézes, em sentidos opostos, pois pertence a dais nés
opostos,

§ - As férgas que apontam;pafa o né pertencem @ barrag compri-
midas, e as que se afastam do né pertencem a barras disten-
didas.

Assim, por exemplo, teremos o tfagaﬁu da ?ig0120.
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POR SIMETRIA:
=B = 10t

i {+ Compressdo

Tracido

Temos, na escala:

. g 8-1:4-12:+10,6 1

- o 2-9511-3 =+9,4 ¢

9-8:12-11 == 7,2t

10 .

B-7=25-12:=-5 8t

8 T 6-10= =-11,4 t

T 3 10-9:11-10=+4,4t

Fig. 120

4 qualguer mnmento; podemos recompor o esférgo em dada barra,
percorrendo o né correspondente no sentido de rotagao, e o poligo-
no ng méamo sentido.

0 método de Cremona € muito prético guando se devem calcular os
esfor¢gos em todas ou, pelo menos, em grande ndmerc de barras.

3 - Método de Culmann.

Suponhamos uma treliga qualguer. Se dese jarmos determinar os
esforgos nas barras 0, D, U, nao concurrentes, pelo métoda de
Culmenn, passaremos uma secgao SS por estas trés barras e estu-
‘daremos, graficamente, o equilibrio da parte remanescente da di-
reita ag trelicga, em face da aggo das tdrcas da parte esquerda da
secgaa, ,

Para fisto, basta decompor a soma das férgas a esquerda da sec-
gao, istd é, a f8rga cortante na ‘secgao. BEsta férga cortante Q
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¢ determinada no préprio diagrama de térgas; a intensidade ¢ de-
terminada pela soma dos vetores repreaéntativos”das férgas & es-
querda da secgszo {a reagao de apdio inclusive); o ponto de apli-
cagﬁo, pelo cruzamento do lado do funicular correspondente & sec-
g8o com a linha de fechamento do mesmo, Uma vez determinads & fér-
ga cortante Q, nao resta mais que decompS-la segundo as trés di-
regoes nao concurrentes das berras 0, D e U, Para tel, decom-
pbmo-la primeiramente na diregao de uma das f8rgas (0, por exem-
plo) e da reta auxiliar G, que se obtém ligando o cruzamento m
(da f8rga considerada O cam a férga cortante Q) =ao cruzamento
n das outras duas férgas U e D, Em seguida, decompoe-se esta
férga auxiliar G na diregao das duas restantes U e D.

- Se percarrermos o polf{gono fechado, agsim formado, (Q0DU), num
s6 sentido, obteremos as reagaes que a parte ds direita‘OPEe a Q
(soma das f8rgas i esquerda) e, portanto, como estamos estudando
as secgaes das barras por 8S, se a seta se dirigir para a secgﬁo,
haveri ccmpressauy e, se dela se afastar, haverd tragao na barra.

Este processc é muito prdtice quande se desejam os esforgos em

apenas algumas barras da treliga, e quando se quizer trabalhar gri
ficamente, |

Py
Pa )
Al
‘ Fe Q= A-P,
S _P1 T
Pz . ‘-....
e D Q B ""--..
,§{ g
‘ ) U s mm - -pSL IV IS
I Bl |Pa_ .-
1 .
5 Py
' i .
i b,
&

Fig. 121

4 - lNétodo de Ritter.

Neste processo, como no de Culmann, passamos uma secgao por trés
. barras ‘da treliga, e estudames o equilibrio da parte remanescente
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da direita & acdo das cargas de esguerda. Apenas, agora procede-
mos anallticamente, tomando os momentos das fdrgas i esquerda e de
cada uma das barras cortadas, sucessivauente, em_relag§9 ao pontao
de encontre das outras duas, Assim, Tficames de cada vez com ape-
nas uma ingbgnita (jé4 que as barras que se encontram no centro de
momentos nao dao momentos ). Andlogamente ao processo de Culmann,
eéstudamos aqui as barras, de modo que as rérgas que apontam para a
secgao sao de compressso.

Suponhamos a treliga da Fig.1l22, na qual dese jamos determinar
os esforgos nas barras. Para isto, passemos a secgao SS, que
corta as trés barras a estudar, dividindo a treliga ew duas partes,

Tomando os momentos das r8rgas i esquerda de S5 em relagao ao
pontc m de encontro de Dm e Um (cuja soma ¢ igual ao momento
fletor em m = lim), &les devem ser equilibrados pelos momentas dos

Fig. 122
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esforgos nas barras Om + 1, Dm e Um, cortadas por SS em re-
lagac a ésse mesmo ponto . m. As parres Dm e Um, que passan por
m, nao dao momentos em relagao a &sse ponta, de modo que teremos

lig = c:']:Il+l ®* I'my
donde

o

(3.100) Onyy = 22
Tm

Observando a figura, vemos que o momento Mp das fﬁrgasl da es-

querda em relagao a m provoca rotagao no sentido dos ponteiros

de un relégic; assim, o momento de Op,], para equilibré-le, de-

ve provecar rotagao no sentido oposto, o que sé € possivel com a

férga Op,y apontando para a secgao SS, Portanto, a barra Op,j

é comprimida, e teremos

i

(3.102) Opyy = + —
Tn

Se tomarmos, agora, os momentos das fdrgas & esquerda de S5 em
relagao @0 ponto m - 1 (encontro de Dm e Om+l), notando que o
momento Iy tem o sentido dos ponteiros do relégio, a férga Um,
para equilibré-lo, deve afastar-se de SS, dando tragao na barra.
Teremos

Mp1 = Up ° Tp-3 »
donde

(3.103) Up = - Bl

m-1

a

Para a diagonal, tomande o0s momentos das térgas & esquerda de
SS, em relagao ao ponto O (encontro de Om+l e Um), notando
que o momento Mg tem sentido contrdrio aos ponteiros do reldgio,
a férga na diagonal, para equilibré-lo, deve afastar-se de SS, dan—
do tragao na barra, de modo que vird

Mg = Dg ° dp,
donde

(3.104) D, = -2,

A

Poderemos, ainda, dar outras expressoes para os esforgos nas
barras. Assim, pela figura, vemos gue

rp = hy cosBp.y
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i
rm%l_ = hp .y co8Yp o«

Dai, substituindo nas expressoes de 0 e de 'Q,_

(3.105) 0p = o
hy cosFp,.q
M

hp_.y cos Tp

Para o esfdrgo diagonal, podemos langar wao — em vez da equagao
de equilibrio & rotagao — da equagao de equilibrioc & translagaoc ho-
rizontal, isto é ' '

(3.107) SH = 0.

Pro jetando, assim, todas as férgas em uma diregao horizontal, as
férgas exteriores nao darao componentes (supuzémo-las verticais),
bem como as reagoes de apbio, e teremos, portanto,

Dypcosdy + Upcos vy = Ogyycos fp.y = 0,

donde
1

cos dy

Dy = [Om+3_ cos Bp.q — Umc.os Ym}

ou, substituindo pelos valores anteriores,

o1 [Mm Mg
(3.108) o= oS fsm[hm hm—-l']_a

Nota: Nas vigas de membruras paralelas, como ¢ ponto de encontro
das membruras esti no infinite, devemos langar maoc déste processo
para o chlculo da diagonal,

5 - Nétodo da Substituicho de Barras.

Os métodos até agora vistos sé se aplicam ao caso de treligas
simples onde podemos achar sempre um né no gual existem duas in-
cégnitas, ou secgoes que cortem trés barras, Casos hi, porém, em
que isto naoc & possivel; as treligas, entao, sao ditas éomplexas,
e devemos langar mso do processo de substituig8o ‘de barras para a
sua resolugao,

Suponhamos uma treliga como a da Fig.123, constituida por um
contérno hexagonal, com as trés diagonais que se crugam livremen—
te; suponhimo-la simplesmente apoiada e sujeita & am carregawento
qualquer. o

Teremos, agui:




Isostatica parte 04 Notas d¢ Prof. Eduardo C. S.

Prof. Leopoldo de Castro Moreirg aula Thomaz 16/ 47
ENE -1964
Pag.80 Vigas Simplcs em Trelica Cap, ITT
s'g 9 .
k=6 — 2k =12,

e o sistema &, pois, isostd-
tico. -
Se quizermos aplicar o mé~

todo de Cremona, veremos que

. nao hé nenhum né onde sé ha-

// ‘B ja duas barras desconheeidas

Flp pelo qual pudéssémos comegars

¥ ©~ portanto, o processc & inade-

. guado ac cass. Se optdssemos

Fig. 123 ‘ ) por Culmann ou Ritter, chega-

riamos & conclusdo de que nac seria possivel passar uma Secgao por
trés barres nao concurrentes, 86 se poderd aplicar, portanto, &

treliga o método analitico geral, ou o processo de substituigaa que

passarenos a estudar.

Para tel fim, elimina-se uma barra, no caso a barra 7, e proce-—
de-se pelo Cremona, por exemplo, Comega-se, entazo, pele né A,
onde s6 se desconhecem 1 e 6, os quais sao, assim, determina-
dos., Passa-se ac né B, e determinam-se 2 e 8; depois, ac né
€, determinando-se 3 e 93 dever-se-ia, agora, passar ao né D,
was, ai chegando, nota-se que hé uma férga a decompor numa sé dire-
cao incégnita? a 4. Introduz-se, entae, uma barra suxiliar FD =
= a, que, alids, & necesséria ﬁﬁfa conservar a estabilidade do sis-~
tema, Pode-se, entao, determinar 4 e a no né E; as férgas af
existentes devem dar como componente a férga da barra 5; e, no né

' F, haverd uma verificagao,
pois ai tedas as férgas sao
conhecidas., _ '

Chamemos Sg ans esforgos
(s?) guée acabamos de determinar na
' treligs assim medificada; por-
tanto, na basrra a, Tteremes
Sg -

Em seguida, tomemos a mes-

ma treli¢a e introduzamos, co-
mo carregamentoe, wm par de
férgas P = ¥ nos extremos

Fig. 124 : )
9 da antiga barra 7, que foi

eliminada (em AeD) e na dire-
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gao desta barra. Por meilo de um novo Cremona, determinemos os es—
forgos nas vdrias barras; sejam &les S%; na barra a, teremos
sk, 5 |
Se, em vez de P = 1, houvéssemos aplicado, nos mesmos pontos e
diregao, uma f8rga P = X, valor que representa o esfdrgo, na bar-
' ra 7 suprimida, para o
carregamento dade, e gque é
ainda desconhecideo, os es-
for§os nas barras seriam
ijif; emn a, seria XS“;‘_&‘
Pelo principic da super—
posiczo dos efeitos, teremos
os esforgces Sy mna estrutu-
ra real, com o carregaumento
real, dades pela. superposi-
- Fig. 125 gao dos esforgos na estrutu-
ra modificada, sujeita #s cargas reais e &s cargas P = X, ou se-
ja:
(3.109) , s; = s%+x o st.

Se aplicarmos esta expressao & barra a, acharemos o esflrgo
real nela exercido, e gue deve ser nule, viste esta barra nEo exis-—
tir na realidade; entao,

Sa = Sg + Xi & S% = 09
donde g0
(3.116) H = = ""'% -
S&

que é o valor do esférgo na barra 7T; ‘nas demais barras, poderemos
obter os esforgaoa,. quer aplieanda a expre‘smgg acima para 84, quer
aplicando em 4 e D, na diregao AD, férgas X, na estrutura
real, onde suprimimos a barra 7, e aplicando o Cremona,

46 AT 18 19 20 21
v /K L AN N 0 P (s;)
2 : 7 '
1 // : \\ 8
s~ |o f 12 13 14 N\ 15
A B C D E F G H |
L 22 23 I, 24 25 l 28 1 27 l 26 FEAY
Al ' IB

Fig. 126
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Casos hé em que: € necessdric proceder & substituigac de mais de
una barra., Seja, por exenplo, a ftreligae da Fig.126., Temos aquis

8 = £9

&+t = 32,
t o= 3 -
E = 16 — 2B = 32,

e a trelica 6 isostética, Nao podemos resolvé-la pelo (remona nem
por qualguer outro métode simples. Retiremos, entao, as barras 2
e 3 e substitufme-las por duas barras ficticias, @& e b (MC e
MD, respectivamente), fazendo o mesmo do outro lado, com ¢ e d.

16 17 18 19 20 21
J K L 7 N o P (59)
NS :
/” :” s \\
i/ e 1o 4 _ Ne N 5 |14 15 \8
a,’ ’ s ~d
s 4 \ AN
L 12 130\,
// j.r \\ N
A B cl~ \D- \E J\F 6 H I
JANY 23 g4 26 26 27 28 20 D
A[ ‘ l IB
so s} s sg

Fig. 127
Sob a agé’.o das cargas exteriores, por mele de um Cremona, achas
mes os esforgos S’? en cada barra (em a, fp_ys g, 4 serso, respec—
tivamente, 53, SB, 5%, S§). Tomando o sistema assim modificado,
e carregando, sucessivanente, con

X.lmlg X,szi.ﬁ X-im'l,y X@ we T

na diregap de Zy, 3, 6, I, wrespectivemente, (barras suprimidas),
os esforgos serso, respectivamente: '

i 2 3 4
Sge Sgs 538 Sioe

Nas barras ficticias &stes esforgos sernr':';é'.c:gl nos guatro casos,

S% —_ ésés S%* S%a Sé}s
s2 — (s, s3, %, D,
s3 — (S3, SB, Sg, S3),
st — (s, st skosh.

(Vide Pig.128).
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-~

4%
L

\ -
sty (sh - Ms?) (sB)
o h
/ N *’*‘r
o . ~
: 3
(s3) (8§) "(s3) (s3)

(%)

(s3)
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Pelo principio da Suyerposigao dos efeitos, o estfrgo em uma
barra qualguer da estrutura primitiva serd dade por

(3.111) s; = 8%+ six + sfxp + sixy + shx,.

Os esforgos nas barras fictiecias ay, by ¢, d serao dados pelas
mesmas expressoes e, como SerSo nulos, teremos:

[ s, =53 + Sixy + S5Xp + 83x3 + s¥x, = o,
Sp = Sf + S3X; + SEXp + SPX3 + SE%, = o0,
(3.112) < '
- Se =52 + six; + 2%, + sdxy + six, = o,
- g0 1 2 A
| Sg = 53 + Sgxy + Sgkp + S%X} + 54Xy = Oa.

Déste sistema, tiramos os valowes des Xy, Xz, X3, X4 gque, na ex~
pressdc aeima, permitem calcular Si.

Poderiamos, também, introduzir na estrutura primitiva, onde e
liminariames a, b, g, d, as fdrgas Xy, L2, X3, X4 e caleular
cs esiorgos por meie de um Cremona. ; o

6 — liétodo das Cadeias Cinendticas,

Suponhamos uma cadeia indeformdvel simples, constituida por trés
‘barras em Torma de trifngule, a4y by, €. Suponhamos, ainda, gue
éste trifngule se desloque para uma nova posigan a'b'e’, infini-
tamente préxima., Se ligarmes os pontos correspondentes aa', bb®,
¢e', e, pelo meio déstes segmentes, levantarmos perpendiculares,
estas cruzar-se-aoc num ponto P {desde que a figura seja indefor-




Isostatica parte 04 Notas d¢ Prof. Eduardo C. S.

Prof. Leopoldo de Castro Moreirg aula Thomaz 21/ 47
ENE -1964
Cap. 11T Vigas Simples eu Trelica . Pag .85

mével}; &ste ponto sa2rd, portanto, o centro instanténso de rota-
gao du figura. Cow centro e . P, podeuwos trugar'arcas de circu-
lo aa’, bb', ece', ds raios, respeetiva.ente, Iy = aP, Iy = bR,
re = cP, que seric os raios dac rotegac de cude ponto em t8rno de
P, quendo & treligs passa du D0sigdb abe para a nove 'ﬁ!b'c'.

As velocidcdes dos pontas a, b, gr.aerao vetores tangentes &
&stes raios: '

Vay Vhy Voo
¢, sendo @ a welocidade angular de rutagﬁo. poderanos eserever
Va = e I‘a, v‘b = §e I’h, Vc = @ e rc.

larquemos &ste vetores normglmente aos ralos da figura., Como
é constante, poderemos escrever

(3.113) Y2 _ Y | Y | o,

Ta b Po
Se rebatermos cada um déstes vetores sdbre o respectivo raio,
obteremos os pontes aj, by, cp,; que serao os vértices de um no-
vo trifingule (F°).

Fig. 130
Como — S ——
8ay = Va. boy = vy, cey = Veo
& . Eﬁ = Tg gﬁ ® Thy E-f = Teo
poderemos escrever &
(3.114) i AL N 49
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portanto, os dois trifingules abec e aybjey serso semelhantes, e
o centro de homotetia & o centro instanténeo de rotagae, P.

Portanto, se, conhecido o centro instantineo de rotagao, marcar-
mos as velocidades de cada ponto, 28 rehatermos sfbre os respecti-
vos raios, e cbtivermos uwma figura semelbante & primitiva, sabers-
mos imediatamente que a figura primitiva era indeformével.

Conhecendo, ainda, ¢ centro instantdneo de rotagao, e a veloci-
dade de um ponte, ou apenas as velocidades de dois pontos, poderes=
nos obter imediaftamente a velocidade de outre gqualquer ponto.

Portanto, se tomissemos va = aP = aa}, os trés pontos ecoinci-
diriam com o centro instanténeo de rotacao, '

Suponhsmos, agora, uma cadeia deslocavel simples; por exemplo,
um quadrildteroc abed., Se dermos um deslocamento qualquer a gste
sistema, aparecerac velocidades (compativeis com o movimento) em
cada nd, Yas Ths Ves Vg que sao normais aos raios respectivos;
portanto, Se as rebatermos de 90 graus, vercuos 0s pontos &y, Dy,
ep e di1 e as diregoes désses raios. Coumo a figura é deforméveli,
cada barra girard em t8rne de seu gentro instantinea de rotagao;
econ efeita, veremos que as raios se encontram, dois a dois, forman-
do, pois, quatro centros insbanitfneos, un para cada baifa:

Fan» Pac s Peg s Phd“
Em relagaoc ao polo Pah s por exeumplo, teremos os raios de &
e de b, respectivauentes
r
(e}’ "B(ab)’

@ poderemos escrever, sendo g a velocidade angular de rotagﬁo
de ab em t0rno de Pgp,

Vg ¥p @
-J;ﬂ'mm = = a‘b 9
%(ab) "D (ap)
ou
- aa th
(3.115) 1. 1.
aﬂPa:b _ aﬂ‘Pah

Os trifngulos abP,, e a;bqP,, serso semelhantes, e as retas
agb e ayby serdo paralelas,

Andlogemente, ac e ajey, od e opd;, db e dyby serdo
garalelas duas a duas. Portanto, a figura ajbjcydy (F'} teréd
lados paraleles & figura primitiva abed (F)}. MNas, nac serso se-
melhantes, pois nac h4 um tinico centre de homotetia.

Concluimos, assim, que, se, ac darmos um movimento a uma cadeia
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Fig. 131

cinemdtiea, rebatermos as velocidades de 9Q graus, obteremos uma

figura de ladas paralelos & primitiva.
lhente & primitiva, a cadeis serd indeformével;

lhante, ser4 deformivel.
Suponhamos, agora, uw gquadriléteroe arsiculado, solicitado por
férgas quaisquer P,, Py, Pgs Pg nos nés 3,

Se esta figura £6r seme~
se nao f6r seue~

by ¢y 4y que este~

Fig. 132
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jam em equilibrio, Imprimemos a &le um movimento qualquer que nao

seja produzide por nenhuma destas férgas. Se tivermos tragado a
figura F', de lados paralelos, estaremos em condigoes de marcar
(por rotagso de 90 graus no sentido dos ponteiros do reldgio dos
segmentes aay, ete.) as velocidades dos nds Vg Vi Vs Vgo

Chamemos de 35y 2a disténcia do ladoe ab do quadriliterc JF
a0 seu correspondente ajby em F° (andlogamente para 8ac» Sedr
3apl. l‘« '

Sejam, ainda, Aa, Ab, Ac, Ad =as distfncias dos pontos aj, by,
ey, d7, de F*, és\\fﬁz‘gas Pas Pps Pos» Pg» que estdo aplicadas
nos nés correspondentes, a, b, ¢, d, do quadrilédtero.

Denominemos, enfim, Sgps Saes Scds Spa B £érgas que aparecem
nas barras ab, ac, ¢d e Dbd, devido ao carregamento Py, Py, Pg,
Py« Como o sistema estd em equilibrio, cada né também o estari;
considerande o né a, e aplicando as equagoes de equilibrio & ro-
tagso em t6rmo do ponte a;, teremos

(30116) + Sa’h ke Sa'b -, Sae b 330 i Pa had Aa = [ 8

Raciocinando andlogamente para os outros nds, vira:
& P 3

né bs = Sgb ¢ Sap + Spg ° Spa =~ Pp - Ab = O,
116 Ei: + Sac @ Sac - Scd i 80& + Pc e AG = 0‘5
né d: + 8z » 8¢g =~ Spg ° Sphg ~Pg ° &d = 0O,

Somendo membro 2 membro estas quatre equagoes, teremos

-~ Pg cla =Py «Ab + Py cAe = Pg - Ad = 0,

ou seja

(3.117) SPeA = 0O,

Entao, se tivermos uma cadeia cinemdtica, sujeita a um sistema
de £drgas em eqﬁilibrio, e a ela inprimirmos um deslocamento arbi-
fzrax"ia, a equagao acima verificar~se~4 sempre. Chamamos a atengzo
do leitor para o fato de que A € a distfncia entre os nds da figu-
ra F', de lados paralelos, e as fdrgas aplicadas nos nés corres-
pondentes da cadeia primitiva,

Na realidade, isto nada mais & que a expressao do teorema dos
trebalhos virtuais. Com efeito, chamando de @, ao angulo entre
a velocidade v, e a férga P,, aplicada no né a, o trabalho
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1

virtﬁalldé_fargai Py .seré,'
(3.118) - .%(Pa)-. = P?‘ o-va.kcbsa,‘ N

pois que Vg coétz é a.projegao de vy (espago percorridé no Hem-
S '~ po unitdrio). Mas, da Fig.133, ti-

, ramos
' Aa = & sen(902 - a},
ou, comc
7 al _'l= vai
- terenos

La = vy c08d,

‘ - ) Portanto, o trabalho virtusl da
Fig. 133 ’ férga P, seré: '

‘\.

.

Gargy 0 Bza) = o ba

A expressae (3 117) & a expressao do teorema dos_trabalhos vip-
tuals ou das velocidades virtuais. Dizemos virtuais porque as for-

gas que’ produ:,zeﬁf 'E;rabalb.o nao sao as mesmas que produzen o desloca-
mento. - ‘

Suponha.mcs uma cadala cinemdtica de quatro barras, a cha.mado ne-
_eanismo de Reufi.eatzx. Se' o conjunto ‘sofrer um deslocamento, os pon-

L tos 2 e 4 descreverdo trajeté-

: rias eirculares em t8rno de 1 e
3y respectivamente.’

Se, agora, ligarmos 1 e 4

por duas barras =ao ponto 2, os
pontas 5 e 4 ao ponte &, os
pontos 6 e 2 ao ponte T, te=-
‘remos, ainda um conjunto com um
gl-g__ ,34 : . gran de liberdade: o ponto 7. se
- .deslocard segundo uma trajetdéria t7.
Se 11garmus o pontn 'Z ao so:l,a, por meio de uma berra s = 7-8,
o ponto 1 (em pelagao a Q) deveria deslocar-se apenas segundo a
trajetéria t*7; como nao & possivel ao ponto 7 percorrer aoc mes-
mo tempo'ambas as trajetérias, pérmanecerd fixo. O sistema assinm
constituido serd ‘1ndeformével, e constituird uma treliga (Flg.135)
Se esta trellga estiver sujeita a um grupo de cargas, surgirao
esforgos nas diversas barras. Assim, na barra 7-8 surgird a for-
ga S7.g. .
Suprimamos, agara, a harra T-—B .substituindo-a por duas férgas
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i P
’ L)

Fig. 138

iguais & S7.g, =atuando nos pontes 7 e &; com isto, a estru-
turs transforma-se novamente em cadeia cinemdtica com um grau de
liberdade. Demos a esta cadeia cinemdtica um pequeno deslocamento,
Os pontos 1 e 3 ficando fixos, os pontos 1° e 3°' confundir-
se~do com &les. O ponto 2 gira em tdrno de 1, que ¢ o seu cen~
tro instanténeo de rotag@o; a velocidade de 2 serd normal A re-
ta 1-2; rebatendo &ste vetor, de 90 graus, obteremos um ponte 2°
s6bre a reta 1-2, Escolhemos, arbitririamente, a velocidade de
2 (que condicionard o deslocamente), isto &, escolhemos arbitrari-
amente o ponto 2' entre 1 e 2 e sfbre 1-2,

Andlogementie, o ponto 4 terd para centro instantfneo de rota-
gaa o ponta 3; assim, o ponto 4' estard sfbre 3-4. Para ab-
té-lo, tiramog 2°=4" paralela a 2-4 (pois, como sabemos, as
figuras t8m lados paralelos); o ponto onde esta reta cortar 3-4
serd o ponta 4'.

0 deslocamento do ponto 5 estd ligado ao deslocamento de 1
@ 4; portanto, pera achar o ponte 3, basta tirar por 1' e
4' paralelas & 1-5 e 4-5, respectivamente.

Ané.logamen‘be; o ponto 6, ligadoa 5 e 4, dard o ponto §°,
tirando-se por {5' e 4*' paralelas a 5-6 e 4=6; o ponto 7',
tirando-se por g' e 6% paralelas a 2-7 e 6-T.

Para obtema@ os centros instantfneos de rotagac, como a figura
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F' results do rebatimento das velocidades, basta ligarmos os ex-
tremos da barra acs pontos correspondentes da figura F; os pon-
tos de encontro dessas retas dardo os centros instanténeos de ro-
tagao, Assim, o centro instantfneo de rotagao de 5-6 serd dado
pelo ponto de encontro de 5-5' e 6-67,

Chamando de A 4s disténeias deos pontos da figura F' 3&s fér-
gas aplicadas nos nés correspondentes da cadeia primitiva, teremos,
aplicando o tecrema dos trabalhos virtuais,

(3.120) TP.A = 0,

Qu, N0 Casq, L
Psﬁns_-‘- P-zé.g + ?4&4 + Pgﬂﬁ - 57..8 A'?_s = Q,
donde vem

' ~PolAs + Psls + Pgdy + Pgl
(3.121) S7.g = 202 + P5a5 + Phoy + TELe

A7-8

Se tivéssemos AT~8 = 0, S7.g virie infinito, e isto signi-
ficaria uma indeterminagao algébrica: as duas trajetdérias de T

[
0
[
FY
B

Fig. 136 | oL
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(t7 e t*}) seriam tangentes.

Aplicacgoes: Suponhamos, em primeirec lugsr, a treliga de Fig.
137, com um nimero {mpar de painéis (cinco), sujeita a um certo
carregamente Pp, P3, Py, P5. Temos, aqui: '

77 8 9,9 10 i, 11" 2 t=6 :

8 10’ 12' . .8 + t = 26,
= 20

k=13 — 2k = 26,

LLLLELLLL ELFLLLLLLIRFP PP LELE

KE € 3,3 4 5,5’ & e a treliga & isosté-
1y, [ 1o, 1 1 e
T s =t MY TS T BN SR SL AN SN ‘tica, .
Py Pa Ps Ps Sg.13 Para caleularmos o

113 esférgo Sg.j3, na
barra 6-13, retiremos

esta barra, substituindo-a pelas fOrgas Sg_y3 aplicadas.em § e

Fig. 137

13. A treliga transforma-se numa cadeia cinemética. Dando-se unm
deslocamento a esta cadeia, viréd o seguinte:

Os pontos 1 e 7 n2o se deslocam; os pontos 1' e 7' co-
incidem com éles. O ponto 2 gira em témo de 1, e § em tér-
no de T; portanto, 2°' estard sbbre 1-2. Escolhamos a distédncia
1-2 = {1,53 néste caso, 2' coincidird com 1 e 1'; andloga-
mente, se fizermos 7-8 = 1-2, 8" coincidird com 7 e 7's O
ponte 3 estd ligado a 2 e 7T; assim, tirando per 2°' uma pa~
ralela a 2-3, e por 7' wuma paralela a 7-3, acharemcs o ponto
3! coincidindo com 3. 9 estard ligadoa 8 e 3; por 3' +ti-
remes uma paralela a 3-9 e, por 8' uma parélela s 8-93 acha-
remos §*' coincidindo com 9. 4 estd ligadwa 2 e §; tiran-
do por 2' uma paralela a 2-4 e, por &', uma paralela a B8-4,
acharemos 4' coincidindo com 3. 10 estéd ligado a 4 e 9;
tirando por 4' uma paralela a 4-10 e, por 9', uma paralela a
9-10, acharemos 10' coincidinde com 9. 5 estd ligado a 3
e ¢9; tirando por 3* uma paralela a 3-5 e, por 9', uma para-
lela a 9-5; acharemos 5' coincidindo com 5. 11 estd ligado
a 10 e 5; tirando por 5' uma paralela a 5-11 e, por 10, uma
paralela a 10-11, acharemos 11" coincidindo com 11. 6 estd
ligado 2 4 e 10; +tirando por 4° wuma paralela a 4-6 e, por
10, wuma paralela a 10-6, acharemos 6' coincidindo com 5. O
ponto 12 estd ligado a 11 e 63 tirando pai- 11' paralela a
11~12 e, por 6', uma paralela a 6-12, acharemos 12°' coincim
dindo com 11,

Teremos, assin,
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Ag-13 = 35-5 s
ey aplicando o teorema dos trabalhes virtuais, viré

Pp = -2 + By v €304 = 5613 ¢ €5-6 = Oy
donde e e R

(3.122) 513 =

?2 'S (1“2 + P4 p.‘ 83“4 ;
‘5.
Se os paindis fdrem iguais, tem-se
e vird o :
(3&123) _ 56_13 L Pa + ?4 °
Se supuzerﬁos wma, ffeliga andloga A pfaaedente, mas com um ni-

mero par de painéis, teremos, procedendo andlogamente 80 caso an-
terior, a figura F' de acdrdo com a Fig,138.

Js,9' 9 10,10 g2 13 14 44!
3 7 13
‘:‘- ;
]
3 2 3,3 4 5,5' 6 7,1
32 4 ’ &'
Jootzokotees 1 Yaoe Lo b b tes ) ter )
3 2
18
Fig. 138
Teremos, assim: _
Do = 33_..2 9 Ay o= Q,
A3 = 0, TAYSS = 35_,6,
84 = €345 b7 = fq.15.

Aplicando o teorema dos trabalhos virtuais, teremos

P‘z @ (1*2 + P4 P (3_4 +P5 . {5"6 o S‘Z"lS ° 0 I_: 0' !
donde ' & |

: . Pofq.o + Byla_y + Pele_
(3.124) Spqs = D2lm2* 403 4 + Pelsg

E - -

H4, assim, uma indetezﬁinagao algébricé: as trajetdérias do ponto
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1, em relagdo a 14 e a 15, sao tangentes.
A estruturz é isostdtica, mas nao tem estabilidade; isto dar-
ge~4 sempre que o nidmero de paindis fér par,

7 - Método dos Polos Instantineos de Rotacdp.

Suponhamos ainda uma cadeia cinemética mével, formando um meca-
nismo de Reuleaux, composta de quatro barres 1, 2, 3, 4; suponha-
mos que & barra 4 & fixa, e chamfmo-la de W (meio exterior).

e B Se dermos um deslocamento
Qb 4 cadeia, as barras mover-

' Se-80, umas em relagao &S

outras, A barra 1 deslo-

<~1~:H_ W3 @ car-se—-4 em re-.lagﬁo a W
e em térne de a, que &,
d - portanto, o palo instantde
P ® 2/3 neo de rotagao 1/W. Do
Fig. 139 . mesmo modo, 2 gira, em

relagdc a W, em t6rno do

polo 2/W (ponto ¢). A barra 3, tende um ponto comum com 1,
girard, em relagdo a esta, em tdrno do polo 1/3 (ponto bl; do
mesmo mode, o movimento de 3 em relagac a 2 dar-ge-4 em tdérno
do ponto d, gque é o polo 2/3, Temos, assim, os deslocamentos
de dois pontos da barra 3 em relagao a 3{0 pontos -b e dj; o
pole de 3 serd, portanto, dado (em relagaoc a gﬁ{) pele encontro
~ dos prolongamentos das barras 1 e 2 (polo 3/W). '

Vemos, assim, que os poles 1/3, 1/W, 3/W estdo na mesma reta,
bem como os poles 2/3, 2/W, 3/W +também estas sébre uma mesme re-—
ta. (De um modo geral, os poles A/B, 4/C, B/C estao sbbre uma
mesma reta, ) '

0s polos 1/W, 1/3, 2/W, 2/3 sfo ditos polos resis; o polo
3/W & o polo imagindrio, ou de Foppl. ' I

Suponhamos uma treliga isostdtica qualquer, na quél queremos de-
terminar o esférgo na barra D para um certo carregamente Py, P»p
e ]?'3, Sejem A e B as reagoes. Chamemos de W o meio exte-’
rior, e de 1 e 2 as duas partes da treliga de cada ladeo do pai-
nel onde estd a barra I, Chamemos ainda de 3 e 4 as barras
cd ‘e ef. Suprimamos & barra D, substituindo-a pelas duas fér~
gas D que existiam nessa barra.

O conjunto 1 sé pode mover-se, em relagdo a W, em t6rno de
a, que serd o polo 1/W., Da mesma forma, obteremos o-s'p_ola-s

/3 (), 2/3 (1), 1/4 (o), 2/4 (£).

Pelo que vimos, o polo 1/2 estard sfbre as retas cd e ef,
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respectivamente: 1/3 ~ 2/3 e 1/4 - 2/4,

0 ponto b da parte 2 s6 pode deslocar-se segundo o plane de
apbio 7 ; o raio da trajetdéria de b
da reagao de apSio B (normal a =}, _

0 polo 2/W deve estar sbbre a reta 1/W - 1/2 e sbbre o raio

gserd, portanto, a diregzo

da trajetdria de b, isto é, sbbre B. :

0 polo 3/W estari s8bre as retas 1/W - 1/3 e 2/W - 2/3;
analogamente, 4/W estard sbbre 1/W ~ 1/4 e 2/W ~2/4.,

‘0 polo 3/4 estando, ao mesmo tempo, sébre 1/3 - 1/4 e sb-

bre 2/3 - 2/4, estard no infinito (ce e df  sendo paralelos);
como 3/4 também estard sbbre 3/W - 4/W, esta reta serd parale-

la aos montantes ce e d4df.
No movimento do sistema, a sendo fixo, g" se confundird conm
8le (polo 1/W); o poate d girard em t8rno de 2/W; fazendo
d - 2/% digual & velocidade de 4, d* vai confundir-se con 2/W;
andlogamente, £', b', g* confundir-se-zo também com 2/W.
Estandc '5_:_ ligado a a e d, obtém-se g' tirando por a’
uma paralela a ac e, por d', wuma paralela a dc. Andlogamente,
obtém=se e' tirando por a' uma paralela a ea, e por f' uma

paralela a ef.
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Aplicando o teorema dos trabalhos viriuais, como temos

A.A. = 0, &Ea = &2 ,.

ag = 0, Lp = ‘%1‘ (em relagdo a 1),

Lpy = By, 4p = Op, (em fe.lagao a 2),
vird . o '

P18y + Polyp + P'3_Q3 . ADI +D - Anz' = 0,
donde. : ‘
P18q = Pols = Pad:

(3.125) p . 20177202 S

£>D1 + ‘;32

3.2 LINAS DE INFLUZNGLA DAS TRELIQAS

Carregamento Inferior.

Suponhamos uma treliga qualquer, para a gqual desejamos tragar as
linhas de, influéncia das barras Og,i, Dy @ Upe

Passando uma secgda S8 que gdi‘te as trés barras, teremos, pelo
processo de Ritter, .

Omel o T *= dp ,
mas, temos que ' : .
donde viré o

~ B Wy _
.20 v om o e = _ .
-. (3.201) mel * rn - * hy cos Bp,q

U © rged = oy,
e, como temes que _ :

teramos

(3.202) Uy = = o2 S o

Tpel  Agey coe vy '

0 efeito eldstico &
Oml = E = P+ f£(a);

dai a Iinha de influénecia:
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Opsy
Jop,y = § = fla) = =<
ou, entio, '
1 My R 1
.20 = & o = x .

isto €, & linb~ de influéneia de Opyy € 2 do momento em m mul=-

tiplicada pelg fator
1

"E“ . .

Para a linha de influéneia de My, marcdvamos =xp na vertical
de A; para a de Op,; bastard marcar, na vertical de A, o seg-
nmento

g
- = s
h, cos Bp,7

e proceder andlogamente & linha de influéncia de My, isto é, 1li=
gar & B, e o pontoc onde corta a vertical de m, Iligar a 4.
Para a linha de infludncia de Uy, teremos, andlogamente,

_E sy . D
Vi, = § = _f(“) = F o
donde obteremos
1 Myt . 1
(39204) y[_]' = ki @ o= - & :Y _
o hp.1 €OSTy P hp.j ©OSYy -1 *

isto é, basta marcar sbbre a vertical de 4 o segmento

L]
Bg-1 o8 7y

a3

Note-se que o ponta m € de transmissao de cargas, de modo que
a Iinha de influéncia de Op,1 nBo sofre alteracdo; mas, o ponto
m-1 nao o é (centro de momentos para Uy); de modo que a linha
de influénecia de Uy deve ser chanfrada sﬁbrekas verticais dos
dois pontos de transmissao vizinhos: w~2 e m,

‘Para a dlagonal, teremos que, 8¢ & carga estlver 4 direita de
m, & reagao A serd

_ '_r- a
A = P 7 - .

Tomando os monentos en1re1a§do a 0 (ponto de encontro de Opyl ]

Up), vird

A - a =7Dmodm.--—+—D’n::mm0A;

dafi a linha de influéncias




Isostética parte 04 a
Prof. Leopoldo de Castro MoreiraN(;tS; d¢ Prof. Eﬁ:r?]gjzo C3 34147
ENE -1964
Pag.98 Vigas Simples em Trelica Cap. II1
A a
(3.205) yp, = o T = = g,
Dy, dg P ay A

Para Y, marcarfamos +1 sébre a vertical de A; para Dy,
marcaremos =-a/dp na vertical de A e ligaremos a B (vélido de
m a B). Se a carga estiver & esquerda de m~2, B serd

B = P

NP

Tomando os momentos em relagdo a Q, vird (equilfbric da parte
da direita a ag'éo das férgas da parte da esquerda):

. . b
Beb = Dpedy = Dy = «B—3;
dn
daf,
o - BB, b
Dy dy P dg %

Marcaremos na vertical de B, nao +1 (para a linha de influénecia
de B), mas +b/dp, e ligaremos a A (vdlido de m-2 a 4).

Quando P estiver entre =n~2 e m, a solicitagao é indireta,
e basta chanfrar a linha de influénecia nas verticais déstes dois
pontos. '

As duas retas que compoem a linha de influéncia de Dy encon-
tram=se s8bre a vertical de 0; com efeito, seja X a disténcia
do ponto de encontro até a; pelos trifingulos semelhantes, temos:

a/dy _ _X 2 (xse) = 2ox,
v/dg x + ¢ dp ag
aus:
ax + al = bx — (b=2a)x =¥fa — {€x = af,

& &= X, ¢como queriamos demonstrar. Porﬁanto, basta marcar ma/dm
em 4, ou +'lc>,f?._’<f'.m em B, e ligar ao outro apﬁio, levando até & ver-
tical de 0, '@ ligaremos &ste ponto ao outro apdio.

Observe-se que a linha de influénecia da diagonal apresenta um
trecho pasitiﬁ%b e outro negative (Fig.141); o ponto em que ela se
anula é chamadb o ponto de inverssoe de cargas.

Carregamento Superior.

Faremos um raciccinic andlogo aoc anterior, notando que o8 pontos
de transmissao !de cargas sac, agora, m-1 e m+l, de modo que o
chanfro se fard na linha de influéncia de Op,7, e os limites de
validez de Dp serao m-1 e mt¢l, alterando-se, portanto, o pon-
to de inversao de cargas (V.Pig.l42).
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CARREGAMENTO INFERIOR
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CARREGAMENTO SUPERIOR
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VIGA COM MONTANTES VERTICAIS

‘CARREGAMENTO SUPERIOR

] 3 e
. 4o l
m-3 L M-/ Mg
C A Ome
,r /
Ky ii:.. _f
oY &y 1
;’f ,/ Vm B
m/ s
m= f./
S/ |Um|m
I
f'ym s
im
t
b

- m s
L -
‘hmr:os m

NOTA: Os centros de momentos
sao pontos de transmissdo

/L.l. Ym

beudh O

u-"-"’-‘
- 7

oeeET e

v
i
[ ad
-

'¢u%wwa

‘Os pantas de transmigsé‘é udiacen-
tes ‘g0 poinel (SS) séo m-1, m+y

Para o diogonal Dy, 0 seqlo .serd S-S' e
gs ponfos de fransmissdo serdo m-3 e m-i
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VIGA COM MONT-ANTES VERTICAIS CARREGAMENTO INFERIOR
Tym
3 Xy
A B
- *m-2
b
1
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_Xm-2 L.l Up
h \ 4 m
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.4 . T Lk Vm *T;—
TV == A secdo € SS', os pontos de trgnsmissdo m2
e sdo m e m+2
" Fig. 144
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3.3 APLICAGAOQ 1S TRELICAS DA PRATICA

Traii ¢as Simples.

a) Vigas Warren ou Vigas W:

FAVAVAVAN

Fig. 145

0 fnguloe ¢ costuma ser dea 45 ou de 30 graus.

Se a viga estiver carregada com cargas permanentes iguais, en
todos os nds, ms diasgonais que se encontram sbaixo da viga traba-
lham & tragao; as que se encontram acima da viga, trabalhanm & com-
pressao. As férgas de diagonais sao iguais, duas a duas, com di=
ferenga de sinal — uma de tragao, outre de compressaocj por isto,
as vigas W sac indicadas para materiais que trebalhen igualmen=
te & tragso e & compressac (madeira, por exemplo). Para cargas
permenentes, podemos langar mao do Cremona, Ritter ou Culmenn.
Para as linhas de influéneia das membruras, teremos, pelo método
geral , '

Omgr ° B = My —> Ogyy = in@"q

h
donde
(3.301) Yop1 T * ¥ Vi,
: Up o = Mm—-l““““‘*ﬁm?"m"%f'}“’
donde
(3.302) Yumi' e %?Mm-l ’

con o chanfro devide & transmissdo indireta em 0, para estrade
superior, e em U, para estrado inferior. "
Para as diagonais, langemos mao da equagao de equilibrio & trans-
lagao verticel. Assim, para & carge & direita de m, 86 haverd a
reagéo A & esquerda de SS, e, aestudando o equilibrio da parte da
direita, viréd
A
sen gy

Dy senédy = A -——«t-I)m =
donde

(3.303) b = " Fen ¢
m

"yA"
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VIGA WARREN CARREGAMENTO INFERIOR
s' S
\ m-t / :
\_ ¢I'I'! _/qu .
/ %
h \\?m_*. Drm . /
$m-s\/ Um '
& m-2 AN m ' AR
X / ’
m-4 1 ST} o\ _
xm \S|(pora’ Dm- )
= ——
Kineq P i L.L Up
h / m
7 T
L LI
m \Li Om+«|
At .
h .-‘-"'-_-.
| i o
-1 y L.i. Dm
sen ¢, A

-

Fig. 146
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VIGA WARREN s g CARREGAMENTO SUPERIOR
: 3 \/
g .,..,._.I- - 5 m-1 /\\Omﬂ mei- T -
: VAN
h P Dm '-\‘
oo /. /L Un NADmv N N\
= mz m| o |\ me
. 5 \'s' (pora Dms1)
K- et
h
DR |
e WAk '_{_ L.1.0m+1
L m, : _4::‘-""“’
h i B
= Hkh“"““..___‘__“
s iy o L1 Om
/)
-_‘L_- " + ‘l-"
“““-—u.m“ sen @m
TS
(,.'.ﬂ'"ﬂ; -1
% S
N
- R— “~L.1. Dmsy
5en¢m+‘ '_____--r-_“’
P Fig. 147
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Para a carga P & esquerds de m, s6 haverd a reagio B & di-
reita de 88, e, estudende o equilibrioc da parte da esquerda, te-

remos:
B
Dy sengy = B —— DIy = sen by
donde
-30 = 4 " ° ©
(3.304) Ip, Gendn A

‘Basta, portento, marcar em A o valor =1/sen ¢, e, em B, o va-
lor +1/sen é,, fazendo o chenfro de carga indireta.

ds Figs.l46 e 147 mostram os diagramas para carregamentos infe-
rior e superior, respectivamente. ' '

b) Vigas Pratt ou Vigas N:

Fig. 148

Para cargas permanentes iguais, as diagonais trabalharfo todas
3 traglo, sendo, portanto, estas vigas indicadas para estruturas
metélicas, pols as pegas menores (os montentes) trabalham & com~
pressac, diminuindo o perigo de flambagem.

As linhas de influénecia, para as meuwbruras, diagonais e montan=
tes, sdo calculadas pelo método geral (as diagonais, conforme vie
mos para a viga Warren, e os montantes andlogauente). U4, porém,
algumas barras gue merecem Lengag especial,

1 - Carregamentoc Inferior:

Up - Se isolarmes o né 4, verewos que to-
das as cergas s2o verticais; logo, nso
poden equilibrar a horizontal Uy j; por-
tanto, esta deve ser nula, assim como Upj
Oy = Up = G,

- Se isolarmos ¢ né da meubrura superior,

n
veremos que as e¢argas horizontais nSo po-
i dem equilibrar a vertical V, (ndo hi
VN carga aplicada); logo, temos Vy = O,
‘ :
At Vo ~ Para a carga & direita do primeirc pai-

nel, isclando-se o né 4, veremos que
Fig. 149 Vo = +A; para a carga em A, teremos V, =0
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VIGA PRATT & s  CARREGAMENTO _INFERIOR
| ,
- A (Om-1
\ ¢mi-| \
b |V Win-2¥0m-1 _ ,Ym : Vn
. :
Uy \‘\;Um ] Ug
B m-2 [\ m- m LY
gl s (para Vm-2)
A 'xm‘.. 2y B
“Km -

A RN ey i

',\\-\,\

O ONMLLL W

Fig. 150
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VIGA PRATT CARREGAMENTO SUPERIOR
sl s
L - 'Om-s
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AN ‘ Vim
LI VA Vm-aiD‘“'f Va
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m-2 ™ m-1 m _ A
| Nl | ' 4
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X - ;
A m-2 . B
Xm-1 ‘
Wm o) w NN
L Xm-s S £ Bigod
h e
el

e ——

PR

7/

A}




Isostética parte 04
Prof. Leopoldo de Castro Moreira
ENE -1964

Notas d¢ Prof. Eduardo C. S.

aula Thomaz 46741

Cap. IIT Vigas Jimples en Trelica __Pag. 109

m*

m-1 m
ol i T 2 = Qarregamento Superior:

N Ym Uy - Aqui teremos, ainda, Uy = Uy = O, pe-
las mesmas razoes do caso anterior.

¥, = Isolando o né superior, veremos que,
para a carga mos painéls wm-1, m, m+l,
% a garga provocaré uma compressdo em Vy
Yo Y , igual & reagao do apdie m das vigas sin~
ples (w~l},m e m,(m+l}; assim, basta
A marcar +1 ew m e ligar a wm-1 e m+l;
quando a carga estiver aguém de mn-1 ou
além de m+l, nao dard agdo em Vp,
Fig. 162 Vo = Isolando-se o nd 4, vé-se que V4 =
= +4, e nao hé twansemissac indireta, vis-

to que os pontos de transmissdo eatfo na membrura superior. Basta,
assin, nmarcasr +1 no apSic A e ligar 2 B. '

Ads Figs.150 e 151 mostram os diagramas pars carregamente infe-
rior e superior, r&spec’tivamenﬁe, )

¢} Vigas Howe ou em N invertido:

Fig. 153

Para cargams permenentes iguais, as dizgonais trebalharao todas
& cbmprassﬁo; por isto, estas trelicas sao indicadas para materi-
ais que trabalhem melhor & compressac que & tragao {concreto, por
exempla. ) :

4s linhas de influéneia calculam-se pelo processo normal. De-
vemos, entretanta, mencionar algumas barras especiais.
1 - Carregamento Inferior:

Pela andlise do primeiro né da membru=-
ra superior, vemos gue, n3o havendo carga
aplicada af, teremas YV, = O, = O, tal co-
mo Vp =0y = 0. Isolendo o né n infe-
rior, veremos gue, guando a carga estiver
antes de w-1 e depois de m~2, Vy = 0;

-~
- ~

*~ no intervale, haverd em Vy uma tragio i-

- | — gual & reagac das vigas simples m~l,m e
Fig. 154 m,m-2; basta, pois, marcar -1 em m e
ligar a w-1 e m+l.
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VIGA HOWE CARREGAMENTO INFERIOR
2 s
) 1 Om-4 7 On
/17
h [Vo 'Dm-}'V Vm “
il W 1
B M2 $m.i’| m-1 m L
M‘IS
) S'(para Vpl.q)
] Xm-2 3 ¢ B
A m-q
Rapic L.l. Om-q
= T WA
s e
Xmey Tz
o fL'l Um-1
MW% W T
dyﬂ___ﬂﬂ-"""'ﬂ ------- 1
K___-—— ______ sen ¢m-1 .
*Fn‘a'— L.k D
m+ |- --
o e
-1 y ZZE%W S By
y/// il m/ 7 :

L. W

'
P

Vo =Vn =0.6-20n=0
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