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1. Introducdo

1.10bjetivo da Disciplina Resisténcia dos Materiais

“O ESTUDO DOS FENOMENOS LIGADOS AS SOLICITACOES NO INTERIOR DOS
CORPOS REAIS EM VIRTUDE DAS ACOES EXTERIORES”

A Resisténcia dos Materiais faz uso de hipoteses simplificadoras, procurando dar solugdes a maioria
dos problemas praticos mediante expressoes que, sem o mesmo rigor das obtidas pela Teoria da

Elasticidade, sdo de emprego mais facil no uso diario.

1.2Estaticidade e Estabilidade - Apoios e Vinculos
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2. Tensoes e Deformacgoes

2.1 Tensao Normal

Seja uma haste prismatica em equilibrio solicitada axialmente.

Assumindo a haste sem peso, duas forgas de mesma intensidade e sentidos contrarios sao
necessarias em cada extremidade para manter o equilibrio (fig. [a]). Se o corpo como um todo esté

em equilibrio, qualquer segmento seu também esta (fig. [b] e [c]).

A intensidade da forca normal numa area infinitesimal da se¢do transversal ¢ chamada de tensdo
normal (fig. [e]) sendo geralmente denotada pela letra grega o (sigma).

Como cada um dos segmentos da haste dividido pelo plano imagindrio (fig. [a]) deve estar em
equilibrio, pode-se afirmar que a tensdo normal média na sec¢ao cortada ¢ (fig. [d]):
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Um cubo infinitesimal (paralelepipedo elementar) pode ser extraido da haste (fig. [f]) sendo
submetido somente a tensdes normais. Este estado de tensoes em um elemento ¢ chamado de estado
uniaxial de tensoes (fig. [g]) e geralmente representado segundo a fig. (h).
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A tensdo normal, no caso mais geral, depende da posi¢ao analisada, e sua expressao teorica é:
AF
AA

P %

l

Efeitos localizados tendem a desaparecer a proporcao que as forcas em jogo se propagam para
longe da regido de sua aplicagdo (aproximadamente igual a espessura ou largura da pega).

1 0

Principio de Saint-Venant:

Lo Ll

(a) (b) (c) (@)

Quando assumimos que as forgas internas estdo uniformemente distribuidas ao longo da secao,
segue-se que a resultante das forgas internas estd aplicada no centroide da segdo transversal, logo,
uma distribui¢do uniforme de tensdes sé € possivel se a linha de agdo das forgas aplicadas passar

pelo centrdide da secdo considerada.
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Ensaio de Tracao

As informacdes relativas as propriedades fisicas dos materiais vem sempre da realizacao de ensaios
normatizados em laboratorio. No ensaio de tragdo, ndo apenas a tensdo ultima de resisténcia €
determinada, mas outras propriedades podem ser observadas.
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(b)

A relagdo entre o enlongamento ocasionado pela tracdo e o comprimento inicial considerado, da-se
o nome de deformacao:

£=7 [m/mS,USfEO/()o]

A forca atuante e as deformagdes resultantes sdo medidas a proporcdo que a carga aumenta no
ensaio de tragdo. Obtém-se as tensdes dividindo-se as for¢as medidas nas prensas pela area da secao
transversal da barra, e a deformacao (alongamento especifico) dividindo-se o alongamento pelo
comprimento ao longo do qual ocorre a deformagdo. Deste modo ¢ possivel determinar um
diagrama tensdo-deformagdo completo para o material em estudo.

Materiais Ducteis
X
Materiais Frdgeis
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Diagrama Tensao-Deformacao

Ponto A — Limite de proporcionalidade
Regime Eléstico-Linear

Trecho BC — Patamar de Escoamento _~FE
Regime Plastico paieiE
B D E
Ponto D — Tens3o maxima (Gltima, de ruptura) A s

Trecho CE — Diagrama Tensao-deformacao nominal
(estric¢ao da secao de ruptura)

Trecho CE’ — Diagrama Tensdo-deformagao real

Tensao admissivel

Tensao utilizada para fins de projeto (Normas deterministicas), geralmente inferior ao limite de
proporcionalidade. Calculada a partir da Tensdo de escoamento minorada por um coeficiente de
seguranga. Conceito substituido por resisténcia de calculo (feq, fyd), minorada a partir das
resisténcias caracteristicas.

Lei de Hooke

Quando o material se comporta elasticamente e apresenta também uma relagdo linear entre tensao e
deformacao, diz-se que ¢ linearmente eléstico. A relagdo entre a tensdo e deformagdo pode ser entdo
expressa pela equagao:

o=F¢

onde E ¢ uma constante de proporcionalidade conhecida como moddulo de elasticidade
(longitudinal) do material, ou modulo de Young, sendo o coeficiente angular da parte linear do
diagrama tensdo-deformacgao. Combinando as equagdo ja apresentadas, temos a seguinte expressao
para o alongamento da barra:

O alongamento da barra ¢ diretamente proporcional a carga e ao comprimento, € inversamente
proporcional ao médulo de elasticidade e a area da se¢do transversal.

Rigidez ¢ definida como a for¢a necessaria para produzir uma deformacdo unitaria. Logo, a rigidez
da barra solicitada axialmente é EA/L. Flexibilidade ¢ o deslocamento decorrente da aplica¢do de

uma carga unitaria: L/FA .

Para a maioria dos materiais o0 médulo de elasticidade sob compressao ¢ igual ao sob tra¢do. Para o
caso mais geral do diagrama, a proporcionalidade entre a tensdo e a deformacdo ¢ estabelecida pelo
modulo de elasticidade tangente, e é fungao da deformac¢dao do material.
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Exercicio:
g

A figura abaixo mostra as curvas do diagrama tensdo-

deformacdo referentes aos ensaios de fracdo realizados
com dois corpos de prova.

Corpo de prova 1

Tensao o
m

<> Deformacgéo

Corpo de prova 2

D

Tensdo o
]

Deformacéo &

Esses resultados experimentais estabelecem que os
pontos B e E das curvas representam, respectivamente,
para os corposdeprovale 2 o

(A) ponto de ruptura e o limite de escoamento.

(B) limite elastico linear e o ponto de ruptura.

(C) limite elastico linear e o limite de escoamento.

(D) limite de escoamento e o limite elastico linear.
(

E) limite de escoamento e o ponto de ruptura.
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Principio da Superposi¢do

No regime eléstico-linear, os efeitos de um certo nimero de a¢des sdo iguais a soma dos que
ocorreriam se cada uma das agdes atuasse isoladamente e consideradas em qualquer ordem.

Coeficiente de Poisson

Quando uma barra ¢ tracionada, o alongamento axial ¢ acompanhado por uma contragao lateral, isto
¢, a largura da barra torna-se menor enquanto seu comprimento cresce. A relacdo entre as
deformacdes transversal e longitudinal ¢ constante dentro do regime eléstico, sendo conhecida
como coeficiente de Poisson:

_ |defor magdo lateral |

deformacgdo axial |

Final shape

Final shape

)
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2.2 Tensao Cisalhante

Seja a barra prismatica agora seccionada segundo um plano que forma um angulo 6 com a secdo
transversal. A parte esquerda estd em equilibrio sob a acdo da carga externa P’ e a resultante das
forgas internas R. A for¢a R pode ser decomposta em duas componentes, N e V, que sdo normal e
tangente, respectivamente, ao plano inclinado:

N=PcosO V =Psend

A componente V ¢ denominada de esfor¢o Cortante, produzindo fensoes de cisalhamento,
distribuidas sobre toda a area da se¢do obliqua. O valor médio desta tensdo pode ser obtido
dividindo-se a forga cortante total V, pela area sobre a qual ela atua:

s
AH
P \ P
- \\q ) e — p’ ﬂi
i
(a) (b)

Il
Q

(d)

Como a area A, da segdo inclinada é A/cos@, as tensdes correspondentes a N e V sdo
respectivamente:

|~

Oyp=—7= cos? 0=0o, cos’ 6

I I

Ty = senfcos@ =0, senfcosd

N
Ay
v
Ay
onde o, = P/A ¢ a tensdo na se¢do transversal, normal ao eixo da barra (diregdo x). As equagdes
acima mostram como o, € 7, variam em fun¢do do angulo 6. Quando @=0 o plano de

seccionamento coincide com a segdo transversal da pega, acarretando oy =0, e 79 =0 , ouseja, a

tensdo normal atinge seu valor maximo e a tensdo cisalhante se anula. Se o angulo 6 aumentar, a
tensdo oy diminuird até que em 6 =7x/2, anula-se, indicando que ndo ha tensdes normais entre

fibras longitudinais da barra. Ja a tensdo de cisalhamento atinge seu valor maximo em 6 =7/4:

T max =O'x/2
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P e

(a)

(b)

(a) (b)

p ok

(b) (c) (d)

A normal do lado ab do elemento ¢ orientada pelo dngulo 6 + /2 :
o'g=0,cos’(0+7/2)=0,sen’ O ]9 +to'g=0,
r'y =0, sen(@ +z/2)cos(0 + 7/2)=—c, sen B cos & T'g=—7¢
Para uma barra tracionada, a soma das tensdes normais em dois planos perpendiculares ¢ constante
e igual a o, e as tensdes de cisalhamento, em planos ortogonais, sdo iguais em valor absoluto,
porém tém sinais opostos.
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Exercicio:

63 — A barra prismatica da figura esta submetida a uma for¢a axial
de tragdo.

S 7

7 (A)o=P/2A;
/ (B)o=2P/2A;
(C)o=3P/4A,

Considerando que a area da se¢do transversal desta barra ¢
(D)o =4P/3A;

igual a A, atensdo normal ¢ nasecdo S inclinada de 60° vale:

(E)o=5P/3A.
38
Cordao de solda Area A
A T B
—F | Peca 1 >{5n Peca 2 I N

Uma barra AB de area de secéo transversal A € solicitada por uma forca axial F, conforme ilustrado acima. Essa forca gera
uma tens&@o nominal atuante na secéo transversal da barra expressa por 6, = F/A. Abarra é fabricada pela uni&o por solda
de duas pecas, 1 e 2. Considerando a orientacédo de 45° do corddo de solda, os valores das tensdes atuantes nas direcdes
perpendicular e tangencial ao cordao de solda s&o, respectivamente, iguais a

A)c/2eq,

0 €0,/2

(
(
(C
(
(
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Deformacdo de Cisalhamento

As tensoes de cisalhamento causam distor¢ao no paralelepipedo elementar, transformando sua se¢ao
num paralelogramo, conforme figura abaixo

I T -
.-+—>
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a + ’ ——
i b T y ! bl ,’,
l ! " 1
1| / /
i l ¥ ’f,
| I (—-7 J
v ! / /
B / !
/’ ¥ l’ II
",’ B K i
Cc L C
T
(a) (b)

O angulo formado mede a distor¢do do elemento, como conseqiiéncia do cisalhamento, e ¢
denominado deformagdo de cisalhamento, e mede o deslocamento relativo das arestas opostas do
paralelepipedo.

Lei de Hooke para o Cisalhamento

A proporcionalidade entre a tensdo de cisalhamento e a respectiva distor¢do ¢ estabelecida pelo
modulo de elasticidade transversal G :

=Gy

O valor de G pode ser obtido experimentalmente ou através da relacdo que possui com o modulo de
elasticidade longitudinal e o coeficiente de Poisson (em materiais isotropicos):

E

)
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Cisalhamento simples e cisalhamento duplo

d=25mm
%

~ 20 mm
d=20mm

Extremidade
achatada

VISTA AUXILIAR DA BARRA BC

< Extremidade
4 achatada

} 2m

_EFH ~ §25 mm “$20mm

i 30mm( ] " ]_§20mm

i 1| ¢25mm 5

DETALHE DA EXTREMIDADE B
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2.3 Tensoes para um Carregamento Qualquer

P,
4

|

b P,

Z

T Nk Tensao cisalhante que atua na face perpendicular ao plano x segundo a direcao y
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TXZ
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Generalizacao da Lei de Hooke

Aplicando o principio da superposi¢do nas a¢des sobre um paralelepipedo elementar:

(b)

o o o
Ep=+—2—y—L_yZZ

E E E

c1 s o . oy Oy O,
Elemento submetido a tensdes triaxais: < & y=V—t+—-v—

E E E

o o o

g,=—v—2_y- L 72

E E E

Exercicio:

61— O cubo de aco da figura tem 50mm de lado ¢ esta submetido
a uma pressdo uniforme ¢ =200 MPa agindo em todas as suas
faces. O mddulo de elasticidade do aco ¢ igual a 200 GPa e o
coeficiente de Poisson vale 0,25.

A deformacgo especifica nas o

faces do cubo vale:

(A) 5x 10
(B) 10x 10~
(C) 15x 107
(D)20x 10
(E)25x 10




Resisténcia dos Materiais — Revisdo 17

3. Esforgos Simples

Seja um sistema de forgas externas atuando num corpo genérico em equilibrio:

Analisando-se o corpo de forma seccionada, e sabendo-se que o equilibrio estatico de cada uma das
metades é mantido, verifica-se a existéncia de um sistema resultante de forcas equilibrantes
realizado pela outra metade do corpo, ao longo da secdo P, denominados de esforcos internos:

Decompondo-se os vetores resultantes R e G em componentes normais e tangenciais ao plano da
secdo, obtém-se as Forgas N e Q, e os momentos M e T, conhecidos como Esfor¢os Simples:
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18

Esforco Normal (ou axial) N:

Soma algébrica das projecdes sobre a normal a
secdo das forgas exteriores situadas de um
mesmo lado da se¢do; € positivo quando de
tracdo (tendendo a distender a secdo) ou
negativo quando de compressao (comprimindo
a se¢do):

Esforco cortante Q :

Soma vetorial das projecdes sobre o plano da
se¢do das forcas exteriores situadas de um
mesmo lado da sec¢do (tende a cortar a secao,
promover o seu deslizamento); € positivo
quando as proje¢des se orientam nos sentidos
dos eixos ou negativo, caso contrario.

Momento fletor M :

Soma vetorial das projecdes sobre o plano da
secao dos momentos das forgas, situadas de um
mesmo lado da sec¢do, em relagdo ao seu centro
de gravidade (tende fazer a secdo girar sobre
um eixo localizado no seu proprio plano,
comprimindo uma parte e distendendo a outra);
¢ dito positivo quando orientado no sentido
arbitrado para o eixo, ou negativo, caso
contrario.

Momento torsor T :

Soma algébrica dos momentos, em relagdo a
um eixo perpendicular ao plano da segdo e
passando pelo seu centro de gravidade, das
forgas exteriores situadas de um mesmo lado
da secdo (tende a torcer a se¢do, fazendo-a
girar em tomo de um eixo que lhe ¢
perpendicular); positivo quando "sai" da se¢do
ou negativo, caso contrario.

s 45
£ ™
w T i
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) N o hp W
N T
L1
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‘t_"‘
N
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+
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4. Propriedades de Areas Planas
Momento Estdtico de Area

Seja uma area 4 segundo um sistema de coordenadas xy, onde se vé€ um elemento de area d4, de
coordenadas x e y:

h g

A:jdA

o

O centro geométrico C (centroide) da area tem suas coordenadas dadas por:

X =

deA. B

dA

[a4

Os numeradores das equacdes acima sdo chamados de Momentos Estéticos da area, O, e Ox,
relativos aos eixos y € x, respectivamente:

Q,=[xd4; 0, =[yd4

» Area com um eixo de simetria: o centroide pertence a este eixo;
» Area com dois eixos de simetria: o centroide localiza-se na interse¢do dos eixos.

Forma da superficie z y Area
Triangulo
| bh
3 2
Quarto de cfrculo 4r 4r rl
 8n 3n 4
Semicfrculo 0 4r nr?
N
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Momento de Inércia de superficie plana

Seja uma massa pontual em repouso presa a uma haste que permite livremente o giro em torno de
seu eixo. Sabe-se que o tempo necessario para que a massa atinja uma certa velocidade de rotagdo
apods a aplicagcdo de um bindrio ao sistema ¢ proporcional ao valor da massa (m) e ao quadrado da
distincia da massa ao eixo da haste (+°). O produto ms? fornece, portanto, uma medida da inércia do
sistema, isto ¢, da resisténcia que o sistema oferece quando tentamos coloca-lo em movimento,
sendo por esta razdo denominado de momento de inércia da massa em relacdo ao eixo da haste.
Referindo-se a um corpo, o momento de inércia de sua massa passa a ser a soma dos momentos de
inércia infinitesimais, sendo igual a:

]=Ir2dm

Considerando agora o momento de inércia de uma placa fina de espessura uniforme ¢, feita de uma
material homogéneo de massa especifica p:

Irz dm =tpjr2 dA

—

Momento de
inércia de area

Por analogia a0 momento de inércia de massa, os Momentos de Inércia de areas planas ou
Momentos Estaticos de 2% ordem, sdo definidos em relagdo aos eixos x € y, respectivamente, por:

y
I =(y2da: 1.=(x*d4 ¥4
x_J.y s y_Ix i
y
h o X
h/2 37h/2 3 3 3
I=[y’da= Iyzbdy:by— N N o
2 3, 24 241 12
b
e

Eixos Principais de Inércia sdo os eixos de uma area para os quais seus momentos de inércia
assumem seus valores maximo e minimo. Se¢des com dupla simetria possuem seus €ixos principais
coincidentes com os eixos de simetria.
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Teorema dos Eixos Paralelos

O momento de inércia de uma area em relagdo a um dado eixo X ¢é igual ao momento de inércia em

relagdo ao eixo baricéntrico X°, paralelo a X, mais o produto Ad? da area pelo quadrado da distancia
entre os dois eixos.

I, =fA y2dA =fA (y' + d)2dA

I, =fA y2dA + 2d fA y' dA + d? fAdA

2
Momento de Inércia de Figuras compostas
- calculo do centro de gravidade da area composta;

- calculo do momento de inércia das areas regulares em relagdo ao eixo baricéntrico de cada figura;
- calculo do momento de inércia do conjunto pelo teorema dos eixos paralelos.

20T 0T "

Dimensdes em mm

Dimensdes em mm
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O momento de inércia de uma area plana, em relagdo a um eixo perpendicular ao plano da area, ¢
chamado Momento de Inércia Polar:

y

Jo=[pd4

@ '

Jo :Jpz dAzI(y2+x2)dA=Iy2 dA+jx2 dA

Jo=1,+1,

d/2 4 4
wd Tr

J, :Ipz dA = Ip227rp-dp:—:
0

32 2
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5. Tensoes e Deformacoes da Viga

Flexdo Pura

Flexao pura corresponde a um estado de deformagdo devido a um carregamento onde o unico
esforgo interno atuante na estrutura ¢ o momento fletor:
P

P

(a)

(b)

(c)
A acdo dos momentos fletores faz com que o eixo da viga se curve como um arco circular,
permanecendo as segdes transversais planas e normais as fibras longitudinais da viga:

M M
C
Z
| I
| |
y | |
y P
(a) (b)

As fibras da parte superior da viga estdo sob compressdo, ¢ as do lado inferior sob tragdo.
Certamente entdo, em algum ponto entre os bordos superior e inferior da viga hd uma superficie em
que as fibras longitudinais ndo sofrem variagdo no comprimento.
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Esta superficie ¢ denominada de superficie neutra, e sua intersecdo com qualquer se¢ao transversal
da a linha neutra da secao:

y

Superficie
neutra

Linha neutra da
secao transversal

p'=plv

b C’
Os planos de duas se¢des transversais adjacentes encontram-se num ponto, o centro de curvatura da
viga deformada, com raio de curvatura p, e formam entre si um angulo d6.

1 deo

K =curvatura=— =

p dx

As deformacdes longitudinais &, sdo, portanto, diretamente proporcionais a curvatura e a distancia
y da superficie neutra:
(p+y)do—dx _y
gx e i
dx Jo,

Quando o material da viga esta no regime elastico-linear, as tensdes variam linearmente com a
distancia y da linha neutra:

_;
= C2
0 \M 0
X -r— A

GX:Eé‘x=EZ ) / Cy )
P 7 v )
dA

y y

(a) (b)
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Como nao ha esfor¢o normal resultante na sec¢ao:
[oda=[ELda=0 = [yda=0
yo,

Logo, a linha neutra passa pelo centro geométrico (centroide) da secdo na flexao pura.

O somatorio dos momentos das forgas elementares o,d4 em relacdo a linha neutra deve ser igual
ao momento fletor M:

M:InydA:j Ly ydAzEJ‘yza’A:ﬂ
P P

o,

onde /= J. y2 dA ¢ o momento de inércia da secdo transversal em relacao a linha neutra e

1 M
K=—=——
p EI

¢ a curvatura da viga em flexao pura.

Logo, na flex@o pura, podemos dizer que a curvatura ¢ diretamente proporcional ao momento fletor
e inversamente proporcional ao modulo de rigidez a flexdo EI. As expressoes das tensdes normais
na viga podem entdo ser colocadas na forma:

My®tP M
o. . =-— =_
My | Tmin 1 Weup
Crmax T T Wing

onde W,r = I/ yinf e Weup =1 / »3UP sdo respectivamente os modulos de resisténcia a flexdo inferior

e superior da area da secao transversal. Quando a linha neutra for um eixo de simetria da secao:

M

Weup =Wint =W =0 i =J—”W

As tensdes normais nao sofrem alteragdes significativas pela presenca de tensdes cisalhantes e suas
respectivas deformagdes, sendo por isso ainda valido o emprego da teoria da flexdo pura (seg¢des
permanecendo planas) no célculo de tensdes normais para o caso de vigas com esfor¢o cortante nao
nulo.
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Tensoes de Cisalhamento em Vigas

No caso geral de flexdo de uma viga, surgem nas sec¢oes transversais esfor¢os internos de momento
fletor e cortante:

P
_Lh
*Lh
* N\ N\
(a)
P £
h m
h (b)
= (a)

(b)
Hipoteses sobre as tensdes cisalhantes: a) sdo paralelas ao esforco cortante;
b) distribui¢do uniforme na largura da viga.

Como ja se sabe, as tensdes de cisalhamento vertical t, em qualquer ponto da secdo transversal, ¢
numericamente igual a tensdo de cisalhamento horizontal no mesmo ponto, podendo ser calculada
pela condi¢ao de equilibrio do elemento hachurado pnn;p;:

m m,
N2 M + dM
;| M — ) - x C ; z
P -‘1;- P Lyl y J_y‘
h/2 Wi 3
n ny TdA Tmax.
y
(a) (b) (c)
D FE =0 (5+)" N,+V,, —N,, =0 =V, =Npn=Np o,
h/Z(M-i-dM) h/2M J th/Z
—chdx= I—ydA— j Wogg =L J'ydA
1 1 I1b dx
Vi Yi Vi
h
V| —bh
i (i)
T=£ Ty = POrax _ _\4 :25:1,5 Tmedia (S€¢A0 retangular)

T Tb 3 2
= b
12
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Exercicios:

46

Uma tubulacdo de secdo circular esta solicitada por um
esforco cortante ‘u’z, um esforco normal Nx e um momento
fletor My, conforme ilustrado na figura abaixo.

Desprezando qualquer outra solicitagcdo atuante na secdo
mostrada, afirma-se que no ponto

(A) P a tensdo normal & maxima.

(B) @ a tensdo normal é nula.

(C) Q) a tensdo cisalhante & nula.

(D) R a tensdo cisalhante & maxima.

(E) S atensdo normal & nula.

62

O modulo de resisténcia a flexdo da secdo transversal de
um perfil & uma caracteristica geométrica diretamente
relacionada a resisténcia do perfil em relacdo aos momen-
tos fletores a ele aplicados. Assim, sendo & . a tens&o de
referéncia (escoamento ou ruptura), FS o fator de seguranca

e W o moédulo de resisténcia a flexdo, o momento fletor

maximo (Mméx) aplicado a um perfil fica limitado por
o w
A M < Frg W B) M, ., EE
re ol S
(C) Mmzi): < (1M—f (D} Mméx < Ufi
(E) M < O ref

max — FS
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6. Deformacao do Eixo da Viga: Eldstica

o

de

A

& e

L4 d

. ” -
’sx——l dx
y
' 2y
m

&

O e p—

(a)

Da teoria da flexdo pura:

1 do M
K==—=—=——
p ds EI
Hipotese de pequenos deslocamentos:
dv
dx=ds e O=tghd=—
dx
6 —dg Logo: !
. I do |dv M
=T ds e E
Yo S X
(b)
Equacdo diferencial da linha elastica
Em conjunto com as equagdes fundamentais da estatica, ( d’? M (
. : i ~ . V x)
obtém-se o seguinte sistema de equacgdes que pode ser W=—7D=—
utilizado a partir dos dados disponiveis de carregamento e dx EI
condig¢des de apoio, obtendo-se por integragdes sucessivas a wd Iy V(x)
~ ree . y o= = —
expressdo analitica da deformada: dx 3 El
4
vHH_ d v — q(x)
dx* EI

! O sinal negativo é para compatibilizar o sinal da elastica com o do momento fletor (M>0, v>0).
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Exemplo:

Questio 2 - A viga prismatica simplesmente apotada em A e
B. mostrada abaixo, suporta um carga uniformemente
distribuida w por umdade de comprnimento. Determunar a
equacdo da linha elastica e a flecha maxima da viga.

Maximo permitido : 30 linhas para resposta

Viga bi-apoiada com carregamento uniforme:

q
IEEEEEEREEEEEEE A . YET
N 0 v 6 N vll__%

“ La/z L/2 ‘J £l
§

1
y
L L
:>EIV':—q—x2 +q?x3 +C,
L L
= Elv=—12,7 45 +Cx+C,
12 24

mas, para x=0,v=0=C, =0
oL’

ara x=L,v=0=C, =
P Y

__ 4 4 3 3
v(x)— 24El (x 2Lx” + xL )

A equagdo acima permite achar a deflexdo em qualquer ponto ao longo da viga. A flecha maxima
encontra-se no meio do vao, e tem o valor de:
SqL’
§=-1
384EI
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Viga em balango com carregamento uniforme:

4 q

g YYVYVVV B .

o 5 M) =41
< L 3’ % x=0v=0
Yy

Vigas Estaticamente Indeterminadas

» Grau de indeterminagao estatica (hiperestaticidade) = n° reagdes — n° eq. equilibrio
» Cada reacgdo redundante (hiperestatica) correponde a uma nova condi¢io de contorno

» E possivel determinar os esfor¢os internos a partir da equagdo da elastica:

Y= d_4v — q(X)

4 EI
dx] 3 2 v"=d—2v=_M(x)
X X ’
1 R c dx EI
v (x) I q(x) o TCr et 3} - w_dlv V)
I ; 3 2 ' H
v(x):E CI(X));—' C1x3—|+C2_+C3X+C4J
v(x:0):0 =C,=0
V(x=0)=0 =C;=0 2 i
) ; 5  EEEEEEREEEN
v(x=L)=0 :>£+C1L—+C2L_:0 QéA S
24 6 2 t g
M(x:L):O R“| = 1 ’
2 |
y

:>v"(x:L):0:>%+C]L+C2 =0
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Exercicios

Considere as informagdes a seguir para responder as
questdes de n°= 63 a 65

Uma determinada viga, com vao L, esta submetida a uma
carga distribuida de valor q e apresenta a seguinte equa-
¢ao da linha elastica:

y= zgtT (2x' -3¢ + L)

onde E € o modulo de elasticidade do material da viga, J
seu momento de inércia em relacdo ao eixo de flexdo e x
define o eixo logitudinal. A viga esta impedida de se deslo-
car horizontalmente em todos os seus apoios.

63

O valor de x para o qual o esforgo cortante & nulo vale
(A) L/8

(B) L/4

(C) 3L/8

(D) L/2

(E) 5L/8

64

O valor absoluto do momento fletor para x = L/2 vale
(A) qL?/16

(B) qL?/8

(C) 3qL?%/16

(D) qL?%/4

(E) 5qL%/16

65

O ponto correspondente a x = 0
(A) esta livre para se deslocar.
(B) € um apoio do 1° género
(C) € um apoio do 2° género.
(D) € um engaste.

(E) € uma rétula.
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7. Torcdo: Cisalhamento Puro

Considere uma barra de se¢do transversal circular sofrendo tor¢cdo por meio de conjugados T
atuando em suas extremidades (fig. a). Uma barra carregada desse modo esta sob Tor¢do Pura:

_bb'_rdp _r¢
ab  dx L
o=2
L
t=Gy=Gré

(tor¢do pura)

(b) (c)
Por equilibrio de cada uma das partes seccionadas da barra sob tor¢ao pura, pode-se estabelecer a
relacdo entre o torque 7 (momento torsor) aplicado e o angulo de torcdo por unidade de
comprimento € que ele ocasiona:

T = [z pdd =[(Gy)pdA=[ G(Op)pdA =GO[ p*da =GO J =

onde J = I ,02 dA ¢ momento de inércia polar da secdo transversal circular.

, o , zr! md?
Para um circulo, o momento de inércia polar é: J = = 3

O angulo de tor¢ao por unidade de comprimento € ¢, portanto, diretamente proporcional ao torque
T e inversamente proporcional ao mddulo de rigidez a torcdo GJ:

_T
GJ

O angulo total de torcdo ¢ pode ser facilmente verificado experimentalmente, fazendo com que o
ensaio de tor¢ao permita a determinacao do modulo de elasticidade transversal de um material:

or=1L

¢ GJ
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Durante a tor¢ao havera rotacdo em torno do eixo longitudinal, de uma extremidade da barra em
relacdo a outra. Os comprimentos dos lados do elemento dx (fig. b) ndo variam durante esta rotagao,
porém os angulos dos vértices se distorcem: o elemento estd em estado de cisalhamento puro. Ou
seja, na barras circulares, as se¢des transversais se mantém planas e conservam a sua forma:

@) (b)

Ti

y‘ ‘Y b a

; g /D\T . ..%-C N

max o _* Umax
i -

‘X

(@) (b) (c)

Se um material mais fraco a tragdo do que ao cisalhamento for torcido, a falha ocorrera por tragdo
ao longo de uma hélice com inclinacdo de 45° em relagdo ao eixo.

A o T AR A, W

(b)
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A tensdo de cisalhamento em um ponto da se¢do transversal distante p do centro é:

T Tr
J’O :>Trmx:7

Portanto, numa barra de se¢do circular, a tensdo de cisalhamento ¢ maxima na superficie e nula no
centro. Em conseqiiéncia, por economia de material e diminui¢do do peso, ¢ preferivel a utilizagao
de barras vazadas no combate as solicita¢des de tor¢ao.

Tmax /| Tmax

(®)

Exercicios

30

Os angulos de torcao em eixos dependem do momento de
torcao atuante, da geometria do eixo e de uma propriedade
fisica do material do eixo que & alo):

{A) massa especifica.

(B} Coeficiente de Poisson.

(C) coeficiente de expansao térmica.

(D) madulo de elasticidade.

{E) madulo de elasticidade transversal.

el

Um eixo de secdo transversal circular macica com
40 mm de didmetro & submetido a um momento torcor de
207 N.m.

Para essa situacdo, o valor da tens&o de cisalhamento
maxima, em MPa, &

(A) 5
(B) 10
(C) 15
(}20
(E) 25
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Flexdo e Torcdo combinadas

- -
<_T A li—» T B l
— —
(b) (c)
s =M Y SN 4
=Y v = 7P

» Verificar o estado de tensdes nos locais onde alguma das tensdes, particularmente, atinge
seus maximos;

» Identificar, pelo circulo de Mohr, as tensdes principais e a tensdo maxima de cisalhamento.

Flexdo e Carga Axial combinadas

N

I

92110
®

F > é\
[ L s
f ® @ ® @
(a) (b) (c) (d) (e) (f)
s N .M
T Yy

» Principio da superposigao;

» A linha neutra ndo mais passara pelo centroide, podendo situar-se até mesmo fora da secéo.
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Exercicios

QUESTAO 28 |

Para dimensionar o componente estrutural mostrado na figura abaixo, devem

ser calculadas as tensoes atuantes nos elementos 4 e A na secio de engaste.
O elemento 4 esta localizado no topo da barra e € paralelo ao plano xz.
O elemento B esta na lateral da barra e é paralelo ao plano xy. As forcas

atuantes sao F =055 kN, P=8kNe T=30 N.m.

I. E. Shirgley. Mechanical engineering design. Métrica. p, 89,

Com relagdo ao problema exposto, julgue os itens subseqiientes, desprezando

a parte fraciondria nos resultados numéricos obtidos.

1 A tensdo normal atuante em 4, na diregio x, € G, = 95 MPa.

2 A tensdo normal atuante em B, na diregio x, € G, = 125 MPa.

3 Atensdo devida ao carregamento de torgio € T,, = 19 MPa.

4 A tensdo cisalhante atuante em B ¢ maior do que a tensao cisalhante
atuante em A.

3

A tensao normal atuante em B ¢ toda devida a carga F.
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8. Tensoes Planas (EPT - Estado Plano de Tensoes)

Um elemento com tensdes planas pode ter tensdes normais e de cisalhamento nas faces x e y, porém
ndo pode ter tensdo nenhuma na face z:

Toe
_+
T
¥ xy
o-x 0 X U.r
T
Xy
+—_
T}‘I

S -

—_
=¥
S’
—~
o
—

Por equilibrio do elemento da figura (b):

S F, =0

Aoy =Acos@-o, cosO+ AcosO 7, senf+ Asenb-o, send+ Asenb- 7., cos &

=0y =0, cos’ f+o, sen’ 0+ 27,,senfcosb

substituindo: cos” @ = é(l +c0s20)
sen? 0 = é (71— cos 26)

sendcos 6 = é (sen 20)

Oy = E(O'x + Gy)+ é(ax -0, )cos26’ +7,, sen260

D Foror =0

!

Ty = (O'x -0, )sen 260 -7, cos20
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Tensoes Principais
do, p
do
T
= tan 20 = i
o,—0,
o,+0 o.—o,Y
_Zx %y x %Yy 2
= O paxmin = 5 * 5 tTy

Tensoes Maximas de Cisalhamento

d o
&ZODTHBX :Gmax O min
do 2

Circulo de Mohr

Combinando-se as equagdes que exprimem os valores de ogye 7y:

2
O, — O
2, 2 x 9y 2
(‘79 —Umédia) + 79 =[—j T T

que representa a equacdo de um circulo segundo os eixos oy € 74, com centro em Oy =0 ,,s4i, ©

79 =0, com raio igual a:




Resisténcia dos Materiais — Revisdo 39

Estado Uniaxial de Tensoes

T
d
e
y ‘ D AN P
i | R NG I A B
E
.0, = P/A
@ (b) (c)
Tensoes Principais
b T
|
\
y‘ \ Omin
a
-
O’y O nax
4’ Txy‘f{'_//
‘%O %cr' ]
~. /0 s
T \"; o, ,/
Tyy
s
X \
(a) X' (b)
T
0= o,
Rakg)
0\
ol B c A
X
E
(@) (b)
O-IIB.X + Gmln

(nos planos de tensdes maximas de cisalhamento)
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Invariante de tensoes

Gx"'o-y =09 tO09 =04y T Omin

S 2MPa

2.24 MPa
2MPa

2.24 MPa

7/

(g) (h)

. o

0.24 MPa

(f

Exemplo de Construcgdao do Circulo de Mohr:

Deseja-se, a partir do desenho do circulo de Mohr, descrever os planos principais, as tensdes
principais e a tens@o maxima de cisalhamento do elemento da fig.(a):

a) Desenho do circulo: ©(MPa)’;
face x: face y: y
{ oy = 50MPa {ay =—-10MPa
Txy = —40MPa Tyx = 40MPa — -
Omédia = Ox Ty = 50+(_ ]0) =20MPa ‘%OL — X C F A oMPa
2 2 50 MPa EE
CF = 50— 20 = 30MPa T 40
N/
FX = 40MPa s
2 2 <+— 50
R=CX =VJCF? + FX* = 50MPa
™Y
@ G

b) Planos e tensdes principais:
Opax = OA =70MPa
Opin = OB =—30MPa

tan 20, :z:ﬁjﬂé’p =531°= 0, =26,6°
CF 30

c¢) Tensdo maxima de cisalhamento:

Tyax = R = 50MPa
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Tensoes Principais em Vigas:

Na fig. abaixo apresentam-se o estado de tensdes em viga de secdo transversal retangular:
(b) Tensdes normais de cisalhamento nos pontos A, B, C, D ¢ E;
(c) Tensoes Principais;

(d) Tensdes maximas de cisalhamento.

Mmoo O~

(a)

NG
2

'
}
:
A
¥
o

N

¥
=t
}
\
6\
N4
*/fgf‘

(b) (c) (d)

Na figura abaixo, as linhas cheias representam as trajetorias das tensdes principais de tragao, € as
linhas pontilhadas para as tensdes principais de compressao:

EEEEEEEEEEREEEERD

(a) ’ (b)
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Exercicios

441

O estado plano de tensdes em determinado ponto de um
corpo € mostrado no elemento da figura abaixo.

y 40MPa

—+— 40 MPa

100 MPa

Os valores, em MPa, das tensdes principais G, €0, sao,
respectivamente, iguais a

(A) 70e 20
(B) 70 e 50
(C) 120 e 20
(D) 120 e 50
(E) 120 e 70

parede

b,

N

trincas

) l
G v

Uma série de trincas surgiram em uma parede de alvenaria,
conforme esquematizado na figura acima. O padrdo de
trincamento apresentado pode ser atribuido ao

excesso de armadura de tracao.

excesso de armadura de cisalhamento.

recalque uniforme da parede ao longo da sua base.

fato de que o material sobre o qual a parede esta apoiada
cedeu nas extremidades da mesma.

fato de que o material sobre o qual a parede estd apoiada
cedeu na regido central da mesma.

®Q 009
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Considere os dados abaixo para responder as
questdes de n=17 e 18.

4 80 MPa

<«—— 80MPa

<
40 MPa X

17
Para o estado plano de tensdes fornecido, a maior tenséo
normal possivel (o), em MPa, vale

(A) 4
(B) so
(C) 80
(D) 120
(E) 140
18

De acordo com o estado plano de tensdes fornecido, a
menor tens@o normal (6 _. ), em MPa, vale

(A) —-40
(B) -80
(C) - 120
(D) — 140
(E) — 160
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44

As questoes de n= 45 e 46 referem-se ao estado plano
de tensoes indicado a sequir.

'

S50MPa

— |

110MPa
i x

— " 40MPa

Dados:
Angulo Tangente
18,44° 1/3
33,69° 213

45° 1

53,14° 4/3
59,04° 5/3
63,43° 2

45

Astensdes principaiso, . e, . ,respectivamente, em MPa,

valem:

(A) 30e130

(B) 40 e 50

(C) 40e 110

(D) 50e 110

(E) 80e 110

46

O plano principal € encontrado girando-se o elemento dado
no sentido horario, em um angulo, em graus, de:

(A) 18,43
(B) 22,50
(C) 26,57
(D) 30
(E) 45
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Exemplo:

Uma forga horizontal P de 670N ¢ aplicada a extremidade D da alavanca ABD. Determinar:

a) as tensdes normal e de cisalhamento em um cubo elementar situado no ponto H, com lados
paralelos aos eixos x € y;

b) os planos principais e as tensdes principais.

Ll
/
Z/

Solucgao:

Estabelecendo uma secao transversal que passa pelo ponto H, e reduzindo o conjunto de forgas
externas aplicadas a estrutura ao centro de massa da se¢do transversal, obtém-se:

P=670N
Y| p=670N T =670N-0.45m = 301,5Nm

T=3015N- M, =670N-0,25m=167,5Nm

o, =0
- : M '
M= 167N m Ixzzlfrw 0015 _ 63 201Pa
< Z(0015)
2
o e .
Z 2 T~x Ty = Jir B M =20.5MPa
o Z(0015)
2
TG,V e 63,2 MPa
— » T,, = 56,9 MPa
A
—
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Exercicios

Os tubos de perfuragdo utilizados em pogos de petréleo
sdo estruturas prismaticas sujeitas, principalmente, a tor-
cdo combinada com cargas axiais compressivas. Um es-
tado plano de tensdes referente a um ponto desse tipo de
tubulacdo é mostrado na figura abaixo.

y
S, i
TYJ(
—>
'Exy Txy
X
‘—

68

Com base na orientacao das tensdes normal e cisalhantes,

as tensdes principais atuantes nesse ponto sdo

(A) ambas de compressao.

(B) ambas de tracdo.

(C) uma de tfracdo e outra de compressao com maodulos
idénticos.

(D) uma de tracao e outra de compressao, sendo a de tra-
¢d0 a de maior modulo.

(E) uma de tracdo e outra de compressao, sendo a de com-
pressao a de maior médulo.

69
Considerando o material do tubo como elastico e linear, as
correspondentes deformacdes que ocorrem nesse ponto

sado tais que

(A)Ex=0,sy;ﬁ09?w=0
B)ey= 0.,¢ =0e ¥ =0
Ce#0,¢e =0e?, =0
D)e,=0,¢ =0 e¥ #0
(E)e,= 0,8 =0 e? =0
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Exercicios
11

O circulo de Mohr que representa o estado plano de tensdes referente a um ponto da superficie de um eixo sujeito a torcao
combinada com carga axial de trac&o e

(A) m ®) /\
U 0 \\é/ G
©) /_\ \ ©) K
Ki// G \ C 0
40 t =
. Tmax~ 9|
O circulo de Mohr apresentado na figura ao lado repre-

senta o estado plano de tensdes atuante em um ponto

(A) da superficie superior de uma viga sob flex&o pura.

(B) da superficie de um eixo sujeito a torcdo combinada
com carga axial.

(C) da superficie de um eixo sob tor¢éo pura.

(D) da linha neutra de uma viga sob flex&o pura.

(E) entre a linha neutra e a superficie superior de uma
viga sob flex&o pura.

9= —9 O
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Exercicios

48

O projeto de um torquimetro extensiométrico utiliza, como
elemento sensor, um eixo macigo de secdo circular, em
cuja superficie sdo instalados 4 extensdmetros (strain
gages) com a configuracdo mostrada na figura abaixo.

T
PN

R

Cluando o eixo e solicitado pelos torques indicados, as ten-
sdes normais e cisalhantes referidas ao ponto P, com seus
sentidos correspondentes, ficam representadas porum es-
tado plano de tensdes, com a configuragio

(A) (B)

(C) (D)
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Observe afigura abaixo.
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Considere o eixo de transmissao de poténcia da figura, em
gue os mancais resistem apenas a forgas verticais.
As tensdes atuantes em um ponto A, na superficie inferior
do eixo, saoc representadas pelo seguinte elemento:
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Considerando o estado plano de tensoes referente a um ponto
da superficie de um eixo sob torcao, & correto afirmar que as
tensdes principais possuem:

(A} mesma intensidade e mesmo sinal.

(B} mesma intensidade e sinais distintos.

(C) mesma intensidade, nada se podendo afirmar sobre os sinais.
(D} valores distintos e sinais distintos.

(E} valores distintos e sinais idénticos.



