CapituloV

Prismasretos solicitados por forcas queinter ceptam
per pendicular mente seu eixo ou por conjugados
cuj os planos sggam perpendicular es a sua secao r eta.

Vigas
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5.0-0O PROBLEMA A RESOLVER

No presente capitulo trataremos do caso em que um prisma reto tenha por carrega-
mento forgas perpendiculares a seu eixo e/ou conjugados cujos planos sgjam perpendicul ares
a sua secdo reta.

Suporemos, no caso de forgas, que suas linhas de agdo interceptam o eixo do prisma;
guando isso ndo acontecer hum caso real, € possivel substituir o sistema dado por outro nas
circunstancias acima, acrescido dos conjugados de torcdo provenientes dos deslocamentos
laterais das forgas que, ndo interceptando o eixo do prisma, passem a ser tomadas nessas con-
digdes. Os efeitos dos conjugados de torcéo serdo objeto de estudo do Capitulo VI, a seguir;
eles terdo de ser acrescidos aos estudados neste capitulo.

Embora todas as forcas atuantes sobre o prisma sejam perpendiculares a seu eixo e o
interceptem, poderdo elas estar ou ndo contidas em um Unico plano. Quando ndo estiverem
todas contidas em um sb plano, sera possivel decompd-las em componentes situadas, agora
todas, em dois planos pré-escolhidos — em geral ortogonais entre si. Estudados que sgjam os
efeitos de cada grupo de componentes contidas em um plano, ndo haverd mais que adicionar
o0s seus efeitos da maneira que se fizer mister, em cada caso. |denticamente proceder-se-a4 no
caso de conjugados-carga ndo situados em um mesmo plano.

Vé-se, assim, que o problema fundamental a resolver neste capitulo € o do estudo dos
efeitos de um conjunto de forcas e conjugados contidos em um mesmo plano que também
contém o eixo do prisma ao qual as forcas séo perpendiculares.

O plano das cargas € o chamado plano solicitante, e sua intersecdo com o plano de
qualquer secdo reta do prisma €, nessa secdo, o eixo solicitante.

Assim solicitado, o prisma estara sujeito a forcas cortantes e a momentos fletores
cujos diagramas serdo, em nosso estudo, supostos conhecidos .

Como perfeitamente esclarecidas suporemos, também, as relaces abaixo, existentes
entre os momentos fletores M, as forgas cortantes Q e as intensidades de carga (.

Essas relacdes sao:

_dm
v @

_dQ
= O 500-|

_d’M
dx?

q= ©

Diz-se que em uma secao de um prisma ocorre uma flexao simples quando momento
fletor e forga cortante sdo as Unicas solicitagcOes nessa secdo; se a forca cortante for nula,
havendo unicamente momento fletor, estaremos em face de uma flexdo pura.

Ver-se-a, mais tarde, que uma forca normal pode vir a se juntar aos casos acima men-
cionados, dando lugar ao que se denomina de flexdo composta com ou sem forga cortante;
ela, entretanto, ndo € objeto deste capitulo.

" O seu tracado é objeto da Estatica e, em alguns casos, da Hiperestatica.
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NO que se vai seguir, trataremos, em primeiro lugar, dos efeitos do momento fletor
supondo, como € usual em Resisténcia dos Materiais, que estes ndo sejam afetados pelos da
forca cortante.

As experiéncias mostram que esta suposi¢cao conduz a resultados perfeitamente aceita-
veis, salvo para as segbes muito vizinhas dos pontos de aplicacéo de cargas concentradas.

Posteriormente, seréo estudados os efeitos da forga cortante. Combinaremos, a seguir,
os efeitos dessas solicitagdes estudadas isoladamente.

Os prismas sujeitos primordialmente a acdo de momentos fletores e forcas cortantes
s80, na maioria dos casos, denominados de vigas, e constituem partes fundamentais do arca-
bouco de quase todas as estruturas, méquinas e engenhos. Seu estudo sistemético &, pois, da
mais alta importancia.
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5.1-EFEITOSDO MOMENTO FLETOR

5.1.0 — Consider acoes preliminares

Inicialmente, sera suposto que todas as cargas atuantes de um lado de uma secéo reta
da peca se reduzam a um Unico conjugado, contido em um plano perpendicular ao da se¢do
reta em apreco, passando pelo seu centro de gravidade.

Este conjugado é o conjugado fletente cujo momento € o momento fletor, e é repre-

®
sentado por um vetor M, contido no plano da secéo reta do prisma, tendo seu suporte per-
pendicular ao eixo solicitante.

A flexdo pode ser:

®
- Reta quando o vetor M tiver seu suporte em coincidéncia com um dos eixos princi-
pais de inércia da secdo, estando, consequentemente, o eixo solicitante em coincidéncia com o
outro, tudo relativamente ao centro de gravidade da secéo;

- Obliqua ou desviada nos demais casos.

Na Fig.510-1, sendo P o eixo solicitante e supondo que Y e Z sejam 0s e xos princi-
pais de inérciarelativas ao centro de gravidade da secéo, teremos um caso de flexao obliqua.

/P

Figura510-1

Suporemos em nosso estudo que os eixos Y e Z sgjam tais que os momentos de inércia
da secdo correspondentes guardem a relagéo:

VEINY 510-I

devendo-se notar que ambos s80 momentos de inércia principais, tudo como ja ficou con-
vencionadoem 3.1.2 .

Quanto a0 sinal do momento fletor sera Gtil manter a convencédo usual que estatui
ser ele positivo quando comprimir as fibras superiores da segdo, distendendo as inferio-
res; sera negativo no caso contrario.

" Consequentemente, teremos: J, = J (méaximo)
J =3 (minimo)
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Paratornar bem geral essa convencao, consideraremos como superior es as fibras stu-
adas do lado das semidirecbes positivas dos diferentes eixos baricéntricos; as fibras do lado
das semidir egOes negativas serdo, entdo, inferior es por convencéo.

®
Assim, naFig.510-1, o vetor M representa um conjugado fletente positivo.

®
Estabel eceremos, finalmente, que nas figuras representativas das seces os vetores M

®
e Q indicaréo, respectivamente, 0 momento fletor e a forca cortante calculados com auxilio
das cargas atuantes do lado da se¢do aquém do plano da figura.
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5.1.1 — Tensbes e defor macoes locais

O momento fletor, tal como o temos definido, tem como efeito fazer com que a secéo
sobre a qual atua, tenda a girar relativamente a sua vizinha de sorte que, estando primitiva-
mente paralelas, deixam de assim permanecer para se inclinarem uma sobre a outra.

Para que isso se dé, necess&rio se torna que algumas fibras sejam distendidas ao passo
gue outras comprimidas, isto €, ao longo da secdo desenvolver-se-do tensdes normais trativas
e compressivas cuja lel de distribuicdo vamos procurar. Essas tensdes multiplicadas pelos
elementos de superficie da se¢éo reta ddo lugar a forgas elésticas elementares cujos momen-
tos, no seu conjunto, igualam o momento fletor.

Na pesquisadalei de distribuicdo dessas tensdes usaremos 0 Método Geral.

Sga, entdo, M 0 momento fletor atuando na secdo AB de uma peca (Fig.511-1a) sendo
P 0 eixo solicitante . M ser& suposto positivo, isto &, tendendo a alongar as fibras situadas do
lado negativo do eixo solicitante.

Na primeira fase do método utilizaremos uma hipétese |6gica sobre as deformacdes.
No caso, a hipétese cléssica deve-se a Bernoulli , ou sgja a hipétese da deformagéo plana,
segundo a qual, em sua tendéncia de rotacéo relativa, uma secéo reta do prisma se man-
tém plana apos essa defor macéo.

Embora essa hipétese ndo sgja rigorosa €, contudo, suficientemente exata para que 0s
resultados experimentais ndo se afastem muito dos obtidos pel os calculos nela baseados.

Assim sendo, admitamos que seja A’B’ a nova posi¢cdo da secdo, apds a rotacéo d
relativamente a se¢do DE que lhe é vizinha e dela distante de dx (Fig.511-1b).

Considerando a se¢do DE como fixa, A’B’ cortara sua posicéo inicial AB segundo um
€iX0o N, cuja posicdo ainda ndo conhecemos, mas f&lo-emos, em pouco. Imediatamente nota-
remos que todas as fibras elementares correspondentes aos elementos de superficie situados
sobre esse eixo ndo sofrem qualquer variacdo de comprimento 0 que acarreta, em consequén-
Cia, ainexisténcia de tensdes normais axiais para esses pontos. Por isso € 0 eixo n denomina
do eixo neutro na segéo.

Se designarmos, entéo, por r a distancia de um ponto qualgyer da secdo a esse eixo
neutro (esteja ele onde estiver), contada positivamente paracima  poderemos escrever

Ddx = - rdj

gue dividida por dx nos dara a deformacéo linear especifica para uma fibra elementar qual-
quer, ou
__ .9
e=-r & (1)

Esta expressdo que encerra a primeira fase do nosso Método Geral.

*k k%

" Assemidiregdes positivas dos diferentes eixos sao as assinaladas com as setas e as | etras.

" James Bernoulli (1654-1705)

" Ver em seguida a Fig.511-1c onde aparece, em posicao definitivamente e certa, o novo par de eixos n-r com
suassemidirecOes positivasreferidas as dos eixos Y -Z.

"™ Mais precisamente deverfamos notar €, e S,. No momento, como n&o podera haver davida de que essas
grandezas se referem a direcdo do eixo do prisma, prescindimos do indice indicativo da direcdo.
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Na segunda fase do mesmo, supondo aplicavel alel de Hooke, vira
d 0
s=-&39 )
g X g

Esta expressdo nos mostra que, sendo constante o parénteses, as tensdes normais vari-
am linearmente com a ordenada r, isto €, sao proporcionais as distancias dos pontos consi-
derados ao eixo neutro, o que constitui a chamada lei de Navier . Ela serg, pois, a mesma
para pontos situados sobre qual quer paralela ao eixo neutro.

Passaremos, a seguir, ao terceiro estagio do Méodo Geral escrevendo as equacles de
equilibrio que devem exprimir o fato de que as acbes elementares exercidas sobre os diferen-
tes elementos de superficie devem ser equivalentes a um conjugado de momento M situado
em um plano passando pelo eixo OP.

Assim, uma primeira equacdo de forma a X=0 nos dara

Qsds=0

Substituindo (2) e notando que o respectivo parénteses € constante e diferente de zero,
chegasea

Qrds=0 €)
indicando que o eixo neutro é um eixo médio, isto &, passa pelo centro de gravidade da
secdo. Devemos, portanto, alterar a nossa Figura 511-1a, passando avaler a Fig.511-1c.

Escrevamos agora uma equacao exprimindo o fato de estar o momento fletor contido
no plano passando pelo eixo OP.

Vira: Qmsds=0

Levando em conta (2) virg, ainda

Q mrdS=0 (4)

Esta expressdo nos mostra que o produto de inércia da area da secéo em relacéo
aos eixos n e P, que passam pelo centro de gravidade, € nulo: eles sdo, pois, conjugados re-
lativamente a elipse central deinércia dessa mesma secao.

A esta aturatemos, portanto, bem determinada a posicao do eixo neutro n que so vai
depender da forma da secdo e da posicdo do eixo solicitante P.

Mais adiante trataremos desse assunto com mais detalhes, principalmente para esco-
Iher uma semidirecdo positiva para esse eixo neutro.

Passaremos, agora, a ultima das equacOes da Estética, justamente a que vai ligar as
tensdes ao momento fletor.

" Como se depreende do desenvolvimento apresentado, alei de Navier é uma consequiéncia “a fortiori” da hip6-
tese de Bernouilli aliada alei de Hooke.
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Notando que cada elemento de superficie dS, situado a distancia r do eixo neutro n,

contribui com um conjugado elementar rS dS na totalizacdo do conjugado fletente M projeta-
do no plano perpendicular an vir&:

Msenq= QrSdS*

onde g é ainclinagdo (menor que p) entre oseixos P e n.
Tendo em vigta (2) vira

— i‘z
Msenq—EdXQdS (5)

E como Ay2ds=J
Q = ©)

® ®

Notando que Msenqg é o conjugado representado pelo vetor M projecéo do vetor M
sobre 0 eixo neutro e levando em conta as expressdes (1) e (2), fica-se com o seguinte grupo
gue resolve o problema da flexéo pura.

dj _Mn_l
™ BT @
M r r
=- n —_. _ -
B, . (b) 511-I
M r r
=- n_ —. _
B ©
M, =M senq (d)

Nas expressdes anteriores, r € 0 raio da curvatura adquirida pelo eixo da peca nho

ponto em que se toma a se¢do em estudo. O plano dessa curvatura é perpendicular a0 eixo
neutro (Fig.511-1c).

A expressao 511-1c¢ confirma o que ja se viu anteriormente quanto alei de distribuicdo

das tensbes S a0 longo da sec3o, e que € linear. E o que se vé da Fig.511-1c. Estudo mais
detalhado dessa distribuicdo sera feito a seguir.

Por ora nos detenhamos no fato de que, ao longo da secdo, haverd sempre tensdes tra-
tivas e compressivas, as forcas elasticas correspondentes admitirdo, portanto, uma resultante

trativa Z e outracompressiva D, iguais em valor absoluto, formando um conjugado igual ao
conjugado fletente.

Poderemos escrever

Z:(§ds e ch\;sds 0

" Notar que no caso de um momento fletor positivo os elementos de superficie dS onde reina uma tenséo S
positiva (trativa) so os em quer é negativo, e vice-versa.
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onde 72 e 79 s3o as distancias do eixo neutro aos pontos mais afastados, respectivamente dos

lados tracionado e comprimido.
Tendo em vista 511-Ic vir&

M, ‘?;s p="n ‘F::ls 8)
e =—
5, Q 5 Q

Nestas duas expressdes as integrais exprimem os momentos estéticos das éreas tracio-
nada e comprimida relativamente ao eixo neutro. Além disso, quando M, € positivo o no-
mento estético da érea tracionada € negativo, e o da area comprimida positivo.

Z=-

Ent&o, denominando M, ao valor absoluto do momento estatico de qualquer das
duas partes da secdo separ adas pelo eixo neutro em relacéo a esse mesmo eixo neutro Viré:

M
Z =-D= J: VM, Yo 511-11

As distancias dos pontos de aplicacdo dessas forgas ao eixo neutro serdo dadas por

72 7
~Sd ~NSd
o .0

’ "D

n

onde as integrais e D devem ser tomadas em val ores absol utos como indicado nas expressoes.
Ent&o, desenvolvendo vira

z 511-111
c,' = Ih
Mn
d Jnd
c, =
Mn

Nestas expressdes J * e Jnd S30 0s momentos de inércia das areas tracionada e com-
primida em relacéo ao eixo neutro.

Entre os pontos de aplicacéo das for¢as Z e D, resultantes das agOes e reagdes interio-

res, haverg, pois, um braco de alavanca do conjugado das forcas interiores, d,, cujo valor
sera

dh=c +cd = Ml; 5111V

Ele serd medido perpendicularmente ao eixo neutro On, como se vé naFig.511-1c.

De tudo que se acaba de ver conclui-se que tanto a distribuicdo das tensdes como a
deformacdo do prisma elementar ABDE na diregdo do eixo da peca estdo dependendo da

posicéo do eixo neutro On gque deve, por isso, ser conhecida desde logo em diregdo, ja que se
sabe ser um eixo baricéntrico.

" E, consequentemente, a deformacao geral da peca, cujo estudo serd objeto de 5.1.2.
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5.1.1.1 — Fixacado do eixo neutr o — convencoes

Vimos mediante a relagcdo (4) que o eixo neutro na flexdo simples € um eixo médio
cuja direcéo € a conjugada, relativamente a elipse central de inércia da segcdo, da direcao
do eixo solicitante.

Sendo assim, uma vez conhecido o eixo solicitante OP, inequivocamente ficara fixada
adirecdo do eixo neutro On.

Para sistematizar 0 nosso estudo convencionaremos desde logo designar por
a : angulo definindo a direcdo do eixo solicitante;
b : angulo definindo a direcéo do eixo neutro.

Esses angulos serdéo contados positivamente no sentido trigonométrico (ou negati-
vamente no sentido contrario) e sempre a partir da semidirecdo positiva OZ (eixo para o
gual o momento central de inércia da secdo é maxima); eles definirdo, também, por conven
¢80 as semidiregdes positivas dos eixos OP e On”.

A condicdo de conjugacao de eixos permite escrever:

J
tgatgb =-

= 11-V
3 5
y

Convencionaremos, ainda, considerar como positivas as semidiregdes OP e On que
satisfacam as seguintes desigual dades:

-paraOP.......... Ofac< Sitivo
p p (po ) 511-V]

- paraOn .......... - EE b< 2 (positivo ou negativo)

(a)a<§®b<o (b)a>g®b>0

Fig.511-2

" Paramaterializar com simplicidade essas convencdes, usamos, em nosso curso, colocar uma seta e a letra ape-
nas do lado da semidirecéo tomada como positiva.
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Nessas condi¢cdes poderemos ter os casos constantes da Fig.511-2 (a e b), nas quais
observamos que as semidirecdes positivas de P e n estdo sempre em quadrantes cont iguos.

Para conhecer a posi¢éo do eixo neutro proceder-se-a, seja analiticamente empregando
a relacéo 511-V, sga graficamente utilizando qualquer dos métodos graficos estudados em
Mecanica Técnica. Em particular, s8o bem recomendaveis os circulos de Mohr e de Weyrauch
para momentos e produtos de inércia.

A Fig.511-3 nos mostra 0 emprego do circulo de Mohr. Observe-se que, ao obter a
posicdo do eixo neutro por qualquer desses dois circulos, poder-se-a, imediatamente, ter o
valor do momento de inércia J, da secdo em relacdo a esse eixXo, e que Sera Necessario ao em-
prego das formulas 511-1.

No caso em que ndo se deseje obter esse valor por via gréfica, podera ser obtido anali-
ticamente pela expressao

J =, costh + J, serfb 511-VII

Fixada que estegja a posicéo do eixo neutro, e conhecido o valor J, como acabamos de
ver, resta-nos saber medir r, com seus sinais, para poder utilizar todas as férmulas 511-1.

=
OB=1,
Oh=Ty
oQ=1,

Circulo de Mohr
Fig.511-3
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Para isso orientaremos a semidirecéo positiva do eixo Or, perpendicular a On, de
modo que ela fique avancada de % sobre a semidirecdo positiva On, como se vé nas Figu-
ras.511-4 e 511-5.

/-ﬂ

Fig.511-4 Fig.511-5

Observemos que 0 angulo que entre si fazem as semidirecfes positivas dos eixos neu-
tro e solicitante, contada a partir do eixo neutro, é

g=a-b 511-VIII

ondeb traz o sina préprio.
Entraremos, agora, em mais detalhes sobre 0 emprego das expressdes 511-1, conside-
rando, separadamente, os casos de flexdo reta e de flexdo desviada.

5.1.1.2—-Flexaoreta

O eixo solicitante € um dos eixos centrais principais de inércia da secdo; 0 eixo neutro
serd, consequentemente, 0 outro eixo principal, e, assim, perpendicular aquele.

Este é o caso mais comum da flex&o.

Se 0 eixo solicitante for o eixo OZ teremos, Fig.511-6.
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)
a=0
{b=-2(")

Fig.511-6

As expressoes 511-1, 511-11 e 511-1V setornam

dg _1_ M
ax r BJ, @
e-=- Z__ Mz (b)

r y
s=-pg2-.M © 511-1X

Jy

Z=-D= —— VMY (d)

dy = ©

y
My = M ®

A rotacdo relativa entre duas segdes vizinhas conduz a peca a se encurvar no plano que
contém o proprio eixo solicitante OZ.

" A semidireco positiva do eixo On é contrariaa semidirecdo positiva do eixo Oy.
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Se 0 eixo solicitante for QY entéo, Fig.511-7:

N
O
1
N o No
"
 ——

o]
I

FIg.511-7

As expressdoes 511-1, 511-11 e 511-1V se tornam entao:

g _1_ M
dx EJ, @
= - l:_ My
e ; 3] (b)
s =-gX=-.M © 511-X
r J,
M
z:-D:J_ZZ||v|| (d)
J
4= 3 ©
M, = M f)

A rotacdo relativa entre duas se¢Oes vizinhas conduz a peca a se encurvar no plano que
contém o eixo solicitante OY .

Como acabamos de ver, na flexdo reta a peca ab se encurvar mantém o Seu exo no
plano solicitante.

®
Ovetor M representativo do momento fletor tem como suporte o eixo neutro.

As ordenadas com as quais variam as tensdes S e as deformacfes especificas € sdo as
correspondentes ao eixo solicitante.

" A semidireco positiva do eixo On é amesma do eixo OZ.
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Tratando do diagrama de distribuicéo das tensdes normais ao longo da secéo, vemos
gue o mesmo pode ser conhecido se o forem as tensdes extremas, isto €, aquelas correspor-
dentes aos pontos mais afastados do eixo neutro, as quais, por sinal, sendo as maiores, decor-
rentes do momento fletor, sdo as que limitardo a possibilidade de emprego da se¢do para um
dado material.

Designando-as genericamente por S , e supondo que 0 eixo solicitante sgja QY vira
5=- M

J

z
onde Yy, também genericamente, sd0 as maiores ordenadas, positiva e negativa, na direcdo
ov.

Se agora quisermos distinguir a tensdo no bordo superior, S °, da tensdo no bordo infe-

rior, S', basta desdobrarmos ¥ em y®e y. Notando que Y é eminentemente negativa e y° po-
sitiva, para usarmos seus valores absol utos ficaremos, (Fig.511-7), com

) Si
gs = 3 My 511-X|

Finamente, fazendo

‘J_Z:WS
yS z 511-XI1
J
< =W
y
fica-se com
ss =3 M 511-X|1]

w

onde W,° e WZi , que conforme 511-X11 s6 dependem da forma e dimensGes da se¢éo, s&0

os chamados médulos de resisténcia a flexdo, superior e inferior respectivamente . Suas di-
mensdes sdo as de uma grandeza linear eevada ao cubo ou [L®] devendo, portanto, serem
expressas em cnt, dnt, etc.

Note-se que nos casos gerais 0s dois modulos, superior e inferior, podem ndo ser
iguais em valor; quando, porém, o eixo neutro for um eixo de simetria da se¢do, essa igualda-
de verificar-se-a

Neste Ultimo caso tendo-se

S i
W, =W, =W,
poderemos escrever 511-XI11 como
s =3 M 511-XI11 bis
WZ

" Também sdo denominados de médulos de secdo. As vezes, de maneira muito imprépria sdo também chamados
de momentos resistentes, o que, positivamente, ndo podem ser.
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AstensdesSSeS', de sinais contrérios, sendo, em valores absolutos, as maiores ocor-
rentes numa secéo sujeita a flexdo simples, definirdo o maior momento fletor que pode vir a
atuar na secéo, decorrente das agOes exteriores.

Com efeito, chamando de S ; ) (positivo) a tensdo admissivel a tracdo no material, de

S, (negativo) atensdo admissivel & compress3o, teremos para momentos fletores positi-
adm

VOS.
Me= - WS (@
Me= WS, (b)

O menor dos dois valores serd 0 admissivel, ou momento resistente positivo, que desi-
gnaremos por M) .

Para momentos fletores negativos teremos
Me=- WS _ (©

adm

M@= WS _ (d

adm

Da mesma forma, o menor valor absoluto entre os calculados acima sera o momento
resistente negativo que designaremos por M &) .

Observe-se que, em um caso inteiramente geral, 0S momentos resistentes, positivo e
negativo, em uma se¢éo ndo serdo iguais em valor absoluto, decorrendo diferenca ndo sO
da desigual resisténcia do material atracdo e a compressao, como, também, das caracteristicas
geomeétricas da propria secdo manifestadas através os modulos de resisténcia a flexdo, supe-
rior e inferior.

Nos casos de materiais igualmente resistentes a tracdo e a compressao compreende-se
facilmente que os momentos resistentes, positivo e negativo, terdo valores absolutos iguais, e
serdo limitados pela tensdo normal ocorrente na fibra mais afastada do eixo neutro da segéo.

Por outro lado, nos casos em que a secdo reta da peca sgja tal que 0 eixo neutro na
flexdo se congtitua em eixo de simetria, 0s momentos resistentes, positivo e negativo, serdo
também iguais em valor absoluto, e corresponderdo a menor das tensdes normais admissivels,
tomadas em valor absoluto.

Neste caso, como

S i
W, =W, =W,

e designando por | S 4im | @0 valor datensdo admissivel de menor valor absoluto vira

MED= + 1S gm | W, 511-XI1V

De tudo o que se acaba de ver, considerando que sob a agdo de um momento fletor as
maiores tensdes normais de tracdo e de compressao referentes aos diversos elementos de s+
perficie da secéo reta de uma pega sdo proporcionais as distancias do eixo neutro as fibras
mais afastadas dele, conclui-se que, quando se tratar com um material desiguamente resis-
tente a tracdo e a compressao, se houver liberdade de escolher forma para a se¢éo, ou se, para
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uma certa forma, houver liberdade de orienta-la, dever-se-a4 dar a disposicdo que conduza
0s pontos mais afastados do eixo médio a serem solicitados pela tensdo a qual o material
apresente maior resisténcia.

Em nossa exposicao anterior supusemos tratar-se de uma flexéo reta em que o eixo
solicitante estivesse em coincidéncia com o eixo OY; se, entretanto, estiver em coincidéncia
com OZ, nas formulas 511-X, 511-XI1, 511-X111, 511-XI111 bis e 511-X1V bastara permutar Z
comY.

De um modo geral as formulas 511-1X serdo aplicaveis.

5.1.1.3 — Flexdo obligua ou desviada

E, como ja vimos, 0 caso em que o0 eixo solicitante n&o coincide com nenhum dos dois
€iXos centrais principais de inércia, constituindo-se, dessa forma, no caso mais geral da flexéo
para o qual, aias, foi feito todo 0 nosso estudo inicial.

Assim, todas as consideracfes contidas em 5.1.1.1, bem como as férmulas 511-I,
511-I1, 511-111 e 511-1V Ihe sdo aplicéves.

Poderemos, entretanto, fazer o estudo da flex@o obliqua decompondo-a em duas fle-
x0es retas superpostas, cada uma delas tendo como eixos solicitantes OZ e QY respectiva-
mente.

Quando se tratar somente de estudar as tensdes S ou as deformagdes € em pontos da
secdo previamente determinados, este procedimento pode abreviar os calculos como se vera,
uma vez que prescinde do conhecimento da posicdo do eixo neutro cuja determinagdo toma
sempre algum tempo.

®
Suponhamos, pois, (Fig.511-8) o vetor M representativo do momento fletor corres-
pondente ao eixo solicitante OP, decomposto nas diregdes dos eixos principais.

® ®
Fica-se com osvetores Mz e My representativos de duas flexdes retas.

Os momentos fletores correspondentes ser&o:
M; = Msema
My = Mcosa
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Ent&o, em um ponto da se¢éo cujas coordenadas relativamente os eixos ZOY sgamy e
Z teremos, por superposicao dos efeitos:

My Mz

=- —Lsena - —=cosa
JZ Jy
ou ainda:
e 5 u
= &) 0 -
S =- Jngsena +9J—Zzzcosag 511-XV
‘8 evo s

expressao de facil emprego quando todos os seus elementos forem conhecidos.
Para a deformacao linear especifica na diregdo do eixo da pega teremos:

é . v,
M A & 0 ;
e=- ——_6smna + 2 zcosal 511-XVI
E5 & 3 =29y
‘@ evo g

O grupo 511-1 bem como 511-11, 511-111, 511-1V, 511-XV e 511-XVI resolvem o pro-
blema de flex&o desviada.

Pode-se, ainda, obter os valores de S e de € para um ponto qualquer da secéo sem
recorrer a0 grupo 511-1 ou a decomposicdo em duas flexdes retas como nas expressdes
511-XV e 511-XVI, obtendo-se esses valores diretamente em fun¢do do proprio momento
fletor atuante, M, e dos elementos geomeétricos da secéo referidos ao proprio eixo solicitante
OP e seu perpendicular Om.

Para obter essas expressdes partiremos de

S =.MEC sena |, zcosa 2
¢ J N
e ? Y o

jaachada anteriormente, e onde M pode ser notado como M.
Denominandoy ao angulo que o eixo Om, perpendicular a OP, faz com o eixo Z vira
(Fig.511-9):

_p
a="+
2)’

sena =cosy @

cosa =-seny
Também

y=mseny +pcosy

(b)

Z=mcosy -pseny
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Levando (a) e (b) naexpressdo de S, anterior vira

S=- (J J)msenycosy+J pseny+J p cos’y

J J
Notando que
In=Ycosy +J ety )
% = sefy +J, cosy ©
Jnp = (% —J)) seny cosy ’
= b-230) |
Vir&
S =- ﬁ(p\]p -mJ.) 511-XVII
m-p np
gue é a expressao procurada.
Ent&o, para a deformacéo especificavira
(p - man) 511-XVIII

E(J J - JZ)

Estas Ultimas expressdes so especiamerte Uteis quando se tem uma peca de secdo em
perfil sob a acdo de um momento fletor contido num plano paralelo a um dos elementos e
tangulares constitutivos da secdo.

Vé-sg, facilmente, que se os eixos p ou m, forem principais, como Jyp sera nulo, re-
cai-se nas expressoes ja achadas para a flexao reta.

" A (ltima express3o do grupo (a) ndo é muito usual, razao por que vamos deduzi-la.
Tomemos
Jp = —J)seny cosy eelevemos ao quadrado.

Vira
Fop=(E+F)sen’y cos’y - 23,3 sen’y COSY ... (d)

Também:
Jn=1J cos’y +J sen’y conduzindo, depois de efetuadas as operagBes, a
J, =% sen’y +J, cos’y

R 2 4 4
Jm Jp— (JZ+Jy)sen y cofy + JZJy(sen y +cosy)

Levando em conta (d) vird, depois de simplificado:

Jme mp+JJ (ser12y +c052y) _‘Jmp ‘]z‘]y

gue conduz a expressao desejada

‘]mp =J ‘]p - JZ‘]y
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No que diz respeito as tensdes normais vemos que as maiores na secao podem ser ob-
tidas de 511-Ic, tendo-se
— M T
S=-_—on
J

n

onde T designa as maiores ordenadas, positiva e negativa, na direcdo Or perpendicular ao
€iX0 neutro.

Fazendo, ent&o, o desdobramento de T em r°, para o bordo superior, e f, parao infe-
rior, e notando que r' é eminentemente negativa vira

s -3 O 511-X1X

onder®er' sdo valores absolutos (Fig.511-1).

Fazendo ainda:

J

bew

r 511-XX
J .

Bew,

r

fica-se com
i M
s¥ =72 511-XXI
Wn

S~ . C A o ~ . . . . .
onde W_" sdo os médulos de resisténcia a flexao superior e inferior, relativos ao eixo On.

Partindo desta ultima expressdo podemos, analogamente do que se faz no caso da fle-
X&0 reta, determinar os momentos fletores resistentes da se¢céo, para um eixo solicitante
OP.

Para momentos positivos projetados perpendicularmente ao eixo neutro vira
— S
M, =- WS €)

(b)

cadm

M =W'S
n n

Tadm

O menor dos vaores (a) e (b) sera o admissivel ou momento resistente positivo

(+)
Mnadm'
Para 0 momento negativo, também projetado perpendicuarmente do eixo neutro, te-
remos:
LI S
M =- W STadm (©

IVIn:VVrI1S(Z (d)

‘adm
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O menor em vaor absoluto entre (c) e (d) sera 0 momento resistente negativo

-)
M N
Para se ter os momentos fletor es resistentes correspondentes ao eixo solicitante OP

bastara considerar a expressdo 511-1d e entéo

(+)
M () — M Nadm
0 511-XXIlI
) _ Nadm

A determinacdo dos momentos resistentes que acabamos de fazer, também pode ser
levada a cabo partindo das expressdes 511-XV e 511-XVII, desde que possamos conhecer,
independentemente da posicdo exata do eixo neutro, os pontos da secdo mais solicitados a
tracdo e a compressao, 0 que ocorre em grande nimero de casos da prética.

Nesses casos as coordenadas desses pontos sdo conhecidas, e, entdo, igualando S aos

valores admissiveis da maneira que se tornar conveniente, poderemos, das expressdes em
apreco, tirar os valores de M que serdo os momentos admissiveis, ou momentosresistentes.

No que concer ne as defor magdes convém frisar desde logo que a rotacao reciproca
de suas se¢des vizinhas se processa em torno do eixo neutro, que ndo é perpendicular ao
solicitante. A peca seira encurvar, adquirindo o seu eixo uma curvatura cujo plano con-
tém o eixo Or. Nessas condi¢des a deformacdo da peca é tal que ela se desvia do plano soli-
citante, o que justifica o nome de flex&o desviada. O estudo dessa deformagéo geral da peca
fletida, tanto no caso geral da flexdo desviada como no particular da flexado reta, seré objeto
do item seguinte.
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5.1.2 — Deformacao do eixo da peca. A eastica

5.1.2.1 — Equacao diferencial da elastica

Vimos anteriormente que, por efeito do momento fletor, quer a flexo sgjareta ou des-
viada, cada secdo reta do prisma gira, relativamente a sua vizinha e num plano perpendicular
a0 eixo neutro, de um angulo dj cuja expressao, no caso mais geral, é dada por 511-la.

Resulta disso que, em qualquer caso, a pega tende a se encurvar no plano perpen-
dicular ao eixo neutro, e o0 eixo da peca, primitivamente reto, passa a ter uma forma curva
gue se denomina linha de flexdo, curva elastica, ou, simplesmente elastica.

No presente parédgrafo vamos procurar a equacdo dessa curva tendo em conta, apenas,
ainfluéncia do momento fletor. Na realidade, como se vera adiante em 5.2.2, a forga cortante
influi também nessa deformacdo; sendo, entretanto, muito pequena essa influéncia nos casos
gerais, costuma ser abandonada, de modo que os resultados obtidos neste parégrafo podem ser
considerados como definitivos. SO em poucos casos, muito especiais, convira corrigi-los ten
do em vista a forga cortante.

Designemos por h as ordenadas da eléstica, contadas a partir do eixo primitivo da
peca, XX, e tomadas positivas para baixo (Fig.512-1) .

" Algunsautores contam h positivamente para cima.
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Vé-se, entdo, que as ordenadas h (que definem os deslocamentos de pontos da el asti-
ca) serdo contados positivamente em sentido contrario ao das ordenadas r (que definem, no

plano da secdo reta da peca, a posicdo de um ponto dessa se¢do) como se vé das Figuras
512-1(a,b,c).

Tomemos a expressao 511-la
1 M

- n

r EJ,

onder é o raio da curvatura adquirida pelo eixo da peca na segdo considerada, e que sera ex-
presso por

Notando que para as pegas estruturais as deformagdes sdo muito pequenas de sorte que

.2
se pode desprezar g’ihg em presenca da unidade, vira
X g

==t gt @
dx> EJ

Nesta expressdo resta-nos escolher o sinal conveniente, o que vai depender das con-
vengoes adotadas.

Efetivamente, a Andlise nos ensina que a segunda derivada de uma funcéo, relativa-
mente a variavel livre, € positiva quando a curva apresentar sua concavidade voltada para as
ordenadas positivas. No nosso caso deverd d’h/dx* ser positivo quando a pega apresentar uma
curvatura com a concavidade para baixo, o que corresponde a acdo de um momento fletor
negativo. Entdo o sinal conveniente em (a) € o sinal “menos’(-), com que a equacao diferen-
cial da elastica setorna, em definitivo:

2
d—g = - 2”; 512-1
dx n

Esta equacdo integrada duas vezes, e determinadas as correspondentes constantes de
integracdo, nos dara a equacao cartesiana da elastica da peca em estudo. Basta, para isso,
conhecer M, e J, em funcéo de x e as caracteristicas de apoio da peca, como se vera nos exer-
cicios numéricos.

N&o se processando as deformacfes h em nenhum dos planos principais, as suas com-
ponentes v e w segundo esses planos podem ser obtidas notando que (Fig.512-2):

2
V= hsena%+ ——hcosb d\; OIhcosb
g 2;3 ax dx
' 2
W:hcosg +Eg:-hsenb; d—V\;:-ﬂsenb
Zﬂ dx dx
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Ent&o teriamos, para projecoes da el stica nos planos principais:

2
M

d—\; =- n_cosb
dx = 512-11

2

M

d—V:: N senb

dx EJn

Note-se que os sentidos positivos dos deslocamentos v e w s80 os das semidirecoes
negativas OY e OZ, respectivamente.

No caso em que se trate de uma flexdo reta uma das componentes acima desaparecera,
e aoutra representara a propria el astica procurada.

Assim, se 0 eixo solicitante for OY, entdo OZ serd o eixo neutro, teremos:

a:JZQ; b=0; senb=0 cosb=10
e aelastica tera como equacdo diferencial
dv _ M
y— EJ, 512-111

Se o0 eixo solicitante for OZ, OY serd 0 eixo neutro,entdo:
a=0 b=- %; senb=-10; cosb=0
e aelastica tera para equacao diferencial:

d’w M
? = - E—Jy 512-1V

5.1.2.2 —Integr acdo da equacao diferencial. Exemplos

Como exemplificagdo trataremos apenas dos casos Smples mais usuais. Outros que
possam surgir poderdo ser tratados nas mesmas condicdes. Suporemos o eixo solicitante em
coincidéncia com o eixo OY ha secdo reta da peca, e a peca com rigidez constante a flexao o
gue corresponde, em geral, ao caso da se¢ao reta constante.

1° Exemplo: Viga ssmplesmente apoiada com car ga uniformemente repartida (Fig.512-2)

g@ |
.Y ¥y ¥ v ¥ v ¥ 3 @
A : ‘ A B

Fig.512-2
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O momento fletor em uma secdo S de abcissax é

qx gx?
~2 T2
A expressao 512-111 dara entéo:
2y qrx  gx®
z gxz B
Esta expressdo submetida a duas integracdes sucessivas da:

v ax® gxd

EJ

_—=- + — +
EJ, o 4 5 TG @
ax’ gyt
=- + —+ +
EJ v 1 A Cx+C, (b)

onde as constantes G, e G, deverdo ser determinadas de modo a satisfazer as condicbes de
contorno particulares do sistema estético em foco.

Assim, vemos que parax = 0 e parax = / devemoster v = 0, conduzem a
q’’

17 24

Estes valores levados a () e (b) conduzem, finamente, a

C,=0 e C

. qﬁ é 30,
j = - 52558 68 ‘*’—‘9 @ (©
dx é 8 g 2
. S 512-V
4 exo ax6  axo'Y
= =2 - + ! d
v 24EJZ§£;J $ g Szga @

A expressdo (c) nosdaalei de variagdo das inclinagdes das tangentes a eléstica, e a
expressao (d) alinha elastica.

A primeiranos dg, quando x = 0 e x = /, as rotagdes das extremidades da viga sobre os
apoios.

- .o 512V
Y0 T %w T 20 i

Estes angulos devem ser contados positivamente no sentido que vai de x para v (no
caso, 0 sentido do movimento dos ponteiros de um rel0gio). Para avaliar, pois, an no sentido
assinalado nafig.512-2 deve trocar o sinal achado anteriormente.

A expressdo (d) nos da o maximo de abaixamento da elastica para ng ou sga

512-VII

" Como a elstica é uma curva extremamente chata os coeficientes angularesdv/dx podem ser tornadosiguais
aos proprios angulos de inclinagdo das tangentes a el astica, medidos em radianos, os quais, doravante designa-
remos por j .
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2° Exemplo: Viga ssmplesmente apoiada com car ga concentrada (Fig.512-3)

Para este caso devemos considerar duas =
expressoes para 0 momento fletor, conforme con- QU it g @ .
sideremos a secdo S, abcissa X, Situada a esquerda A S B
ou adireitadacargaP. <& H hec

Teremos: ;‘_ @ .

a Db . Al -
M], = 7 Px paraSaesquerdadeP; (x £ @)
b _a N
M], = 7 Px' paraSadireitadeP; (X’ £Db)
Consequentemente 512-111 dara
dv _ _ P
EJZW = - 7)( paraXEa
dv _  Pa .. ]
22 1 X parax £b
Integrando uma e outra vez se tem
B,j =- 2x?+c @
parax £ a
__ Pbs
EJZV—-QX + Cx + C, (b)
E), = - g%xQ-FCﬂ*) ©
paaX £b

— Pa 3
EJV—-B—EX + Cx ¢+ C¢ (d)

z

Para determinar as constantes de integracdo notemos quev =0 quandox =0eX =0
de modo que se tem

C,=0 e  C$=0

Também os dois ramos da elastica devendo ser concordantes no ponto correspondente
a aplicacéo de P poderemos escrever

" Note-se que, quando a abcissa é tomada como x, 0 anguloj é contado positivamente no sentido do movimento
dos ponteiros de reldgio; quando se toma x[, entretanto, j passa a ser contado positivamente no sentido trigo-
nomeétrico.
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F)—ba2+C = Paye oo

2 Y] I
Pb 3 Pa, 3
-gr 2 tGas @b+qtb

Resolvendo o sistema de equacfes e procurando exprimir G sb em funcdo de /e b
bem como Cf em fungéo de / e achega-sea

C = Pi&bc.)é a@Qu
6 elog eloj
2 ) u
Cg= P/ 8@9@_ 29y

Entéo (a) e (c) dao

2 2 2
4 1aeboe SEbO 389(;94] paax £ a
6 EJ, Tezgé élo élog

. P2 tamo 9 i
i = —f}gai?gl- 22. 389i¢9$parax £b
6E), jelog élp elg 2 i

512-VIII
Também (b) e (c) daréo
3 2
v=_L2 18@989(;93 $E*°° 89(;9UP parax £ a
6 EJ, Teé oelg elo elog,
512-1X

3] é 52 &7 U
P/ 1aaoaexoél_ gao a0 paax £b

6 EJ, Tg/zgfﬂ@ gfz efﬂlé%

As rotacoes sobre os apoios A e B seréo obtidas das expressoes 512-V 11, fazendo na
primeiradelas x = 0 e, nasegunda, X' = 0.

Entao:
a = Pr2 aebo aebozu
a 6E-J g_ﬂg g_ﬂg E19.%
P2 o€
w "5, Siog %g
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O abaixamento maximo da viga ocorre no ponto emquej = 0. Sea> b, isso ocorrera
no trecho de comprimento a; se b > a, o contrario se dara.

Igualando, portanto, a zero o colchete da expresséo 512-V1I1 teremos

quandoa>b (e

ou entéo

quando b > a )

v ). = P2 abo
max/ a>b 9 3EJZ gg
512-XI1
P @b
V = =
(max)b>a 9 3EJZ gg

A expressdo 512-1X nos permite calcular o valor do abaixamento no meio do vao, fa-
zendo

obtém-se;

-0 paaa>b
b 512-X11

py3 aead e aaao u
Vv arab > a
tl2 48 EJ 8 ﬂe 8 ﬂ g P

Note-se que a abcissa do ponto de abaixamento méximo, dado por (e) ou (f), pouco
dista do meio do vao, porquanto na posicao mais afastada do centro ter-se-a

—=0577 quandoa>b
ou entdo
=0577 quandob>a

Nesse caso, 0 abaixamento maximo, dado por 512-XI, pouco vai diferir do abaixa-
mento do meio do véao, dado por 512-XIl, e que € de cdlculo mais simples, pelo que, em geral
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pode ser tomado pelo menos como uma aproximagdo do abaixamento maximo. A maior dife-
renca € da ordem de 2,5% apenas.

No caso da carga P estar aplicada ao meio do véo, fazendo %z?z%, as expressoes

512-X e512-X1 déo

2
aw:abo:lgé

’ 512-XIIl
n =_PC
mex  48E],

3° Exemplo: Viga em consolo com carga uniformemente repartida (Fig.512-4)
Neste caso, 0 momento fletor na secéo de abcissa x €
qx’

M=- —
2

eentdo, 512-111 da

2
EJ d_2V = —qx
z dX2 2
gue integrada sucessivamente d&

qx®
="t @ \
dx 6 \ Fig.512-4

ax*
EJZV = 7 + ClX + C2 (b)

A determinacdo das constantes C; e C, far-se-4 notando que, para x = ¢ deveremos ter

S)\: 0 e v=0, 0oguenosconduz a
q/ [
“© 7 e “27 g

Ent&o (a) e (b) se tornam

qr é 4 U
. a- 0
P T %E, § &ayg
512-XIV
q e 4u
VvV = a- 4 &(9+§—(9 U
B, & lo elog
Estas expressdes nos mostramque a rotacdo da extremidade livre é de
q£3
‘j Al 512-XV
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Também o abaixamento maximo é

qc*
\Y} =— 512-XVI
max 8 E.JZ

4° Exemplo: Viga em consolo com carga concentrada na ponta (Fig.512-5)
Agoratemos
M = - Px e consegquentemente
d?v _
BJ, v Px

que, integrada sucessivamente da

\ Fig.512-5
Notando que parax = ¢/ devemos ter 3—:(/ =0 ev=0 vir&
pr? P
C=-— € =3
Entéo (a) e (b) dardo
. P2 € axgl
j =- é-¢c+u
2 EJz g gﬂ ] H
g 512-XVIlI
PR € _ax0, axo Y
V= e-3c—=+Cc—=Uu
6B, ¢ &y &g H

A rotacdo j * na extremidade A serg, pois

P2
= 512-X V111
2EJ

z

A

j
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O abaixamento maximo sera

v o= 512-XIX

5.1.2.3 - Construcéo gr afica da elastica

A expresséo 512-1

*h_ M,

dx? EJ

n

comparada com a equacdo diferencial das curvas funiculares referentes a uma distribuicéo de
cargas detaxaq

Py 3

2 H
nos mostra que a elastica de uma viga € a curva funicular que se obtém carregando-a com o
diagrama dos momentos fletores M,, e tomando como disténcia polar arigidez aflexdo EJ,.

Este é, pois, um meio de se tracar a elastica, e que, como referéncia, chamaremos de
método expontaneo.

Se apeca, entretanto, ndo for de secdo constante serd preciso fazer variar a distéancia
polar EJ, de acordo com avariagdo de J,, 0 que, salvo casos muito restritos, ndo é pratico.

Por essa razéo apela-se para uma das variantes que exporemos a seguir.

Antes, porém, com o fito de simplificar a simbologia, vamos escrever a expressao
512-1 simplesmente sob aforma

&h ™
y - g (a)
ficando subentendido que M € o momento fletor projetado no plano Xh; perpendicular a esse
plano € o eixo da secdo em relacdo ao qual setoma J.
1°% variante:
Decorre de podermos escrever (a) sob aforma
d’h _ M/EJ
dx® 1
A elastica serd entdo a curva funicular que se obtém carregando a viga com o
diagrama de momentosreduzidos, e tomando uma distancia polar igual a unidade.

(b)

Por momento reduzido em uma se¢do se entende a relacdo M/EJ entre 0 momento fle-
tor nessa secdo e suarigidez a flexéo.

" y sd0 as ordenadas da curva funicular; H é adistancia polar utilizada no tracado da curva.
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2% variante:
Se considerarmos um momento de inércia de referéncia— J, — cujo valor ficard ao nos-
so arbitrio, poderemos escrever
dh_ I, M

dx 2 J B

o

Ent&o, a elastica sera a curva funicular correspondente a um carregamento M J/J e
com uma distancia polar igual arigidez de referéncia EJ,.

J
O diagrama TO M, cujas ordenadas sd0 ainda homogéneas a momentos fletores é

denominado diagrama de momento modificado.

Em geral € costume se tomar para J, 0 momento de inércia da menor secdo da peca
com o que os valores de J,/J séo todos menores que a unidade.

Em qualquer caso, como vemos, recairemos em um problema de Mecanica Técnica,
sem maiores dificuldades, qual sgja o de tracar uma curva funicular correspondente a uma
distribuic&o de cargas e com distancia polar conhecida.

Uma primeira questdo correlata, entretanto, deve ser solucionada. E que, para um dado
sistema de forgas é sempre possivel, no caso geral, tracar ¥2 funiculares distintos, isto &, ha
trés graus de liberdade no tracado geral de um funicular.

No nosso caso, como a distancia polar é fixada, fica eliminado desde logo um grau de
liberdade, de modo que, ainda assim, serd possivel tracar ¥2 funiculares.

Evidentemente sO um deles (posteriormente substituido pela curva funicular) pode
satisfazer as finalidades do tracado, porque a elastica de uma viga sujeita a determinado car-
regamento s pode ser uma.

Ent&o sera preciso impor mais duas restricdes ao funicular procurado; essas restricoes
decorrem das condicdes de apoio da peca cuja el astica se busca.

Assim, se se trata de uma viga simplesmente apoiada, € claro que a elastica deve pas-
sar pelos apoios. O nosso funicular terd, entdo, distancia polar conhecida, e terd seus lados
extremos passando por dois pontos dados.

Em se tratando de uma viga em balanco, um dos lados extremos do funicular procura-
do devera passar pelo centro do engastamento e ter a diregdo do eixo primitivo da peca (rota-
¢d0 nula do engastamento).

Um outro detalhe seréa agora ventilado. Trata-se da fixagdo do médulo a ser utilizado
nas leituras das deformagdes obtidas graficamente.

Esta questéo surge da necessidade, sempre imperiosa, de se ter, sga para ampliar a
representacdo gréfica dos abaixamentos que S8 muito pequenos, sgja para nos limitarmos as
dimensdes do papel em que se desenha, de proceder a uma reducdo no comprimento grafico
dadistanciapolar.

Efetivamente, suponhamos que, no plano de situacéo, sgja | o moédulo do desenho;
representemos por mo moédulo adotado para representar os vetores no plano vetorial .

" Denomina-se médulo de uma representacéo gréafica ao comprimento gréfico correspondente & unidade da gran-
dezarepresentada.
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Se, no plano vetorial, ao desenharmos a distancia polar adotassemos 0 mesmo modulo
m(como seria expontaneo dada a homogeneidade da distancia polar aos demais vetores desse
plano), os abaixamentos, no plano de situagdo, deveriam ser lidos sob 0 médulo | deste Ulti-
mo plano.

Mas, desde que se é obrigado a adotar para representar a distancia polar um novo no-
dulo mM* m(em gera m < n) as ordenadas gréficas da curva funicular ficam ampliadas na

m
relacéo —.
m

Ent&o o médulo adequado a leitura das ordenadas ndo seramais| , esim

=T 512-XX

Exemplo: Tracado grafico da eléstica de umavigaem balanco com 4 m
de véo e submetida a um conjugado de 10 mkN na extremidade.
Supde-se: E = 2 x 10° MPa J=2x10°cm®

Adotando, Fig.512-6, os mddulos seguintes:

- desenho da viga no plano de situacso:
| =2cm/m

- desenho dos vetores S; no plano vetorial:
1
m=z (cm/n? kN)
- desenho da distancia polar no plano vetorial:
1
m=— (cm/n? kN
e ( )

os abaixamentos deverdo ser lidos sob o médulo (512-XX):

3
[ :% = 4.10° (cm/cm) = 4 (cm/cm)

isto &, haverd uma ampliagcdo de 4 vezes.

Para o tragado em apreco, o diagrama de momentos fletores, que é constante, foi divi-
dido em quatro partes iguais dando, cada uma, uma area.

S;=S,=S3=S,=10 nPkN.

A rigidez aflexdo é de

EJ=2x 10° x 2x 10° = 4 x 10% nPkN.

Esses valores permitiram tracar a Fig.512-6.
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M =10 mkN

r

AN N
v
\ \\ \10@ g
\
v D \ mzlcm/msz
v 5
v N 38
\ v=—-=0,95cm
\ 4 valores
\ _._8_ reas
\‘Ji1~ Vina =F =7 =20
Fig.512-6

5.1.2.4-Méodo de Mohr para estudo da elastica

Neste paragrafo vamos explanar um outro método capaz de nos permitir o calculo dos
diferentes elementos da elastica, o qual foi ingtituido por O.Mohr.

Esse método computa, apenas, a influéncia do momento fletor. Na realidade, como ja
se disse em 5.1.2.1 e se mostrara em 5.2.2, a influéncia adicional da forca cortante € muito
pequena no caso de pegas hastiformes, as quais, portanto, se aplicara, com mais propriedade,
0 que se vera a seguir.

Para sistematizar o método que, acrescido de algumas convencgdes da lugar ao chame-
do método da viga conjugada vamos instituir dois teoremas e trés corolarios, observando
gue a elastica das pecas estruturais € uma curva muito achatada de modo que as tangentes
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trigonométricas dos desvios angulares das tangentes a el astica podem ser tomadas pelos pré-
prios desvios angulares.

Nos desenvolvimentos que se seguirdo, para simplificar a simbologia, fica subentendi-
do que M serd o momento fletor projetado no plano perpendicular ao eixo neutro, e J 0 ND-
mento de inércia da secdo em relacdo a esse eiXo neutro.

1° Teorema:

Em uma haste fletida, a rotacdo da tangente a elastica em um ponto B, relativa-
mente a tangente em um outro ponto A, é igual ao valor da grandeza representada por
toda a area do diagrama de momentos reduzidos compreendida entre A e B.

Efetivamente, sgjam A e B dois pontos distintos da elastica, afatados entre si de /,
conforme Fig.512-7.

Duas secOes vizinhas, C e D, dentro desse trecho, por efeito da flexdo se inclinardo
reciprocamente de

d = %dx (511-19)

gue é também a inclinag&o reciproca das tangentes a elastica nesses pontos, e que sera equi-
valente a area elementar dS do diagrama de momentos reduzidos compreendido entre C e D.

-A T“u . lB 1

' W 1 )
A Iy
E : 2 / '
WNLAAL 1y I

1
(=)
Fig.512-7

Consideranao, entao, T000 O reECNO ¢ Ter-se-a:

B

j§=c‘)dj =(\5%dx=(§is=sf 512-XXI




H.C.Fraz&io Guimaraes/J.A.Avila 50

Ccomo se queria demonstrar, e onde SAB passa pelo centro de gravidade da é&rea do diagrama

de momentos reduzidos entre A e B, e é representado voltado para o lado das fibras distendi-
das, ou sgja, para o lado do proprio diagrama de momentos fletores.

Convencao

A rotac8o de uma tangente a el astica relativamente a outra tangente tomada como base
€ positiva quando a primeira, (aquela cuja rotacdo se procura) estando a esquerda da tangente
base, girar no sentido do movimento dos ponteiros de rel6gio, ou quando, estando a direita,
girar no sentido trigonométrico (Fig.512-8-b,a); sera negativa nos casos contrarios (Fig.
512-9-c,d).

Fig.512-8

2° Teorema:

Em uma haste fletida, o deslocamento linear de um ponto B da eéstica, a partir
de sua posicdo primitiva sobre a tangente em um ponto A dessa mesma elastica, € igual
ao valor do momento estético da grandeza representada pelo diagrama de momentos
reduzidos compreendido entre os pontos A e B, relativamente a um eixo que, passando
por B, tenha a direcdo em que se medir o deslocamento.

Para demonstrar esse teorema usaremos, ainda, a Fig.512-7, onde BB é o dedoca-
mento linear em pauta.

Verifica-se que cada elemento CD, compreendido entre A e B, contribui na formacéo
de B;B com

1A —_ |M
x'dj =x Ede

isto €, com 0 momento estético, em relacéo ao eixo contendo B, B , da area elementar do dia-
grama de momentos reduzidos correspondente ao elemento CD.
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Ent3o, considerando todo o trecho entre A e B vira

B B
— \ |'\/I — \ 1 —_ B
B,B —Q X —dx = Q< ds = bSA 512-XX11

onde b é a distancia do centro de gravidade da &rea do diagrama de momentos reduzidos
compreendida entre A e B até ponto B.

Note-se que, se tivéssemos desgjado medir o deslocamento B;B em uma direcdo D
qualquer, isto é, se quiséssemos BB, , viria

B,B, = B,Bcosq = b cosq S’

isto &, bastaria tomar o0 momento estético da &rea de momentos reduzidos compreendida entre
A e B (representada pelo vetor SAB) relativamente a um eixo passando por B e com a direcéo
D.

Convencoes

1%) O momento estético, relativamente a um eixo, de uma &rea de momentos reduzidos
representada por um vetor S, serd positivo se o vetor, estando a esquerda do eixo, produzir
uma rotacdo no sentido do momento dos ponteiros de um rel6gio, ou se, estando a direita, do

eixo, a rotacdo for no sentido trigonométrico. O momento estatico sera negativo nos casos
contrarios (Fig.512-9).

‘o B
a g 4 (negativo) a-:j " (posttivo)
Momentoe ' 4

getdticos

B B
be f‘,, (nagativo) b-ifn (positive)
Fig.512-9

Momentos
aatdtiooe

2% Os deslocamentos objetos do 2 teorema, sdo positivos quando contados da tan-
gente para baixo, ou negativos no caso contrério, correspondendo, respectivamente, a no-
mentos estéticos dos mesmos sinais.

Assim, o deslocamento B, B, como se acha indicado na Fig.512-7, é negativo.
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1° Corolério:

Em uma haste fletida, ligando-se dois pontos, A e B, da elastica por uma corda, as
rotacdes das tangentes a elastica nesses pontos, relativamente a corda, sdo iguais asrea-
¢Oes de apoio quando se considerar o trecho AB como viga smplesmente apoiada e car-
regada com o diagrama de momentos reduzidos compr eendido entre esses mesmos pon-
tosA eB.

A Fig.512-10 nos mostra que

JA:BBl

b
Z A
512-X X111
a
/

By
Fig.512-10 \
| €] ~ serao, convencionamente, posiuvas quando tiverem os sentidos da Fig.512-10; seréo

negativas quando seus sentidos forem os contrarios dessa figura.

2° Corolério:

Em uma haste fletida, ligando-se dois pontos, A e B, da lastica por uma corda, a
rotacdo da tangente a elastica em um ponto C, intermediario, relativamente a corda, €
igual a forga cortante em C quando se considerar o trecho AB como uma viga simples-
mente apoiada e carregada com o diagrama de momentos reduzidos compreendido entre
ospontosA eB.

A Fig.512-11 nos mostra que o angulo g
procurado &, considerado o tridangulo DAE:

B

N <
NN o
RN 9=j"-j.

Entéo, podemos escrever:

B 512-X X1V

Fig.512-11

A inclinagdo g, relativamente a corda, quando positiva, significa uma rotacéo no senti-
do do movimento dos ponteiros de rel 6gio, como naFig.512-11.
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3° Corolério:

Em uma haste fletida, ligando-se dois pontos, A e B, da elastica por uma corda, o
dedocamento linear de um ponto C, intermediério, medido a partir da corda, € igual ao
momento fletor em C quando se considerar o trecho AB como viga simplesmente apoia-
da e carregada com o diagrama de momentos reduzidos compreendido entre esses mes-
mos pontos A e B.

A Fig.512-11 nos mostra que

Ora

Entao:

dc = C2C:C2C1 - CCl =C2C1 + C1C

C,C=-SSb,
d°=Ax- S°b, 512-XXV

Quando d° for positivo, isso indica que o ponto C desceu relativamente a corda; tera
subido quando d° for negativo.

Observacdesfinais

Para uma perfeita aplicacdo do método de Mohr deve-se ter em mente algumas obser-
vacOes importantes que enunciaremos a seguir.

1% observacso:

2% obser vacao:

3% observagao:

4* observacao:

Os dedlocamentos calculaveis com auxilio dos teoremas e corolarios ante-
riormente expostos sdo deslocamentos relativos. Consequentemente, deve-
rao ser medidos a partir de um referencial cuja posicdo final precisa ser
conhecida, em cada caso, para que se possa ter, também, a posicéo final do
elemento cujo deslocamento relativo se determina.

Nos casos dos dois teoremas o referencial € a tangente a elastica em um ponto
— A ou B —aqual denominamos tangente base e relativamente a posic¢éo fi-
nal da qual obtemos sgja a posicéo também final de outra tangente a elastica
(1° teorema), seja a posicao final de um ponto da elastica (2° teorema).

Vé-se, assim, que esses dois teoremas serdo diretamente aplicavels aos

casos em gue a posicdo final de uma tangente a elastica for conhecida. Entre
outros, € 0 caso da viga engastada em uma extremidade e livre na outra,
guando a tangente a el astica no engastamento tem posicéo conhecida pois que
é imutavel.
No tocante aos trés corolarios o referencial € uma reta imaginaria ligando dois
pontos diferentes da elastica, ou seja uma corda dessa mesma elastica. Nos
primeiro e segundo corol&rios se determinam as rotagdes de tangentes a elds-
tica relativamente a essa corda; com o terceiro corolé&rio calcula-se o deslo-
camento de um ponto intermediario relativamente a mesma corda.

Em certos sistemas estéticos, tendo em vista 0 que se viu anteriormente, ter-
se-& que combinar, conveniente e sucessivamente, teoremas e corolarios.
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5.1.2.4.1 - Processo de M 6hr

A equacdo diferencial da elastica, representada pelas expressdes 512-1 assume a forma
512-111 quando o eixo solicitante coincide com 0 eixo y:

—_— = = 512-111a
BJ

Esta equacéo guarda perfeita analogia com a equacao diferencial da estatica

d°M _
dx? q

Mohr considerou v como o momento fletor numa viga que, adequada as condicdes de

contorno do problema, sera chamada viga conjugada submetida a uma carga distribuida igual
a % sendo M o momento fletor atuante na viga original; esta carga ficticia sera chamada

carregamento reduzido.

Deste modo o processo de M éhr apresenta as seguintes analogias( ):

Vigadada Viga conjugada
Raz&o entre o momento fletor atuante Caga: q = %
) >
earigidez daviga M
EJ

l

Rotacdo datangente a el &stica: ] =Q* Cortante: Q*
‘7
j=
dx

)

Dedocamento vertical: v v = M* Momento : M*

Observa-se que a elastica da viga real sera dada pelo diagrama de momento fletor na
viga conjugada. Esta viga sera estabel ecida em respeito as condi¢des de contorno do problema

dado e resultard de uma simples transformacéo dos vinculos da estrutura dada, conforme o
quadro a seguir:

" As reacBes de apoio, momentosfletores e carga da viga conjugada, serdo grafadas com asterisco para distinguir
davigareal.
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Transformagao de vinculos para obtencdo da viga conjugada

Vigadada Viga conjugada Condigdes de contorno

va=0

A ¢ | & ¢ a0
A val 0
% r % jalo

A va=0

r é % ja=0
vg=0

e 2 : ¢ el
- Jg=)s

. 2 . : ve' 0
¢ é ¢ AN é J e L d
B B

¢ 5 ¢ 5 vg=0
( B£ ? ¢ B_A ? J e 1j d
B B

Retornando aos exemplos do item 5.1.2.2:

1° Exemplo: Viga simplesmente apoiada com car ga uniformemente distribuida

) S VigaDada (VD)
AL_¥ 4« o 17—'1_—1—% s q
A IE % VA :VB = 7
’f.f%(” e 2
WL e k. o 9 _q
_f__—.j-. M(x)—7x- > —?(fx-x)
o 4°
Men 3532 8

Viga Conjugada (VC)

M
JZ

q-=_

S U ST
Ao8E), &2 3 2d 24E3, 3

qr?

onde p éaordenadamaxima p = 55

v(x)=M *(x) =V s- séq@x + &de 0)

Fig.512-12

X(/- X)

Qe 4p——;

" Ademar da Fonseca, Vol.2, pagina 91.
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Substituindo e integrando, vem:

._pl_ 2pl g pst
M(X)=—=S- = —=S +—
rearrumando os termos e fazendo s=x, vem:

* 2 . 2 .3 2 4
M (x) = %&_(9_ %zw_(g + %éﬂ_g
3 élg 3 églg 3élg

( qet €

é .3 ..4[]
X (0] a0 -
V(X) = - == + - d
) 24E7, g! gm 8%5()
<
q é 2 30
0= = a- 620 + 204 (g 512-V
i o 24E), 5 6lo &lpg

2° Exemplo: Viga simplesmente apoiada com car ga concentrada

lP Viga Dada (VD)
A 12 ,Fg _Pb.,, _Pa
_A_ a's b p VA - 7 y VB - 7
(WA < ’ e " v Pb
" (9= V=77
: : — _ Pab
T
P Viga Conjugada (VC)
e s M
q =

Bl

é‘b
LS
N

. é S
VA:Al Pab bgb+l Pab agfwb%l
@ Bl,l 3 2Bl &3 g
=1 _P o+ + aalh?
6 By ¢?
Fig.512-13
Parax < a
M=yt M(X) x x
V(X)=M (X) =V, X 5 23

Px

o=

Pbx >
2ab° + a’b + 3a%b?| - 22—
£ (° 6EJ ¢
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Como a=/ - b, substituindo e smplificando vem:

aebaae<o oo axo Y
v(x)= [C——=€l- ¢ =0
o | B
. Aoyt M(X) x
| 0=QE0=V, - 5 5
2
P__loab® +a°b + 3a%h?| - T2

2E] ¢

o)
U

analogamente, chega-se a

20
afboﬁ 8@9_3ge_<eu

GEJ |ef@ ele eloy

j(¥)=

Chegamos as mesmas expressies ja obtidas com a integracao.

Além de propiciar maior rapidez na obtencdo da elastica, 0 método de Mohr ou méto-
do da viga conjugada é utilizado para resolucdo de estruturas hiperestéticas, ou para o levan-
tamento de vigas estaticamente indeterminadas.

Considere-se a viga da figura abaixo:
SX=0 ® H, =0

| R _ ~
WATTTITITT], S0 ® VarVe @20
%QA T g/

’ < ‘ SM,=0® M, +V_¢- — =0

N g observa-se gue a viga € indeterminada.

.\: RERRERENE Pelo método de Mohr:

YA (r) A3

(1) transformar aviga isostética pela reducéo
de um vinculo, B por exemplo;

MMMMMM izf (2) obter o deslocamento em B;

Wocaitiarsy
-~
7
gt

8 .
¥ (3) obter o valor de Vg, aplicado na mesma
viga isostética, capaz de gerar 0 mesmo
deslocamento em B, em maédulo.

27727

>

N
Nj
by
A}

(3) 31@ Assm |v

o

ter-se-4 levantada a indeterminagao.

Fig.512-14
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5.1.2.5-Importancia do calculo das defor macoes nas vigas

Além de se constituir em elemento fundamental para a solugdo dos problemas das \i-
gas hiperestéticas, como se vera posteriormente, o calculo das deformagdes dos eixos das u-
gas tem uma outra importancia imediata qual sgja a de permitir controlar a aceitabilidade ou
ndo das mesmeas.

Em construcéo mecéanica € mais que 6bvia a importancia de manter a deformabilidade
das pecas dentro de certos limites.

Ai, como em construcdo civil, esse controle é feito através o valor dos abaixamentos
méximos ou flechas, cujos valores devem ficar abaixo de certos limites fixados nos regula-
mentos, e decorrentes da experiéncia.

Ja na construcdo civil, em grande nimero de casos, a razéo dessa limitacdo de defor-
macao se deve a motivos de estética; também, no caso de pisos, vigas muito deformaveis
permitindo oscilacOes excessivas, pelo menos, molesta aqueles que sobre esses pisos se no-
vem. Outra razdo a considerar é que, vigas muito deformaveis sustentando paredes, podem
dar lugar ao aparecimento de rachaduras nestas Ultimas 0 que € um inconveniente, pelo menos
estético.

Em gera sdo as estruturas metalicas as que mais ficam sujeitas a ter sua aceitabilidade
dependente das deformacdes por isso que, dada a alta resisténcia do material se tende a chegar
a secles peguenas relativamente aos vaos.

A titulo de ilustracdo podemos indicar, para vigas de estruturas metélicas 0s seguintes
valores maximos para as flechas:

~ l
- telhados e galpdes f £@
. , l
- vigamento de pisos f E%
- vigas mestras suportando colunas, paredes, etc. f E% .

Em pontes e em outros casos especiais fixam-se limites ainda menores. Valores parti-
culares para cada caso sdo indicados em Engenharia Mecénica.
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5.1.3 —Potencial elastico armazenado por efeito do momento fletor

O potencial elastico sera obtido a partir de

g:QZ* dv

Considerando que o momento fletor, em um ponto da pecga, origina uma s tensdo
normal na direcdo de seu eixo e que, em valor absoluto, &

S = M1
‘]n
teremos:
=8 Mt
2E  2p 2
n
e entao:

1 N M 2?2
g-Z—Q 3‘2 dv

n
Em se tratando da peca prismética podemos desdobrar a Ultima integral escrevendo-a
M 2r?
Z _ 1 X Y n
= — yiX ds
2E O’ Q N

gue nos da, finamente

M2
g:i\ n -
ZEOn_dX 5131

A integracdo sera levada a efeito uma vez conhecidas as expressdes de M, e J,, em
funcdo de x.
A expressdo anterior é vélida para solicitagOes estaticas.
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5.1.4 — Concentracao de tensdes no caso de modificacoes bruscas de secdo

| denticamente a0 que se viu em 4.1.2, no caso de pegas solicitadas axialmente, as ex-
pressdes encontradas até aqui para a distribuicéo das tensdes ao longo das segdes retas de pe-
¢as submetidas a momento fletor valem, apenas, quando variagOes dessas secles, se presentes,
ocorrem de maneira lenta e gradual .

Se, entretanto, essas variagOes de secdo forem bruscas ou se sulcos ou entalhes na su-
perficie bem como orificios em determinados pontos estiverem presentes na peca, tensdes
locais elevadas surgem nas vizinhangas desses elementos perturbadores comumente denomi-
nados concentrador es de tensdes.

E relativamente dificil obter, analiticamente, expressdes para os verdadeiros valores
das tensbes decorrentes dessas modificacdes locais, de sorte que 0 maior nimero de informe-
cdes a respeito decorrem de métodos experimentais entre os quais sobressai 0 método foto-
eléstico.

De um modo gera a modificagéo da distribuicdo dastensdes decorre principalmente
de certas relagbes puramente geométricas. De outro lado o interesse principal acerca dessas
modificagdes se volta para as maiores tensdes de modo que, para estas, poderemos escrever,
no caso da flexdo:

S'=kS 514-1

Nestaexpressdo S éamaior tensdo norma calculadapeaférmula S :i% onde W

se refere a secéo redu*zi da; S'é a tensio concentrada, ou atual, em face do concentrador de
tensdes, finalmente, k* € o fator de concentracdo de tensdes para a tensdo maxima e propria

das circunstancias geométricas do caso.
Tudo se achailustrado na Fig.514-1.

Deve-se notar que se a forma da secéo reta da peca €, ela propria, muito irregular, con
centragOes de tensdes podem ocorrer, principalmente se houver a presenca de angulos reen

=5 ]
e I

e

Fig.514-1

-\

Um exemplo dessa ocorréncia € o da secdo | onde as tensdes tendem a crescer no en
contro da alma com as mesas do perfil. Para evitar esse inconveniente nos perfis laminados
comerciais, em pontos semel hantes, assegura-se uma concordancia bastante suave.

" Quando a solicitac&o ndo for estética, mas, repetida outras circunstancias podem entrar em jogo modificando os
valoresdek.
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Serd util assinalar, finalmente, que no caso de obras de construcéo civil onde poucas
vezes incidem solicitagdes repetidas, desde que se usem materiais duteis, pode-se deixar de
considerar as concentragdes de tensdes porque peguenos escoamentos localizados propiciaréo
uma acomodacao da distribuicéo das tensdes tendendo para a situacéo nominal.

Em projeto de construgcdo mecanica, todavia ndo se pode pensar da mesma maneira em
face da possibilidade de ocorrer a fadiga do material, e, entdo, para atenuar as concentragoes
de tensdes é conveniente evitar concordancias muito apertadas em angulos reentrantes ou a
presenca de outros concentradores de tensdes de efeitos muito violentos.

A tabela 514-1 nos d& os valores do fator de concentracdo de tenses para as tensdes
maximas no caso da flexao pura e para alguns tipos de concentradores mais comuns.
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Tabela514-1
Fator es de concentracao de tensdes par a pecas submetidas a momento fletor

(tensBes el asticas) (Roark: Formulas for Stress and Strain)

62

Tipo deirregularidade da secéo ou

Fator de concentracdo de tensoes

concentrador de tensdes (k)
1. Dois entalhes em peca de secéo retangular
% 0025 | 005 | 010 | 015 | 020
I
L . \‘/ k 36 | 29 | 22 | 19 | 17
= F -
L, d l — | 02| 030 | 040 | 050
L § d
| 3 4\ k | 16 | 15 | 14 | 13
N
2. Dois entalhes em U em pega de secéo e =
I
tangular | | hr |005 (010 |020 [030 {050 |075
- ’bf o 05[19 [1,75| 154 [ 140 | 1,27 | 117
C ik |?1 ;W 10 | 220 | 1,86 | 159 | 1.45 | 1,30 | 1,18
A B l D ¥ 1,5 191 | 1,60 | 145 | 1,30 | 1,18
‘ Jdr , 7, 2,0 1,94 | 1,60 | 146 | 1,30 | 1,18
R (-P\Igv f m 3,0 2,00 | 1,61 | 1,47 | 1,30 | 1,18
S m\ S P 4,0 205 | 162 | 1,47 | 1,30 | 1,18
;v

3. Um entalhe em V em pega de se¢do retan-
gular

A
o
=N
-
7

k:1+2\/E
r

Para valores de h pequenos em relagéo ad:

4. Um entalhe em U em pega de secéo retan-

;1
r Ll

Para -= 5 =0,125 tem-se
hir| 0,667 | 1,33 | 200 | 2,67 | 333 | 4,00
k| 196 [204] 2196|192 184 1,76
hir| 467 |533|600]| 667 | 734
k | 165 | 156 | 1,46 | 1,35 | 1,06

5. Furo circular em barra de segdo retangular

tabela412-1

Aproximadamente como no caso 4 da
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6. Mudanca de altura em peca de segéo retan-

gular de largura constante r/d
— — his_| 005 [ 0,10 | 0,20 | 0,27 | 050 | 1,00
_ 05 | 161 [149 | 1,39 | 1,34 | 1,22 | 1,07
; _ 1,0 | 191 (1,70 | 1,48 | 1,38 | 1,22 | 1,08
' 15| 200 (173 | 1,50 | 1,39 | 1,23 | 1,08
f 2,0 1,74 | 1,52 | 1,39 | 1,23 | 1,09
‘ - - 3,5 1,76 | 1,54 | 1,40 | 1,23 | 1,10
)u
7. Mudanca de didmetro em peca de secéo
circular S
| o Aproximadamente como no caso 6
[~ W
? Jo¥ g
' L
T
8. Sulco em V em torno de uma segdo circular
K
Ff Aproximadamente como no caso 2
T
I AT
D da_rjﬁ
2.3
9. Sulco em V em torno de uma segéo circular 74 005 1010 10.25 [ 020 1 0.30 | 040 1050
k 1255[200[174]160|143]1,31|125
Quando % for pequeno:
1+2h
k= hr n
1+=—
r
. Wl o5 | 10 | 30 | 50 | 90
0 | 18 | 201 | 266 | 323 | 454
60° | 1,84 | 200 | 254 | 306 | 390
o | 181 | 195 | 240 | 264 | 312
120° | 166 | 1,75 | 1,95 | 206 | 213

10. Furo diametral em pega de sec&o circular

Aproximadamente como no caso 5
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5.2—-EFEITOSDA FORCA CORTANTE

5.2.0—-Generalidades. Distincdo entre corte e cisalhamento

Ja se viu anteriormente que a forca cortante em uma se¢do de uma peca prismatica
nada mais € que a componente, no plano da propria se¢do, da resultante de todas as forcas que
atuam sobre a peca de um lado dessa mesma se¢éo.

O efeito dessa forga é fazer com que a secéo vizinha da considerada tenda a escorregar
sobre ela; cada elemento da secéo recebe entdo uma agdo tangencial e reage em sentido con-
trério impedindo esse deslocamento. Essas acdes e reacles tangenciais que se manifestam sob
a forma de tensdes tangenciais ao longo da se¢éo do prisma devem ser 0 objeto de nossos es-
tudos.

Antes, porém, de estudarmos essa distribuic¢éo observemos que, conforme a experién-
ciatem mostrado, 0 comportamento de uma pega sob a acdo da forca cortante depende de sua
deformabilidade por flexéo.

Assim € que pecas extremamente curtas e de secdo relativamente grande se compor-
tam de modo diferente de pecas que apresentem francamente uma curva el éstica.

No primeiro caso a influéncia dos momentos fletores é desprezivel frente a das forcas
cortantes que, em geral, s3o consideradas na prética como solicitaggo Unica. E o caso que de-
nominaremos de corte.

No segundo caso, os momentos fletores podem ter efeitos apreciaveis fazendo que o
comportamento da peca sob a acdo das forgas cortantes sgja diferente. A este caso denomina
remos de cisalhamento nos rebites, chavetas, cavilhas, ensambladuras de madeira etc; para
exemplificar consideram-se como de corte os efeitos da forga cortante; de cisalhamento sdo
os efeitos nas pegas com caracteristicas de vigas.
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5.2.1 — Tensbes e defor macoes locais

5.2.1.1 — Solicitacdo por corte

N&o vamos fazer um estudo detalhado deste caso, mesmo porque, ele constitui campo
de controvérsias.

Diremos, apenas, que ele é ainda hoje tratado mediante a hipotese de que as tensdes
tangenciais decorram de uma distribuicdo uniforme da solicitacdo ao longo da segdo, o que,
n&o sendo rigoroso, € bem proximo da realidade.

Assim sendo, poderemos escrever

t=Q 521-1

A distorcdo em um ponto qualquer da secéo sera

- Q i
= = 52111

Desprezado, como se V&, 0 efeito — pequeno que seja— do momento fletor que sempre
acompanha a forca cortante, em cada ponto da se¢do cortada se manifesta, praticamente, um
estado de cisalhamento puro.

5.2.1.2 — Exemplos de solicitacdo por corte

Como ja se disse, ha certos elementos estruturais que trabalham essencialmente ao
corte: rebites, soldas, cavilhas, ensambladuras de pegas de madeiras, conectores, chavetas etc.

Vamos abordar, a titulo de exemplificac8o, as ligagcBes envolvendo rebites, soldas e
cavilhas, as demais sendo facilmente resolvivels tendo em vista as semelhangas que apresen
tam com estas.

LigacBes com rebites

Sem entrar em mais detalhes que bgem aos nossos objetivos diremos que os rebites
s80 elementos de ligacdo destinados a unir — e consequentemente a transmitir forcas — pecgas
metdlicas de pequena espessura. Dessa forma, a relagdo entre seu comprimento e seu diémetro
ndo é grande, de modo que pequenos efeitos de flexdo podem ser desprezados em face dos
demais que se constituirdo na base de seu calculo como se vera a seguir.

Assim € que a capacidade de carga de um rebite, ou sgja, o valor daforca R que ele
sera capaz de transmitir Nm uma ligagdo depende:
a) de sua resisténcia ao corte que tende a se manifestar em uma ou varias segdes, con-
forme a ligacéo a efetuar. Na Fig.521-1a temos 0 caso em gue O corte ocorre em
uma Unica sec¢do; na Fig.521-1b ele ocorre em quatro secdes em cada rebite.
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(a) UMA segao ao corte (b) QUATRO segces ao corte

Fig.521-1

b) da resisténcia ao esmagamento oferecida pelo seu fuste ou pelos bordos do furo
em que esta introduzido, em decorréncia da compressdo reinante entre ambos
(Fig.521-2). Em geral, quando se usa rebites de material adequado as chapas a ligar,
0 esmagamento tende a se produzir ao longo da superficie lateral do furo.

A

it
Mt

bl

Fig.521-2

c) daresisténcia ao arrancamento das porcoes de chapas a ligar em frente a cada re-
bite (Fig.521-3). Desde que na direcdo da solicitacdo sejam observadas certas dis-
tancias minimas entre rebites e entre estes e as extremidades das chapas, esta condi-
¢do ndo precisa ser verificada. Por isso, as diferentes Normas fixam os valores mi-

nimos a serem observados para /, /o, /1, valores esses que geralmente se ligam ao
do diametro do furo.

e

@M\Q* -

I
|
|
|
I
]
—_
[
!
4
|




H.C.Fraz&io Guimaraes/J.A.Avila 67

Sendo assim, suponhamos respeitadas as prescri¢cdes de Normas a que se refere a ali-
neac) anterior e notemos como

t .om — atensio admissivel ao corte para o material do rebite;

S 1a0m — atensdo admissivel & compressdo entre o rebite e as paredes do furo;
d; — o didmetro do rebite acabado;

St — & menor soma de espessuras de chapas que agem em um dos sentidos da ligagéo;
m — a0 nimero de secles cortadas em cada rebite.

Ent&o as expressdes
. pd;
R'=m=—7" U @ 521-111
R"=(St)dS (b)

dar&o dois valores, 0 menor dos quais é a resisténcia R do rebite nas condic¢bes particulares
da ligacéo.

Para d, — didmetro do rebite acabado — os valores adotados pelas diferentes normas
variam como se vé a seguir, onde d € o didmetro do rebite bruto.

Norma di=d+1mm guando d? 10mm

dema { d; =d+ 0,5mm quando d < 10mm

Norma { dp=d+ /32" 521-1V
americana

Norma {dl =d+ 1,5mm
Brasileira

Como informagdo complementar, acrescente-se que as Normas alema e brasileira s
pdem que o didmetro do rebite acabado —d; — seja 0 mesmo do furo; a Norma americana al-
mite que o furo tenha um diémetro igual a d+1/16"

E evidente que se P for aforca de ligagio a ser exercida por um rebite, as tensdes nele
reinantes seréo

__ 4
t= mpdf P (a0 corte) (@
521-V
s=_—1p (compresséo nas paredesdofuro) (b)
(Std,
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L igacOes com soldas

As soldas, para ligar pecas metdlicas, podem ser de topo ou laterais: as primeiras po-

dem suportar, apenas, forgas decorrentes de tragdo ou compressao; as Ultimas podem receber,
também, forcas decorrentes de conjugados.

N&o iremos nos alongar nos inimeros detalhes concernentes as soldas para néo fugir-
mos ao escopo principal deste estudo que € o de mostrar os principios béasicos de seu calculo.

No caso de uma solda de topo, como se vé na Fig.521-4 para 0 caso de um corddo
embutido, a capacidade de ligacdo da solda ser& dada por

R=1t/S am 521-VI

onde: ¢ é o comprimento do cordao;
t € a espessura da chapa mais fina (no caso em que ndo sgjam de mesmas espessuras, e
S am € atensdo admissivel atragdo ou & compressdo para 0 materia da solda

Este tipo de solda ndo €, propriamente, aguele que exemplifica uma aplicacdo das soli-
citacOes por corte, aparecendo aqui, apenas, incidental mente.

Vgamos, entéo, as soldas laterais como as da Fig.521-5, que séo as que trabalham ao
corte.

Consideremos um cordéo, de comprimento /, solicitado ao corte por uma forga P.

Supde-se que essa forca deva ser absorvida ao longo da superficie determinada pelo
comprimento ¢ do cordéo e pela distanciaa cujo vaor é

_4/2
a—2b

ondeb £t conforme o tipo de solda usado seja de se¢éo cheia (Fig.521-5-b) ou de secéo \a-
zada (Fig.521-5-c).

Sendo T .m atensdo admissivel ao corte na solda a expressio

2

2

R= b, 521-VII
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dara aresisténcia do corddo de solda e

_J2p
t= b7 521-VIII
da atensdo ao longo do corddo quando vier areceber uma carga P.
Jecio &8-858
12 i \
.{ X

.-

Fig.521-5

No caso em que a solda seja de se¢éo cheia, como € 0 Gaso mais comum, basta, nas
expressdes anteriores, fazer b =t.

Ligacbes com cavilhas ou tarugos de madeira
Este € um tipo de ligagdo que ocorre freqlientemente em pecas de madeira, particular-
mente na formacao de vigas de secdo composta como se veraem 5.5.

No momento procuraremos determinar a capacidade de carga de uma cavilha.

Para tanto consideremos o caso representado na Fig.521-6, onde uma forca P deve ser
transmitida de uma para outra peca de madeira.

PiQe 5216 secro 5-9 -

A ligacdo entre as duas pegas, evitando o deslizamento de uma sobre a outra, sera ob-
tida mediante o encaixe um certo nimero de cavilhas nos entalhes preparados para rece-
bé-las.
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A capacidade de carga R de uma cavilha, conforme assinalado na Fig.521-6, vai de
pender:

a) da resisténcia R’ ao corte da cavilha (plano 1-1);

b) da resisténcia R" ao corte do material da peca principal na base do dente que
bloqueia a cavilha (plano 2-2);

c) da resisténcia R™ ao esmagamento, segja da cavilha seja do flanco do entalhe, em
virtude da compressao reciproca que exercem.

Sejam, entéo:
a— profundidade dos entalhes em cada peca;

/1 —comprimento de cada cavilha;

/o —comprimento dos dentes da pega principal entre ental hes,

{ 120m — tensio admissivel ao corte para a cavilha. (Podendo ocorrer esse corte parale-

lamente as fibras da cavilha ou perpendicularmente a elas, em duvida, se al-
mite a primeira hipoétese);

{ 220m — tensfio admissivel ao corte para a madeira das pegas principais (paralela as fi-
bras);

S am — tensdo admissivel a compresséo entre a cavilha e o flanco dos entalhes. Essa
tensdo admissivel deve ser tomada igual & menor entre as tensdes admissivels a
compressao:

- paralela as fibras para a peca principal;
- paralela as fibras ou perpendicular a elas para as cavilhas conforme a posicéo

em que estas venham a ser colocadas na peca. (Em divida serda a
perpendicular as fibras).

De tudo o que se disse conclui-se que

R =0l T1am @
R"=bl2 1 2a0m (b) 521-1X

R"=ba S am (©

Evidentemente, 0 menor desses trés valores é a resisténcia ou capacidade de carga
de uma cavilha

Note-se que a expressao (€) do grupo 521-1X subentende uma distribuicdo uniforme
das pressfes entre cavilha e entalhe o0 que €, apenas, uma simplificacdo para o célculo.

As expressdes do grupo 521-1X permitem verificar as ligagbes com cavilhas j& que a
forca P1 que deva tocar a uma cavilha ndo deve ultrapassar qualquer dos trés valores ai ex-
pressos.

No caso em que se desgje projetar as ligagOes parte-se, em geral, de uma profundida-
de de entalhe — a — que se toma com val ores recomendados pela experiéncia .

" No caso de vigas de secao composta se recomenda tomar a= (0,1 até 0,2)h 3 2 cm.
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Neste caso igualando os trés valores do grupo 521-1X vira
S
/ =j[—adm a
! ladm
S
(= T am g
2adm

como valores minimos a serem adotados para /1 e /.

Sendo P aforgatota deligaggdoe R=R =R"=R" = baSn aressténcia de uma

cavilha, sera necessario usar n :g cavilhas a serem distribuidas em certo comprimento dis-
ponivel L que, também, deve satisfazer a relagio:
L3n (fl + fz)

As vezes esta (ltima relagio ndo € satisfeita e o projeto tem de ser modificado.

5.2.1.3 - Solicitacdes por cisalhamento

Para este caso é possivel obter, mediante uma deducéo tedrica, a expressdo da lel de
distribuicdo das tensbes cisalhantes ao longo da secéo, pelo menos para certas formas da
mesma.

Dizemos assim porgue, infelizmente, ndo nos € possivel obter uma expressao gera
dessa distribuicdo que satisfaca a todas as formas de secéo.

Restringiremos 0 nosso estudo aos casos de prismas com seccbes admitindo um eixo
de smetria, em coincidéncia com o qual estgja o plano solicitante. O momento fletor que
acompanha a forca cortante dara lugar, pois, a uma flexao reta.

a) Segbes compostas deretangulos

Consideremos a secéo AA de um prisma fletido onde atuam uma forca cortante Q e
um momento fletor, M, supostos positivos na Fig.521-7.

y
e
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Na secéo BB imediatamente vizinha, distante da anterior de dx, seréo Q+(3—(3dx e
M +C:j—'\)/(|dx as solicitacOes existentes.

Os momentos fletores ddo lugar, ao longo das faces do prisma elementar que ficou
destacado, a tensdes normais cujos diagramas se véem na figura notando-se que, sendo S a

tensdo reinante em um ponto da segdo AA, serd S +g—§dx a ocorrente no elemento de super-

ficie correspondente na secéo BB.

Quanto a forga cortante Q, diremos que ela da origem a tensdes tangenciais nos ele-

mentos de superficie da segdo AA; em um ponto de coordenadas z e y a tensio sera Ty no
plano da se¢do reta AA. Nesse caso, tendo em vista a igualdade das tensdes tangenciais reci-

procas, havera no plano normal ao da segéo umatensio tx ta que

txyztyx

Havendo equilibrio em toda a pega, a por¢éo de prisma elementar abaixo (ou acima)
da fibra A'B' também em idéntica situacdo estard de modo que, como ndo ha forcas horizon-

tais outras que n&o as elasticas, somos obrigados a concluir que as tensdes tyx surgem em
virtude do acréscimo do momento fletor e que as forgas elasticas tangenciais que corres-

pondem at yx 30 equilibradas, para cada fibra, pelas forgas elasticas provenientes das tensdes
normais que atuam abaixo ou acima dessa fibra.

Consideremos ent&o a porcao de prisma elementar A'B'AB, acima da fibra AB'"" . Se
subdividissemos essa por¢do em fatias elementares, por meio de planos verticais (Fig.521-7a),
como a tendéncia de deslocamento de cada uma delas, no sentido do eixo da peca, se deve sO
as diferencas de forgas el asticas normais ocorrentes nos seus topos (sectes AA e BB), e como,
dada a distribuicdo de tensdes normais nessas faces, as diferencas sdo iguais para todas as
fatias, conclui-se que todas tendem a se deslocar iguamente, isto é, ndo havendo tendéncia de

escorregamento ao longo dos planos verticais que as separam, as tensdes t . e T, sfo nulas,

a0 mesmo tempo que se pode dizer que tx tem valor uniforme ao longo da largura b da fibra
elementar A'B'".

Ent&o, escrevendo a equacdo de equilibrio a transacdo na direcdo X setem

U

) y
Q g% +‘3'j_§ dx%ds- (‘?s ds=t_bax @

A forca elementar interior que tende a deslocar a por¢éo de prisma ao longo da fibra
A®¢ épois

dH = ?dx?ds (b)

Notando que, em valor absoluto,

- My
J

z

" O raciocinio e as conclusdes seriam as mesmas se tomassemos a porcao inferior.
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teremos, sucessivamente

dS g = Y dM g - Y
o dx 3 dx dx 3 Qax (©
e
Q g
dH:J—dx ds 521-X
z

Notando que a integral desta expressdo é o valor absoluto do momento estético, re-
lativamente ao eixo médio, de uma das partes da secéo separadas pela corda de ordena-

day que contém o ponto em estudo, e como os indices, na tensio t, sfo perfeitamente dis-
pensaveis no caso vem

t=9M 521-X|
3, b

onde

M =

o

Esta expressdo nos mostra que as tensdes cisal hantes que acompanham a flexao ndo se
distribuem uniformemente ao longo da secéo; elas so constantes para pontos estudados sobre

uma mesma corda; variam do longo do eixo OY conforme a variagao de M

b
Na maioria dos casos, a propor¢ao que nos aproximamos do centro de gravidade da
secdo, a MF cresce, de sorte que, ao contrario das tensbes normais que crescem para 0s pontos

superior e inferior, as tensdes cisa hantes se tornam nulas nesses pontos.

Se chamarmos de t m ao valor médio da tensio cisalhante, ou T :% , Sera possivel
escrever 521-X1 como segue
t=yt_ (@
521-XII
-SM
y=3% ®

ondey éum coeficiente corretivo de tensdo cisalhante em cada ponto.
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Vése, assim, que a lei de distribuicio das tensbes T € a mesma do coeficiente y , e
gue, portanto, basta estudar a variagéo deste.

Antes de fazé- 1o notemos que para os pontos situados sobre 0 eixo médio, onde a lar-
gura da sec&o sera designada por by, teremos parat o:

t = QM

° Jb

z (o]

etendo emvista511-111 e511-IX evira

toz% 521-X111

(o]

onde d é o braco de alavanca do conjugado interior das forcas totais Z e D de tracdo e
compr essdo, despertadas pelo momento fletor.

Secao retangular
Neste caso, para pontos de ordenada 'y temos

Fig.521-8
Entdo 521-XI1-b da
y =Za- 482 521-XIV
2 ¢hoyg

gue mostra ser parabdlicaale de distribuicdo das tensdes cisal hantes.
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O valor maximo de Yy corresponde aos pontos onde y=0, isto &, situados sobre 0 eixo
médio OZ. Esse valor é

3
yo:y maxzf
gue conduz a
tozg% O 521-XV

A expressdo 521-XI11 é vaida, sendo, em gera sob essa forma, indicada nas normas
para célculos do concreto (Ver NB1)+.

Secdo duplo T (tedrica)
Neste caso teremos

_1 3 1.3 3
J, =—Db(h®- hy)+bh
z 12 ( 1) 1''1

A expressio que nos ha de dar T tera que ser dividida em duas conforme o ponto em
estudo esteja na mesa do perfil ou na alma do mesmo.

,.,ufj__ﬂmgd“"" "‘

- Pontos sobr e as mesas

" Estas expressdes séo validas como as demais deste paragrafo, para pegas de segdo constante. Considerando que
no caso de pegas de sec¢do retangular, podendo variar simultaneamente b e h, setem sempre

d=2h
3
€ possivel demonstrar que
3 M 0 1 M 0
to= —CQ+—tggr= —CQ+—tgq=
T obh&  h 5 bd&  h g

onde g é ainclinagdo reciproca das tangentes aos bordos superior e inferior dapega. O sinal (-) sera usado quan-
do M e h crescerem no mesmo sentido; o sinal (+) no caso contrario.
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A expressdo 521-X1 da

_ Q 2 42
_8_Jz(h 4y%)

gue é uma distribuicéo parabdlica.
Seu valor méximo ocorre para y—

t,=

8J

- Pontos na alma de perfil
Agora

_1
N\ 2

e u

_b,2 w2 %é"l(? 2/

y,bdy, =o(h"-h))+&=+ -y u
%191 7 g 1 2 = Y1
e ) GRE

521-XVI

com o que

@

é u
a3 6p- (0"~ hi)+ (- 4y)g
u

521-XVII

h
outra parabola paraaqual, fazendo y, = L vira

2

_Q ¢
=8, S_l(h h)u

(b)

Quando y; =0, 521-XVII dara

521-XVIII

gue é a tensdo cisalhante méxima na se¢éo.

76

As expressdes 521-XVII e 521-XVIII nos mostram que a propor¢do que by se torna

menor relativamente a b, as diferencas entre as tensdes ao longo da alma véo diminuindo ten

dendo a ser uniformes ao longo da mesma.

Notando ainda que quando as mesas ndo sd0 muito grossas em relacdo a altura do per-

fil a maior parte da forga cortante é absorvida pela ama simplesmente, conclui-se que como
uma aproximacao para calculos réapidos, pode-se tomar 1 s dividindo toda a forca cortante

Q pelaarea daamado perfil, ou
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t_»=2 | () 521-XIX
SaI ma

Devemos notar que as expressoes achadas anteriormente s&o apenas aproximadas por-
gue, evidentemente, ao longo dos bordos interiores das mesas (d; €f), a tensdo cisahante

deve ser nula, ndo podendo ter o vaor t1 achado em (a). Também no trecho de, ao se passar
da mesa para a alma a tensdo néo deve sofrer uma brusca variagdo como a assinalada em (b).
Na redlidade a distribuicdo das tensdes préximo a juncéo é mais complicada e fora do
alcance de nossos métodos simplificados de andlise. Para evitar concentracdo de tensdes nos
angulos reintrantes, os perfis sdo dotados de concordancias como se Vé na parte superior da
figura em linhas pontilhadas.

Analogamente a secéo em duplo T se supde possivel determinar a distribuicéo das ten
sdes cisal hantes em outras segOes compostas de elementos retangul ares.

b) Outrasformas de secéo

Trataremos agora de se¢cGes ndo compostas de retangulos, mas, possuindo, ainda, um
eixo de simetria em coincidéncia com o qual esteja o eixo solicitante na segéo.

Umavez que a peca em questdo ndo esta sujeita a forcas longitudinais em sua peri-
feria, o que sera sempre admitido, a consideracdo do equilibrio do paralelepipedo elementar
que tenha uma das faces no plano do elemento de superficie da periferia e outra face no plano
da propria secdo, exige que a tensdo cisa hante nesta Ultima face (Fig.521-10) ndo tenha com-
ponente normal ao contorno; se esta componente existisse, uma tensdo cisalhante reciproca,
contida no elemento plano da superficie periférica, com a direcéo do eixo do prisma, deveria
existir também o que contraria a nossa hipétese inicial.

Fig.521-10

" Alguns autores mencionam esta férmula aproximadamente sob a forma:

_14.Q
t max _1’13

alma

521-X1X-bis
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Conclui-se que, para os pontos situados sobre o contorno da secéo reta do prisma,
a tensdo cisalhante, referente ao plano dessa secéo reta, €, necessariamente, dirigida se-
gundo a tangente ao contor no.

Feita esta consideragdo inicial, vegjamos outros elementos da distribuico das tensdes
cisalhantes provenientes das forgas cortantes.

A solucdo que vamos apresentar € simplesmente aproximada, mas, o suficiente para as
necess dades correntes.

Fixemo-nos na Fig.521-11 admitindo-a como forma de uma se¢do onde atua a forca
cortante Q.

Considerando os pontos situados sobre uma corda AA', as tensdes T correspondentes
aos elementos de superficie dos extremos da corda sdo tangentes ao contorno e convergem em
um ponto P dalinha de ac&o de Q.

|
Fig.521-11

Admitiremos entdo que

1°) as tensdes cisal hantes referentes aos elementos de superficie situados nos pontos de
uma mesma corda (tal como AA") convirjam no mesmo ponto (tal como P);

2°) as componentes dessas tensdes, de suportes paralelos ao eixo solicitante, tenham
para valor:

t, =2

M _
“y JZF'ytm 521-XX

isto €, a mesma expressao 521-X1.

Nesse caso o valor dety, continuard a ser constante para todos os pontos situados

sobre uma mesma corda, ao passo que a tensdo total, t, ira crescendo, ao longo da cor-
da, & propor ¢do que nos apr oximamos do contorno da se¢io onde sera T .
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Designando por | ainclinagio do suporte de t com o eixo de simetria, (0 qual varia,
quando nos deslocamos ao longo da corda, de zero até | ) vira

t
= gey 9 (a)
COS] CoSj
t=—% - - ¢ Y 9% (b)
COS}j CoS| 4
t = txy tgj =ytgj U (© 521-XXI
S M
== — d
Y= % (d)
_Q
t m- g C)
Vé-se, assim, que a tensdo cisalhante maxima ocorre na periferia da seco e serd dada
por
0
e Lj;ﬂ 521-XXII

obtida de 521-XXI(b) quando g

- atl nglr aum valor maximo.
Q

Secaocircular:
Designando por R o raio do circulo teremos
b=2R cosj
y =Rsenj”

|\)|‘O
WIN

R
M :Qbydy Q 2R3cos’T sen] o = £ R3cos’T

ou M :§R3cos3]_
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oo
Fig.521-12
Notando que:
_pR*
1=
aexpressao 521-X X nos da
__4& gou
y=3cos’T=2a-2%0 (3
g €' 9H
_4 Q o
txy—ngZCOSJ = (b)
-
4 Q & ayol
ly=3 =z & ¢ U (b))
Xy 3 pRz8 eRﬂH 1
-
4 ¢ oY
txz_ ? Q2 g'- %+ lfltgj (C)
pR*g éRoyg 521-XX|II
t=4_Q R®- y* (d)
3 2 52 o
pR” R” cosj
.2
r_4 Q 8y 0
== 1-¢Z+ = e
3 prR?Y éRyg €)
- 4 Q —
t—§?0051 (e)
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A expressio 521-XXI11(b;) nos mostra ser parabdlica a lei de variagio de ,. Tam-
bém 521-X X1I1(e) que nos da alel de variacdo das maiores tensdes tangenciais — as que ocor-
rem no contorno.

Mostra-nos que 0 maximo absoluto da tensdo cisalhante ocorrem quando j~ =0 ou y=0,
isto €, sobre o0 eixo médio OZ. Deve-se notar que sobre esse eixo OZ setem

4. 4 Q
Fln=

t m@(z t(): (t m _E; p[?z

521-XXIV

xy)o

Quanto & componente t 4, datensio total { em cada ponto, observe-se que ela € sem-
pre nula para os pontos situados sobre 0 eixo solicitante; quando sobre uma determinada
corda, tal como AAC, se caminha para as extremidades ela vai crescendo em valor absoluto de
sorte que nessas extremidades

r _ 4 Q ey —_ 4 Q -
tx= 3 pRZCOS ] tg] =3 pstenJ cos;j
Entdo
2
f _4 Q =0/, &0
te=— —Tfl- e
” 3pR2gRﬂ gRﬂ

Secao triangular
(isbsceles)

Designemos por b e h, respectivamente, a base e a atura do tridngulo (Fig.521-13), e
por by 0 comprimento da corda, perpendicular ao eixo solicitante, situada na ordenada y.

Ent&o a expressdo 521-X X1-d se torna

=SM
Y =3 b

1

Fig.521-13
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Teremos

1 s él, s u
M| =50 -V g - M+
gue desenvolvido da

_ b 2,8
M =25 (y-y)7 (v +2y)

Também
_bh
2
bh®
=35
Entao

y =h—32 (Y>- y) (y°+2y)

que em face de ser y3=%h da:

2 € 6 sey U
Y =5 @+3g S o6y 2 @
8 e''g e ﬂH
. .
_4Q 5,33 0 By Uy
L= 300 ?thé 9ghb§ (b)
t,=t,td (©) 521-XXV
t
— Xy
t= COSj &
2 e . L2
t =R 148D O & 3BV 0 8 Uy e
30h |~ €20 ¢ <h ghga ©

As expressdes 521-X XV (b) e 521-XXV(€) nos mostram que as tensdes 5 © 1 va
riam parabolicamente.

Seus maximos ocorrem para'y max 0 que se da quando

_h
Y=%

gue ndo coincide com o eixo médio OZ, estando a fibraa meia altura do triangulo.
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Ter-se-a para fibra:

t ) =32-30Q 521-XXVI

Sobre 0 eixo médio teremos;

4
yo=§
(t,)o= % % 521-XX VI
T :é 1+$b 92 g

o~ 3" &hg bh

Secdo em losango’

Designaremos por D e d, respectivamente, as duas diagonais do losango (Fig.521-14).

No caso, por ser Z um eixo de simetria basta que facamos o estudo da distribui¢cdo das
tensdes na metade da secdo de um lado desse eixo.

Assim, para coordenadas compreendidasentrey =0 e y = y°, teremos:

- SM
y_IF
onde
.3
a9
5= Dd 1= §25 _dD’
2 z 12 48
1 ?;Q'V :
- 2pE_ 002 =lp@ | 0aD 5 0
M= 2bes- Ve 3 Y= 6P87 VaEa v
& o
M_1%8, a5, o2l Dzaaeyézaeyézg
T e &S T Y- YUE o1 e é—:,
visto que %:ys=y'

" Como caso particular temos a segdo quadrada solicitada na direcéo de uma diagonal .
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(@), ook
(clvjo

(c-.w-u)m’ﬁ :

Entéo
& 20
= 0 - .
y =§L+ls-2?—si a0 @
é y Y o Q
€ @y 06 ey ol .
Lm0 ®
& y ] y 4] Q
t = txy tgi (©) 521-XXVI1II
t
_ Xy
t= cosj “
_ ..2§ o] ('jzl:J
9 @ Yo y ﬂg

As expressdes 521-XXVI11(b) e 521-XXVIII(e) mostram que as tensdes I, e T va
riam parabolicamente de cada |ado do eixo OZ.

" Para pontos abaixo do eixo Z, cujas ordenadasy ey' s3o negativas, os colchetes se tornam

e o 6\
489 2 28 £ ¢
e I~ = u
& Vo &gg
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Seus maximos ocorrem paray ma 0 que Se da para

y_1 _y_ 1
v 2%y

Nessas condigBes teremos dois maximos de mesmo valor, que ndo ocorrem sobre o
eixo médio.

Entao:
9
ymax:§
9 9
(U ma= Z% = §% 521-XXIX
T =90 |t _90Q | g
max~ 4 Dd|" &Dg 8 S\ &D g

Sobre 0 eixo médio (y=0) teremos:

y =10
20 _0Q _ 521-XXX

c) Deformagdes locais

Uma vez obtidas as tensdes em um ponto qualquer da se¢céo do prisma por meio de
uma das expressdes anteriormente estabelecidas, as distor¢des correspondentes serdo obtidas
mediante arelacdo ja conhecida

_t
9=
Como conseqiiéncia da distribuicio ndo uniforme das tensdes t a0 longo da secéo, as

distor¢des dos diferentes elementos, superpostos uns aos outros, também sdo diferentes acar-
retando empenamento das secdes retas do prisma, primitivamente planas.
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Fig.521-15

Para uma peca de se¢do constante sujeita a forgas cortantes constantes, esse empera-
mento € 0 mesmo para todas as secoes.

Assim, como se vé na Fig.521-15, em vez de termos ab e cd como posicoes finais de
duas secOes retas do prisma, teremos realmentea’b’ e c'd'.

Como a tensdo tangencial é nula nos pontos superior e inferior da secdo, em a', b', c',
d'.... assuperficies empenadas manter-se-8o perpendiculares as superficies superiores e infe-
riores da pega; ainclinagdo maxima das secbes empenadas, relativamente as mesmas supostas

planas, dar-se-dquando t for méaximo, o que ocorre, para as se¢des mais comuns, sobre a fi-
bra média.

Como se disse anteriormente, sendo esses empenamentos das secdes idénticas ar
guanto a forga cortante for constante, conclui-se que, nesses casos, 0s comprimentos das fi-
bras elementares ndo sdo influenciados pelas distor¢des, ou segja, pela forca cortante.

Ent&o, para o estudo da distribuicdo das tensdes normais devidas ao momento fletor,
as consequiéncias da hipétese da permanéncia da se¢do plana apds a deformagdo ndo sdo afe-
tadas nesses casos.

Quando, entretanto, a forca cortante varia, 0 empenamento afeta os comprimentos das
fibras elementares, e a hipbtese de Bernoulli deve ser tomada como uma simples aproxima-
¢d0. Deve-se, contudo, convir gque estudos mais apurados do fendmeno mostram que as dife-
rencas decorrentes do fato mencionado sO séo importantes nas proximidades dos pontos de
aplicacdo de cargas concentradas, caracterizando-se essas discrepancias por serem eminente-
mente locais.
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5.2.2 —Influéncia da for ca cortante na defor macéo do eixo do prisma

No item 5.1.2 estudamos a influéncia do momento fletor na deformacdo do eixo de um
prisma fletido.

De um modo geral, todavia, 0 momento fletor é acompanhado de forca cortante que
exerce suainfluéncia na curva final adquirida pela peca.

Vamos, neste paragrafo, procurar avaliar essa influéncia reportando-nos a0 @so da
flexdo reta ocorrendo num plano de simetria da peca , e mostrar que a mesma é bastante pe-
guena nos casos correntes, de modo que pode ser abandonada, como geramente se faz. A
pequenés dessa influéncia ndo sera muito modificada no caso de uma flexdo desviada.

Consideremos, portanto, em uma peca fletida, uma secéo onde Q sgja a forca cortante
(Fig.522-1).

A tensdo 14, na direcdo da forca cortante seré (521-XI1), para um ponto qualquer da

secéo:

_vt oy Q
L,=yt,=y <

Em geral, para o centro de gravi-
dade da secéo setem

_y Q
(txy)o_yog

Se todas as as fibras elementares congtitutivas do prisma elementar, de comprimento
dx, fossem independentes entre g, isto é, se ndo fossem ligadas umas as outras lateralmente, o
abaixamento de cada superficie elementar da secéo, relativamente a sua correspondente na
secdo vizinha, seria

dv=y <2 ox
e, em particular, parao exo do prismater-se-ia

dv, =Y, %dx @

Havendo, entretanto, ligacéo lateral, as fibras que tendem a se deslocar mais arrastam
as que tendem a se dedocar menos; estas diminuem o deslocamento das que tendem a se
deslocar mais. Assim sendo, o0 abaixamento do centro de gravidade de uma secéo relativa-
mente ao da se¢do vizinha serd, na realidade, daforma

_.Q
dVl—CﬁdX 522-1

" Quando nao setratar de um plano de simetria, o plano solicitante da peca devera passar pelocentro de tor ¢ao.
Esse assunto seritratado em 5.7.
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onde ¢ éum fator corretivo de deformagdo cujo valor serg, evidentemente, diferentedey , (na
maioria dos casos, menor).

Note-se que, enquanto Y variava de ponto para ponto qualquer que fosse a forma da
secdo, agora c, por se referir ao centro de gravidade, tera um valor constante para cada
forma de secéo.

O abaixamento, pois, de uma secdo de abcissa ¥ relativamente a outra de abcissa Xo,
sera

V1: gQQdX 522-11

Esta expressdo nos mostra que a influéncia da for ca cortante no desnivel relativo de
duas secles é proporcional a area do diagrama de forcas cortantes entre essas mesmas
secgoes.

Antes de utilizar a expressdo 522-11 para mostrar a influéncia da forca cortante em face
da do momento fletor na deformacédo do prisma, geralmente pequena, deveremos saber cal-
cular os coeficientes ¢ para as diferentes formas de segéo.

Célculo dec

Para um prisma elementar de comprimento dx, o trabalho da forga cortante (tomada
como forga exterior a esse prisma) € igual ao potencial elementar nele armazenado durante a
deformacéo correspondente, ou

N\
1 B L
EQdVl_QV & dv
ou ainda
1 o) t?
§de1— dx Q% ds
Comol =y % e considerando a expressdo 522-1 vira

o
C= S 522-111
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Para as se¢des r etangular es temos, de acordo com 521-VI:

Na. 92 & aydl
245=9 N a. 4 ubd Sph
2

Ent&o, a expressdo 522-111 da
c=1.2

Para as secOes circulares, considerando a expressao 521-X1V(a) e adotando as mes-
mas notacOes da Fig.521-12 vira

d S= %Zd%chost—dj—
2
Chega-se a expressao acima notando que ds= bdy e que
y=Rsenj ; dy=Rcosj dj”
b=2R cosj

A Ultimai ntegral € resolvida por meio de reducéo e seu valor &

Qcos T d 16 p

Entdo

c\yzds:%pR2

e 522-111 conduz a

= % »11.
Para perfis I (duplo T) chega-se aos valores aproximados seguintes:
Is c=24
Is0 c=20

Admite-se que para os perfiis intermediérios se possa adotar uma interpolagéo linear.

Passemos, agora, a mostrar como € pequena, Nos casos normais, a influéncia das for-
¢as cortantes na deformacéo das pecas fletidas.

Para isso nos utilizaremos de exemplos ssimples.

Sgja 0 caso de calcular a flecha em uma viga simplesmente apoiada, carregada com
uma carga concentrada no meio do vao.
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E este um caso bem desfavorével para o que desgjamos provar porque o diagrama das
forcas cortantes se mantém sem diminuicdo de valor desde um apoio até o centro da viga,
onde vamos calcular o abaixamento.

A influéncia do momento fletor € (expresséo 512-X111):

A
48EJ @

A influéncia da forca cortante sera dada pela expresséo 522-11. Se a se¢éo da pega for
retangular de base b e altura h vir&

c=172

12
V4

S=bh=—1

Supondo um material parao qua setenhan = 0,25

-1 -
G= 2041 E=04E

Considerando ainda que

ainfluéncia da forca cortante no valor daflecha, pela expressdo 522-11, ser&

P’h?
16EJ (b)

z

Entdo o valor da flecha ser&

. p/3 é o2u
@. gﬂ 5221V

Esta expressdo mostra que a parcela de influéncia da forga cortante tem seu valor rela-
tivo varidvel conforme arelacéo h/¢ entre as alturas da viga e seu véo.

Quando W/ = 1/5 ainfluéncia da forca cortante corresponde a 12% da influéncia do
momento fletor; quando h// = 1/10 essa influéncia baixa para, apenas, 3% e assim por diante.

Procedendo, analogamente, com uma viga smplesmente apoiada submetida a uma
carga uniformemente distribuida g, teriamos, paran = 0,25 e se¢éo retangular:

s5qrt é 2
L PPy aﬁ?
384E.JZ 8 {@

u
a 522-V
s
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Vé-se que a influéncia da forca cortante € menor que no caso anterior, para 0S Mesmos
valores darelacéo h//.

Conclui-se que, nos casos gerais, a parcela de influéncia da forga cortante na deforma-
¢cdo das pegas fletidas é pequena em presenca da parcela de influéncia do momento fletor.
Esta Gltima, por ser a mais ponderavel &, assm, aquela que convém ser considerada em tais
célculos.

SO quando a peca tem altura de secéo relativamente grande em presenca de seu com-
primento € que aforca cortante comeca a pesar em tais calculos.

Este 0 motivo pelo qual, nos calculos correntes, ndo se costuma levar em conta 0s
efeitos da forca cortante. Entdo todo o estudo da elastica feito em 5.1.2, tendo em vista,
apenas, o efeito dos momentos fletores, pode ser tomado como definitivo, ficando bem
entendido que se trata de uma aproximagao que satisfaz as necessidades dos célcul os técnicos.
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5.2.3 - Influéncia da for ¢ca cortante no potencial elastico armazenado

A forga cortante Q produz, em cada ponto da pega fletida, tensdes T no plano da secéo
reta e no seu ortogonal, em consequiéncia, um potencial elastico sera armazenado, e sua ex-
pressdo, por unidade de volume, é obtida em 231-1X:

=1

T 2G

O trabalho total de deformag&o da pega, suposto o regime elastico, sera

& = QZJ‘dV: %c\)zdv

Para pecas prisméticas, como as nossas, poderemos escrever:
& =_1 A 2
5G Gx ds @

De um modo gerd
2_¢2 2
o=t +t;,

ondet x, sendo a tensio na diregdo da propria forga cortante, T4, s&-lo-a na diregdo perpendi-
cular. Esta Ultima, nos casos de secOes compostas de el ementos retangulares torna-se nula.

No caso geral, pois, o potencial eléstico tera uma parcela dependente das tensdes {y;
perpendiculares a propria forca cortante. Entretanto, considerando que essa influéncia é pe-
guena, é possivel desprezé-la, utilizando-se, em todos 0s casos, a expressao que resulta para
as segOes compostas de retdngul os, em que elas sdo nulas.

Nessas condi¢des fazendo, como anteriormente,

Q

t:y§

vira
—A\X\yZQZdS
Z '2(30 Q=

E levando em conta 522-111 chegar-se-a

_ 1 @’ ]
& = c0s dx 523-1
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gue da a influéncia da forca cortante no trabalho de deformacéo da peca fletida. Ela deveria
ser adicionada a proveniente da influéncia de momento fletor, obtida com a expressio 513-I.

Os céculos correntes mostram, entretanto, que a parcela 523-1 € pequena em face da
parcela 513-1, a ndo ser nos casos excepcionais de pecas extremamente curtas relativamente
as suas aturas.

Por esse motivo, assim como no célculo das deformacdes das pegas fletidas é costume
negligenciar a forga cortante em presenca do momento fletor, idéntico procedimento se tem

ao calcular o trabalho de deformacéo de tais pecas, 0 qual diga-se de passagem, esta intima-
mente ligado aquel as deformagdes.
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5.3 -VIGAS DE RESISTENCIA CONSTANTE OU DE IGUAL RESISTENCIA

5.3.1 — Apresentacdo do problema. Exemplos ssimples

Quando uma viga tem secdo constante, as tensdes normais maximas, de tracdo e de
compressao, relativas a elementos de superficie de suas segdes retas sdo variaveis, a menos
gue o diagrama solicitante de momentos fletores sgja também constante.

O mesmo acontece nas pecas de secdo reta variavel quando variacdo ndo estiver
convenientemente ligada ao diagrama de momentos fletores.

Em outras palavras, nesses casos supramencionados, as tensdes S ndo se mantém
constantes ao longo da peca.

Ora, do ponto de vista do consumo de material é de toda a conveniéncia que tal cors-

tancia ocorra porque poderemos fazer com que esses valores constantes de SSou S' sejam

iguais aos valores admissivels ST ou S c obtendo-se uma viga que, em todas as suas
adm adm

secles, tenha as dimensfes estritamente necessarias a cobertura do diagrama de momentos
fletores.

Uma viga nessas condi¢des se denomina de viga de resisténcia constante ou de igual
resisténcia.
A determinagdo da maneira por que se havera de fazer variar a se¢do de uma viga de

modo a que a mesma apresente resisténcia constante depende do diagrama de momentos fleto-
res, portanto, do sistema estético e das cargas atuantes.

Como exemplo trataremos do caso de uma viga em balango carregada com uma carga
concentrada na sua extremidade (Fig.531-1).

O momento fletor ao longo de umatal viga, € um valor absoluto
M = Px

de modo que, para termos uma peca de
igual resisténcia é preciso que

M _ congtante

w

isto € que W varie, também, linearmente
com X, ou sga

W = kx €)

0 que pode ser obtido de varias maneiras, de-
pendendo, inclusive, da forma da secéo.

Tratemos somente da forma retangu- RN
lar em que L

- a largura da secdo é mantida cors-

tante; o e
- -zt
- adturada secdo € mantida constante. '
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Quando a secdo for delargura b constante

ou

Para se obter 0 valor da constante K; notaremos gque, no engastamento teremos

=2 _h2
h =K,/ ou Kl—T

Entdo:

2 02
h _& 0

= 531-|
&

gue mostra a altura variando parabolicamente.

A dtura h seré obtida dimensionando a sec8o do engastamento para um momento P/,
em valor absoluto.

A peca tomara a forma, em perfil, da Fig.531-1, (b) ou (c) devendo-se notar que, a
extremidade A seria de altura nula. Este ultimo resultado se deve ao fato de sO se ter conside-
rado o efeito do momento fletor. Nas aplicacfes préticas, na regido de momentos fletores
muito pegquenos é preciso considerar a resisténcia as tensdes tangenciais decorrentes das for-
¢as cortantes de modo que, proximo a extremidade A, a viga devera manter uma certa altura
capaz de transmitir a forca cortante.

No que diz respeito a deformagdo dessa viga, calcularemos sua flecha que, segundo o
procedimento de Moéhr vale

Tendo em conta a expressao 531- vir&

3
_12p \ 22 o 12Pr2 v2

Vinax Eb (U332 B Ebh3

3

~_bh™ .
Notando que J‘ﬁ Vir&

~
w

531-11

<
I
w (N
ull
ol

max
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gue mostra que a flecha é o dobro da que ocorreria se a peca fosse de secdo constante igual a
do engastamento, isto €, que a peca de resisténcia constante, embora ofereca a mesma resis-
téncia da peca de se¢do constante, tem menos rigidez que esta Gltima.

Quando a secédo for de altura h constante

2
ou
:f]—i;x =KX (©

gue nos mostra a largura variando linearmente conforme se vé na Figura 531-2(b) em planta.

g.o (a)

A 5\8
—z — 2
‘r “L
tb) 1 4
: /c—//—:ﬁ %d/3+
o _ — e —
Al — b - — —Bf:‘j_
[~ —_— — —— ...L 4
| LT 1
: : ’ che a;
P d 1 Fem [19ada o
E ! (c) : ’/gmr‘r¢4
AT - ‘-—————:::..:*»B
A ‘ Pa’) i ,
= 7>
e =< Y
i . I v

Fig.531-2
O vaor de K ser obtido fazendo no engaste B:KZE ou K,= %
Entdo
b=&% 531-111
& o

Do mesmo modo obtém-se b dimensionando a secdo do engastamento para 0 no-
mento P/, em valor absoluto.

Da mesma maneira que no exemplo anterior, a peca tende para segdo nulaem A. A
considerac8o da resisténcia necesséria as tensdes tangenciais decorrentes da forca cortante faz

com qgue nas proximidades dessa extremidade se tenha de manter uma certa largura de segéo.

No que diz respeito a deformacdo dessa viga observaremos, em primeiro lugar, que 0s
momentos de inércia J das diferentes secOes sdo proporcionais as abcissas x de modo que os
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momentos reduzidos M serdo constantes, isto €, teremos uma elastica de curvatura constan-

EJ
te, ou sgja, um arco de circunferéncia

Nesse caso, as deformagdes sendo pequenas, 0 abaixamento maximo pode ser tomado,
com aproximagado suficiente, como

62

max "~ r

onder éo raio de curvatura do arco de circulo.

Considerando que em valores absolutos

Vir&
_PC
max- 2EJ]
ou 531-1V
_S /2
Vma™ E R

onde S é o valor absoluto das tensdes nos bordos da se¢io do engastamento.

Vé-seque aflecha é 1,5 vezes maior que a da viga de secdo constante e que é propor-
ciona ao quadrado do véo e inversamente proporciona a altura da secéo.

Os resultados obtidos neste Gltimo exemplo, em que se tratou de uma viga em balanco
de resisténcia constante e se¢do retangular de atura h constante podem ser aplicados no cél-
culo aproximado das molas em folhas formando um feixe.

Como toda a chapa triangular (Fig.531-2b) se deforma segundo um arco de circulo,
isto €, mantendo a mesma curvatura ao longo de todo 0 seu comprimento é possivel supd-la
dividida em um certo nimero de faixas de largura d com comprimentos variaveis, as quais,
indiferentemente, podem estar dispostas lateralmente ou verticalmente, umas livremente sobre
as outras, como se vé nas Figuras 531-2(b),(c),(d).

Todo o atrito entre as folhas assim formadas € desprezado.
Nesse caso as formulas 531-1V podem ser aplicadas com suficiente apr oximacao.
Deve-se notar que

—_Bh3 N .3
J= 5 =150
Wz%dhz 531-V
s-F
W

onde n é o nimero de folhas e d a sua largura.
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Ao longo de uma secdo praticada no feixe as tensdes se distribuirdo como na
Fig.531-3.

Fig.531-3
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54—-EFEITOSDO MOMENTO FLETOR E FORCA CORTANTE COMBINADOS

5.4.1 — Os estados de tensdo reinantes no caso ger al da flexdo ssimples

Até agui os efeitos do momento fletor e da forca cortante foram apreciados separada-
mente. No que diz respeito a deformagdo gera do prisma e ao potencial armazenado esse fato
Nn&o traz maiores consequéncias porque, como se viu em 5.2.2 e em 5.2.3, ainfluéncia da for-
ca cortante €, em geral, pequena; em qualquer caso, além disso, bastaria adicionar as duas
parcelas.

No que tange as tensdes, contudo, o problema da superposicdo dos efeitos exige um
tratamento mais cuidadoso, visto que momento fletor e forca cortante dao lugar a tensdes que,
para elementos contidos na secdo reta do prisma, sGo de naturezas diferentes, pois que sao
tensbes normais e tangenciais, respectivamente, com caracteristicas de distribuicdo inteir a-
mente proprias.

Para suporte de nosso raciocinio, consideremos uma peca de secdo retangular fletida
no plano XOY.

Em um ponto qualquer dessa pega, as tensdes relativas a um elemento de superficie da
secdo reta passando pelo ponto serdo:

M
S =- J—y (influéncia do momento fletor)

z
t = Jg MT (influéncia da forca cortante)
z

Essas tensdes se distribuem ao longo da secéo conforme seviuem 5.1.1.2 eem 5.2.1.2
(Fig.541-1).

Fmriu'“id'y -Ei
_4_31._ LE
0

LH
15\~
=

R \.\\T L3

Fig.541-1
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Pode-se, portanto, concluir que o efeito conjunto de momento fletor e da forca cor-
tante da lugar, em cada ponto, a um estado plano de tensdes (o plano solicitante, no ponto,

sendo definido pelos suportes de S e t). Esquematicamente, ter-se-4, no caso de um ponto
qualquer, aFigura541-2(a e b), onde se supde a existéncia de umaforga cortante positiva.

A fig.(a) corresponde a zona tracionada, e a fig.(b) a zona comprimida da secéo reta.

&8 eyl
Ao
Fig.541-2

Claro équeastensdes S e I que definem esse estado de tensfo variam de ponto para
ponto, dando lugar a que dois casos particular es importantes possam ocorrer, a saber:

a) O caso em quet seanula, permanecendo S 0

Tem-sg, entdo, um estado uni-axial de tragdo ou compressdo em que atensdo S, €
apropriatensdo S referente ao elemento de secdo reta da peca.

Este caso ocorre nos pontos superiores e inferiores das secOes da peca e em todos
0s pontos das se¢es em que sga nula a for ¢a cortante.

Atensdo S calculada em fungdo do momento fletor € uma das tensdes principais
no ponto, sendo nula a que Ihe é perpendicular.

b) O caso em queS se anula, permanecendo t1 0
Tem-se, entd0, um estado de cisalhamento puro definido pelas proprias tensdes {
ocorrentes no plano da secéo reta e no seu perpendicular.
Este caso ocorre nos pontos situados sobre a fibra neutra.
As tensbes principais serdo, entdo, iguais, de sinais contrarios, de valores absolutos
iguaisao de t, e seinclinam de +45° com a fibra neutra.
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Vé-se, assim, que excecdo feita dos casos mencionados na alinea a) anterior, a tenséo

S calculada com auxilio das expressdes 511-1(c), 511-VIII(c) ou 511-1X(c) néo é tensdo prin-
cipal no ponto, isto € em geral, em um ponto qualquer, o plano da secéo reta da peca ndo é
plano principal.

Assim sendo, nesses pontos havera em uma direcéo, diferente da do eixo prisma, uma
tensdo normal (principal) de valor absoluto maior que atensdo S referente a0 elemento da

secdo reta. Na zona tracionada sera S |; na zona comprimida sera S ;. Em qualquer caso a ou
tra tensdo principa Ihe sera perpendicular, e essas diregdes principais no ponto poderdo ser
determinadas conforme se viu em 2.1.1 (formula 211-1V).

De uma maneira geral, quando se passa de um para outro ponto, a inclinacéo desse par
de direcOes principais varia, relativamente a direcdo do eixo da peca.

Denominam-se traj etorias das tensdes principais ou linhas isostaticas a curvas tais
gue suas tangentes e normais, em cada ponto, estejam nas diregdes principais nesses mesmos
pontos.

E claro que essas linhas isostéticas formardo uma rede, cruzando-se, duas a duas, em
angulo reto em cada ponto, como se V&, a titulo de simples exemplificacdo, na Fig.541-3,
onde se apresenta 0 caso de uma viga em balanco, de secéo retangular, carregada na ponta.

Notem-se as isostaticas de tracdo (em linhas cheias) e as de compressdo (em linhas
pontuadas), as quais se cortam em angulos retos, passando pela fibra neutra sob angulos de
45°,

A determinacdo da rede de isostéticas € um dos problemas que interessam ao estudo

experimental do comportamento de pecas sob a acdo de forcas exteriores, particularmente
guando esse estudo se faz com auxilio dos métodos foto-elasticos.

Fig. 541-3
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5.4.2 — O dimensionamento e a verificacdo da estabilidade das pecas fletidas

De tudo o que se viu em 5.4.1 conclui-se que a aceitabilidade de uma peca sujeita a
flex&o simples, isto € sujeita aos efeitos combinados do momento fletor e da forca cortante vai
depender, no que diz respeito &s tensdes :

a) dastensdes normaisS Sou S' referentes aos elementos de secéo reta do prisma nos
pontos mais afastados do eixo neutro da se¢do em que esses valores sejam maiores. Nas pegas

de secdo constante secles serfo as de maiores momentos fletores, M .
Para 0 dimensionamento ser&o determinados os médulos We e W' que permitam &s
tensdes SSe S' nessas seces ndo ultrapassarem astensdes S e S c__convenientemente

T adm

adm

escolhidas para os pontos superior ou inferior.

No caso de se ter de verificar a estabilidade de uma peca j& dimensionada calcul ar-
-se-iam os momentos fletores resistentes em conformidade com o que seviu em 5.1.1.2 e em
5.1.1.3, os quais serdo comparados com os solicitantes decorrentes da acdo exterior.

b) das tensdes tangenciaist , que definem os estados de cisalhamento puro ocorrentes
na fibra média, onde S =0.

O maior valor de t, na peca seré posto em confronto com o valor de { xm proprio
do material, dai decorrendo sgja 0 dimensionamento seja a verificagdo. Para pecas de se¢cdo

constante, t, seré calculado para a segéo de maior forca cortante Q .

Note-se que, conforme o sistema estético, as secles a estudar, tendo em vista a ali-
nea a) anterior, podem ser ou N&o as Mmesmas que as convenientes a esta alinea b). Em geral, o
primeiro caso ocorre nas vigas de secdo constante em consolo, pois que, para os carregamen-

tos mais usados, é no engastamento que setem M e Q simultaneamente; nas vigas sim-
plesmente apoiadas, em geral, M e Q ocorrem em segBes distintas.

O critério desta alinea b) é particularmente importante no caso de certos materiais
gue apresentam pequena resisténcia ao cisalhamento, pelo menos em uma direcdo, como é o
caso das madeiras quando se considera a direcéo paralela as suas fibras. Nas vigas de madeira
as fibras tém a orientagdo do eixo da propria pega, direcdo em que se manifesta a tensdo tan-

gencia (tyx)o.

) das maiores tensdes principais ocorrentes em torno de um ponto qualquer da pega.

Conforme se viu em 5.4.1, os efeitos combinados do momento fletor e da forca
cortante fazem com que, em cada ponto, haja uma tensdo principal de maior valor absoluto
gue a tensdo normal referente ao elemento de secdo reta no ponto, salvo 0s casos de excecéo
I& mencionados.

Assim sendo, o critério da alinea a) deste parégrafo que pressuple as maiores ten
sBes normais na peca como sendo as tensdes SSou S' pode ndo ser verdadeiro em certos ca
sos, bastando, para isso, que a influéncia da forca cortante (através a tensio t no ponto) sgja

" Em certos casos a deformabilidade da peca decide de sua aceitabilidade ou limita o seu carregamento.
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capaz de aumentar bastante a diferenca entre atensdo S paralela ao eixo da peca e a tensdo
principal de mesmo sinal. Nesse caso pode acontecer que tensdo principa ultrapasse a

tensd SSou S' no bordo da segéo.

Esse fato em geral ndo ocorre em pecas de seces correntes como a retangular
ou circular e semelhantes, mas costuma ocorrer para as formas de se¢8o que possibilitem o
aparecimento de tensdes tangenciais elevadas em pontos ainda distantes do centro de gravida-

de, quando as tensdes S, decorrentes do momento fletor, ainda s3 elevadas. E o caso das
secoes sob a forma de perfislaminados I , |: , etC.

Como o fato decorre da acdo combinada do momento fletor e da forca cortante, ele
exige a nossa atencdo quando em face dos sistemas estaticos em que, na mesma se¢éo, ocor-
ram momentos fletores e forgas cortantes, ambos el evados.

O critério desta alinea ) é, em gera, levado em conta, apenas, sob a forma de veri-
ficagdo de tensdes em pontos criticos da peca que ja tenha sido dimensionada ou verificada
tendo em vista os critérios usuais das alineas a) e b) .

5.4.2.1 — Exemplos de dimensionamento e de verificacao

Admitiremos, para simplificar, pecas de secéo constante.

1° Exemplo: Pecas de segdo sem particularidades

E o caso das segdes retangulares, circulares e semelhantes. Os critérios das alineas a) e
b) anteriores sdo suficientes.

Suponhamos um sistema estético tal que M e Q sgjam os maiores momento fletor e
forca cortante, ocorrentes na mesma ou em secoes distintas.

Suponhamos como admissiveis as seguintes tensdes:

S am — atensdo normal admissivel na flexéo (em valor absoluto). Sera a de tracdo ou
de compressdo dependente de uma andlise prévia da simetria ou ndo da secéo
relativamente ao eixo médio e do sinal do momento fletor.

{ 20m — tensfo tangencial admissivel (valor absoluto).

Tendo em vista 0 momento fletor a tensdo normal no bordo mais afastado do eixo
neutro serg, em vaor absoluto:

S = @

Uy

" Paratais pegas sera preciso haver uma certa folga nos limites fixados nas alineas a) e b) de modo que, ao verifi-
car os pontos criticos, que ainda sdo mais solicitados, nestes, ndo se ultrapassem as tensdes admissiveis.
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E, tendo em vista a forca cortante, o cisalhamento mais intenso sera:

(= (b)

Ol

&M
<b

? 1O

ax

Para o0 dimensionamento ou a verificacdo de uma pega dimensionada, uma vez calcu-
lados esses valores, bastaria comparé-|os com os admissiveis.

Poder-se-ia, também, operar como segue.
Dividindo (a) por (b) vira

8

b

_ 9 (C)
@hin

M

~| |
1

O|Z|
<l

D0

Por outro lado, consideremos a relacéo
S
F2m=n @)
adm

gue s6 depende do material.

Ora,se S atingir S .m antesde T atingir { o ter-se-&

Sadm

>-t—

adm

0]

e os efeitos do momento fletor sGo mais de temer que os da forga cortante.

Se T atingir { 4m antesde S atingir S ogm Vira

T

]

e os efeitos da forca cortante devem ser os mais temivels.

Se, finamente, S e T atingirem simultaneamente S xm € t qm Vira:

|0
I
0]
8
5

!

e seraindiferente nos preocuparmos com qualquer das duas solicitacoes.
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Grupando e substituindo os valores:

%
Q %

HQ
-|-O:
V

532-1

expressao gue nos permite decidir entre o momento fletor e a forga cortante no dimensiore-
mento ou na verificagao.

Como aplicagéo, suponhamos 0 caso de uma viga simplesmente gpoiada com secdo
retangular, carregada uniformemente ao longo do véo.

Vira
_ qr? _oq
M=— : =
8 Q 2
v=h . @6 _ b _38
T2 Mg, Toh? R
8

onde n é a carga distribuida, ¢ 0 véo daviga, b e h as dimensdes da se¢éo.
Ent&o, se a pecafor de madeira com
S am = 10 MPa

tajm = 0,8 M Pa.
teremos:
0 >
h <
significando que para pecas com vao maior que 12,5 vezes a altura sO devemos temer o nmo-
mento fletor; se ¢ < 12,5h temeremos apenas a forga cortante.

125

Vé-se que arelacéo %

importancia relativa do momento fletor e da forca cortante quanto a estabilidade da peca; ou-
tros fatores sdo a natureza do material, o sistema estético, e a forma da segéo.

entre o vao e a atura da se¢do € um dos fatores decisivos na

Conhecida, entdo, a solicitagdo mais perigosa, restara, apenas, utilizar uma das expres-
sbes anteriores (a) ou (b).

2° Exemplo: Pegas com secOes particulares

Neste caso haver-se-4 de verificar o comportamento de certos pontos criticos tendo ja
a peca dimensionada com folga nos moldes do exemplo anterior.
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Consideremos o caso de uma viga em balango formada por um perfil I40 nas condi-
¢coes da Figura542-1.

Na secdo do engastamento teremos, para /=1, 5h=60 cm.

M =-60P
Q=P

As tensdes normais nos pontos superiores e inferiores da pega e referentes ao plano da

Secéo reta sao:

si _ —-60P _
S™ = 1460 + 0,041P

PSP IRIIIINTY VPP TIII?,
1

T 40: 3, = 29210 cnf' Fig.542-1
M = 857 cn?
d=b=1,44cm

A tensdo cisalhante méxima, sobre o eixo da pega, seré&

P 857
=————=0,0204P
0 29210 144

Consideremos, agora, 0s pontos proximos a juncdo da mesa com a aima do perfil; por
exemplo os situados a 16 cm acima do eixo da peca.
Vir&

S O, 0,03 8

p 857-184

=510 144

=0,016P
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As tensdes principai s nesse ponto serdo:

_ 60,0328 1 2 -0
S &2 151/0,0328 +4x0,016 HP
S, =0,037P
S, =-0,0042 P

onde a tensdo principal trativa é ainda pouco menor que atensdo S*° que normamente seria
utilizada no controle da pega segundo 0 exposto anteriormente.

Se, porém, tivermos um vao mais curto, digamos / = h =40 cm vir&
SS'=+0,0274P

t,=0,0204 P

Para os pontos da juncéo da alma com a mesa, mencionados acima vira

S =0,0219P
t =0016P
Sin = 20’02219 * %\/0,02192 +4x0,016° é P
S| =0,0305P
S\ =-0,0085P

onde atensdo principa S| jaémaior queatensio S °.

Vé-se que, ainda aqui, arelacéo % entre 0 vao e a altura da se¢do tem importancia no

que diz respeito ainfluéncia relativa da forca cortante.

Z . e ~ ~ k

E evidente que, neste Ultimo caso, para que a tensao de comparagdo S referente a0
ponto ndo ultrapasse S, seria preciso ter controlado a peca, atraves S°® com uma certa

adm

folga
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55-VIGAS DE SECAO COMPOSTA

5.5.0-0 problema a resolver

De secéo composta sdo denominadas as vigas formadas pela justaposicéo lateral de
pecas colocadas a trabalhar em conjunto de modo que uma se¢éo se compde de duas ou mais
secOessimples.

O emprego das vigas de se¢do composta se impde, quase sempre, quando se tem gran-
des momentos fletores a cobrir, ndo sendo possivel fazé-lo com pegas de secdo simples; é-se
obrigado a justapor segdes ao longo de toda ou de parte da peca. Em outras ocasifes seu em-
prego decorre da necessidade de se obter formas especiais de secdo ndo existentes como secéo
smples.

De qualquer modo, o principio fundamental do calculo dessas pegas € o de que, tan-
to quanto possivel, elas devem se comportar como uma pega de secdo smples de mesmo
contor no.

Assim serdo, seu calculo comporta dois aspectos.
a) o projeto ou a verificacao da viga como se fosse de secdo simples;

b) o projeto ou a verificacdo dos elementos de ligacdo entre as partes componen-
tes da viga de modo que o principio fundamental sgja acangado. Haver-se-a de levar

em conta a natureza, as dimensdes, 0s espacamentos e a disposi¢ao a dar a esses ele-
mentos.

No que diz respeito ao aspecto da alinea a) supbe-se vaido tudo o que foi explanado
em 5.1, 5.2 e 5.4. Apenas devem ser levadas em conta as reducdes de secao decor rentes do
emprego dos elementos de ligacdo como, também, a experiéncia tem mostrado que uma
certa reducdo deve ser feita nas tensbes admissiveis para atender a impossibilidade de se asse-
gurar um gjustamento perfeito no trabalho das partes componentes. Essas redugdes so objeto
de normatizagdo para os tipos correntes de segdes compostas, e variam com esses tipos.

Assim sendo, 0 nosso estudo quase que se reduz ao dos elementos de ligacdo com o
estabel ecimento das bases para o seu calculo.
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5.5.1 — Calculo das ligacbes

RS2
S

s A

%

Fig.551-1

Suponhamos que se desgje constituir uma viga com a se¢ado composta da Fig.551-1,
formada pela justaposic3o das segdes mais smples © e @,

Segundo o principio fundamental j& exposto, a secdo devera se comportar, tanto
guanto possivel, como se fora de secdo simples com 0 mesmo contorno exterior.

A diferenca, entretanto, que ha entre os dois casos é que, ho caso em pauta, ha des-
continuidade de material ao longo do contorno ABCD, enquanto que, se de se¢céo simples, ao
longo desse contorno o material sera continuo.

Infere-se dai que elementos de ligac8o deverdo ser colocados de forma a compensar a
auséncia de continuidade.

Tomemos, entéo, duas segdes vizinhas, afastadas de dx, em um trecho em que a secéo
composta se mantenha constante. Sobre seus elementos de superficie, e normalmente a eles,

atuardo, em decorréncia dos momentos fletores, astensbes S e S +Cé—§ dx distribuidas -
gundo os diagramas lineares que se véem nafigura.

Considerando, portanto, a por¢ao de prisma elementar de comprimento dx correspon-
dente a uma das partes da secio — a parte @, por exemplo, — verifica-se que em suas duas
faces atuam as forgas horizontais.

_Q _ A\ B 408 4, 0
H qu e H, +dH, Q§§+dxdxads
cujadiferenca
= A\ @S 4§
dH, Q g5 s
serd a forca horizontal, correspondente ao comprimento dx, que devera ser absorvida pelos

elementos de ligagdo, sob pena de as partes @ e @ dedlizarem, uma sobre a outra, ao longo
da superficie que as separa.
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Se, emlugar de considerarmos a parte @, tivéssemos considerado a parte @, chegari-
amos, pelo mesmo raciocinio, a

dH, = Q g8 oo

Evidentemente, em val ores absolutos, poderemos escrever:

dH1 = d‘|2 =aH
Como
as =Y dM 4 52
dx J, dx J
vira
dH = Jgdx ~yds
Q
Note-se que, sendo @ e @ partes complementares da segdo total, se tem, em valor
absol uto:

des :st =M

sendo, portanto, M o valor absoluto do momento estatico, relativamente ao eixo baricéntrico
de toda a secéo, de uma das duas partes da secdo isolada pela superficie de separacéo que
se pretende reconstituir.

Entdo:

dH
dx

M
= 551-|
J Q

onde J, € 0 momento de inércia de toda a secdo composta relativamente ao eixo baricéntrico.

Portanto em um comprimento finito, compreendido entre duas abcissas X, € X1, manti-
da constante a secdo composta, ter-se-a

551-11

gue é proporcional a area do diagrama de for ¢as cortantes entr e essas abcissas.

As expressdes 551-1 e 551-11 resolvem, fundamentalmente, o problema das ligages a
estabel ecer entre as partes a unir; aprimeira, dando a forca de ligacdo por unidade de com-
primento ao longo do eixo da peca, e, asegunda, aforca total para um trecho qualquer.



H.C.Fraz&io Guimaraes/J.A.Avila 111

E claro que se em um trecho de comprimento w a forca cortante for constante viréa:

HW:JLQW 551-111
Z

No caso em que no trecho entre X, € X; Sse empreguem elementos de ligagdo desconti-
nuos, cada um com resisténcia R, o nimero de elementos necessarios no trecho sera
H™
Xo

R

n=

0s quais deveriam ter sua distribuicdo, teoricamente mais acertada, de modo que a cada um
deles correspondesse um painel de carga do diagrama de forgas cortantes com a mesma éarea.

Isso permite concluir que, no caso em que o diagrama de forcas cortantes ndo sgja
constante, o espacamento dos elementos de ligacdo deve ser variavel, ficando mais préximos
uns dos outros quanto maiores as ordenadas do diagrama correspondente a érea atendida pelo
elemento. Quando o diagrama for_constante impde-se a distribuicdo equidistante dos elemen-
tos. Sendo € equidistancia, podemos obté-la de 551-111 fazendo Hy =R, w= €, ou

sga

J, R

€= o) 551-1IV

Nesta expressdo, € € a distancia maxima sob que se poderia distribuir uniforme-
mente os elementos de ligacdo de resisténcia R.

Em aguns casos o problema se apresenta invertido, isto €, dispde-se de uma peca
composta cujos elementos de ligagdo conhecidos e de resisténcia R — estéo separados de e.

Neste caso, cada um deles terd a seu encargo uma forga de ligagdo

obtida de 551-111.
E evidente que se poderater, entdo

Hl R u HkR

correspondendo aos casos em gque uma ou mais das condi¢Bes que definem a resisténcia R
(conforme se viu em 5.2.1.2) sdo ultrapassadas, igualadas ou ainda atingidas.

A fixacdo dos vaores de R, conforme o tipo de ligacdo, jafoi feitaem 5.2.1.2.
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5.6 —VIGASDE MATERIAISDIFERENTES. SECOESMISTAS.

5.6.1 — Apresentacdo do problema. Vigas de dois materiais.

Até agui, no estudo das pegas trabalhando como vigas, temos considerado a natureza
do materia como constante ao longo de suas secdes. Casos ha, entretanto, em que a peca pode
ter sido constituida pela justaposicdo de outras, de dois ou mais materiais diferentes, forman-
do-se seghes mistas.

Vamos tratar, apenas, dos casos mais simples em que hgja dois materiais dispostos
simetricamente em relacéo ao eixo solicitante na se¢do, o qual suporemos ser um eixo de
smetria da mesma.

Suporemos que ndo haja escorregamentos entre os dois materiais durante o flexiona-
mento da peca, isto €, que as suas secbes se mantenham planas apoés a defor macéo.

Entdo as deformacdes aorrentes nas diferentes fibras seréo proporcionais as
suas distancias ao eixo neutro na se¢do mista.

Fixemos a nossa atengdo no caso da Fig.561-1(a) onde suporemos os materiais © e @
com modulos de elagticidade tais que E; < E.

Para que as fibras situadas na regido @ tenham, em valor absoluto, as mesmas defor-
magdes longitudinais que as situadas nas ordenadas simétricas na regido @ serd preciso que
as acles interiores guardem a mesma relacdo dos médulos de elasticidade.

Compreende-se que isso sera equivalente a supor cada fibra de um material, situada
em uma certa ordenada, como equivalente a uma do outro material, Situada nas mesma posi-
¢ao, mas com area de secdo multiplicada pela relacdo dos médulos de elasticidade.

Em outras palavras, reportando-nos a Fig.561-1(a) diremos que qualquer elemento de
area, bydy, do materiadl @ ¢é equivalente a um elemento de &rea do material @, situado na
mesma posicao, de valor

El
E_2 b.dy

Analogamente, qualquer elemento de &rea, bydy, do materia @ ¢é equivalente a um
elemento de area,

E2
E_ bzdy
1

de material @, situado na mesma posicao.

EntZo podemos homogeneizar a se¢io em material @ conforme a Fig.561-1(b) ou em
material ® conforme a Fig.561-1(c).

No primeiro caso bastara tomar as fibras @, de larguras by, modificadas na relagéo
E1/E,; no segundo caso as fibras @, de larguras b, seréo modificadas na relagio Ey/E;.

Isto feito, o problema recai no caso de uma pega de segdo homogénea, devendo-se,
apenas, observar que se a segio tiver sido homogeneizada em @, as tensdes ocorrentes na
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zonade material @ serfo as encontradas nas mesmas ordenadas da se¢io homogeneizada em

@, multiplicadas, porém, pela relacio E./E;.

Se a secfo tiver sido homogeneizada em @ as tensdes nas fibras da zona de material
@ serfo as encontradas nas mesmas ordenadas da se¢io homogeneizada em @ multiplicadas

pelarelacéo E/E;.

Uma vez homogeneizada a secdo é facil calcular a forca de ligagdo H que deve ser

s L3
W

& .

Hﬂ.‘, N 1‘;4 (b)
I — s
'5‘2':1 3

R
)
b 5, (e)
ol g 1
1 A
i S SR (PN M
?2“-.'_ _z"
- —— s 5_ “l_\-. #
| Et—'s,

mantida entre as secBes componentes
da secdo mista para um certo compri-
mento de viga.

Compreende-se facilmente a aplica-
bilidade das expressdes 551-1 e 551-11
de génese idéntica a expressdo 521-11.
Tudo seresume no calculo de M e de J,
pertencentes aquel as formulas.

Quanto a M, seu vaor sera o do
momento estético de @ ou de @ rela-
tivamente ao eixo OZ, médio da -
¢ao homogeneizada. No caso da Figu-
ra 561-1 é mais simples calcular o no-
mento estético daporgio @, e este sera

M= Sy, quando a secdo estiver
homogeneizadaem @ (Fig.b)

ou entdo
M= EES'Zy2 guando a segdo
2
estiver homogeneizada em
® (Fig.c).

Poder-se-ia, também, calcular M partindo da porcio @ :

M= Syy; quando a secio estiver homogeneizadaem @, (Fig.c)

ou entdo
E,

M= =2
E

Quanto a J; sera

Sy, quando aseco estiver homogeneizadaem @ (Fig.b)

E
J, :(Jl)Z+EZ(J2)Z quando a segdo estiver homogeneizada em @
1
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ou entdo

E
J, :E_1(31)z+(‘]2)z quando a segdo estiver homogeneizada em @
2

(Fig.b).
Nestas expressdes (J), € 0 momento de inércia da parte @ em relacio ao eixo OZ e
(%), o daparte @ em relacio ab mesmo eixo.

Finamente restar-nos-a4 mostrar como determinar a posi¢ado do baricéntrico da secdo
mista, que, diga-se de passagem, € 0 mesmo da secdo homogeneizadaem 1 ou em 2.

Ele poderd, pois, ser determinado mediante

M2 _ M
y’= —El (secdo homogeneizadaem @) ou y' = Tl
S1+?282 Sl+?282
! 1
M! _ M!
y* =2 (secfo homogeneizadaem @) ou y'=—=—2—
E,5*S 258,

Em todas essas expressdes Mls2 representa 0 momento estético da area homogeneizada
em @ ouem @ relativamente a um eixo paraelo a OZ passando no bordo superior;
Mlizquando 0 momento estético, nas mesmas condi¢Bes for tomado em relacdo a um eixo

passando no bordo inferior.
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5.7 —CENTRO DE TORCAO NA FLEXAO FORA DE UM PLANO DE SIMETRIA

5.7.0 — Apresentacao do problema

Quando em 5.1.2 estudamos a deformacdo geral de uma haste por influéncia do no-
mento fletor, vimos que, no caso de uma flexdo reta, essa deformagdo se processava no pro-
prio plano solicitante que &, entdo, perpendicular ao eixo neutro na secdo. Em se tratando de
uma solicitagdo contida em um plano de simetria da peca isso € sempre verdadeiro, quer se
trate de uma flex&o pura quer de uma flexdo simples, isto €, quer ocorra, ou ndo, forga cor-
tante acompanhando o momento fletor.

Se, entretanto, o plano solicitante, embora principal, ndo for um plano de simetria a
deformacdo da peca sb ocorrera nos moldes anteriormente mencionados quando ndo houver
forca cortante, isto €, na flexdo pura uma vez que, como se vera a seguir, a existéncia de uma
forca cortante em tais casos daréa lugar a um conjugado de torcdo a menos que se faca o
plano solicitante da peca deslocar-se paralelamente a s mesmo de modo a fazer com que o
eixo solicitante na secdo deixe de ser um eixo baricéntrico e venha a passar por um ponto de-
nominado centro de tor ¢ao na secéo.

Quando em casos como esses 0 eixo solicitante na secdo ndo venha a passar pelo
centro de torgdo, a deformacédo da pega deixara de ter lugar no plano das cargas e as
tensdes nor mais ndo se distribuirdo mais como havia sido encontrado, isto €, propor cio-
nalmente as distancias de cada ponto da se¢éo ao eixo principal perpendicular ao solid-
tante.

No estudo que vamos fazer da determinacdo do centro de tor¢&o, vamos nos limitar
aos casos de secdes sob as formas de perfis onde o problema se torna mais importante.
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5.7.1 — Secbes com um eixo de simetria

Pelo que se acabou de explanar, o eixo de simetria ndo sera o eixo solicitante; este serd
o perpendicular aquele.

Comegaremos pelo caso de uma se¢do como a da Fig.571-1 solicitada num plano pa-
ralelo ao eixo OZ.

S el

o }
;-
B C, ,O r” J
43,
] |
| Vg
Fig.571-1

Para que ndo hagja torcao, isto €, para que a deformacéo da peca tenha lugar num plano
paraelo a OZ, as duas mesas do perfil dever&o sofrer a mesma deformacdo, o que sO podera
acontecer se, supondo-as independentes uma da outra, vierem a receber cargas proporcionais

a0s Seus proprios momentos de inércia J'y e J"y :

Essa condicéo sera satisfeita se 0 plano das cargas passar pelo ponto C, tal que

he _ ﬁ 571-1
he ™ J¢

O ponto C é o centro de tor¢do da secao.

Vé-se que o plano do carregamento devera ser deslocado do centro de gravidade o
para o lado da mesa de maior momento de inérciaindividual.

A validade do raciocinio feito estéa no fato de que, para a secéo em pauta, a forca cor-
tante é absorvida, na sua maior parte, pelas duas mesas do perfil paralelas ao plano do carre-
gamento, ndo se tendo considerado a contribui¢cdo da alma do perfil, no caso, pequena

No caso limite em que uma das mesas do perfil desapareca, ficando-se com uma se¢éo
como a da Fig.571-2, vemos gue o centro de torcdo C tende para o centro de gravidade da
mesa por onde deve passar 0 plano das cargas para que a flexdo néo seja acompanhada de

torcéo.
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Fig.571-2

Tratemos, agora, do caso de uma secéo [(muitas vezes denominada secéo em canal)
solicitada no plano que contém o eixo Y (Fig.571-3).

Javimos em 5.2.1.3 como calcular as tensdes tangenciais paralelas a alma do perfil, ou

seia, astensdes Ty, as quais ddo lugar a forgas elasticas tangenciais verticais cuja somaiguala
aforca cortante e que, na sua quase totalidade, se distribuem ao longo da alma do perfil, pou
co contribuindo as mesas do mesmo.

Enquanto ao longo das mesas as tensdes {4, sfo negligencidveis, assim ndo acontece

com as tensdes 1., a elas perpendiculares, que, nessas mesas tém valores apreciaveis como
veremos.

Para constatarmos esse fato consideremos um trecho de mesa compreendido entre duas
secOes vizinhas, distantes entre si de dx, limitado por um plano mmCnn0 paraelo a ama
(Fig.571-3).

Admitindo gque tudo estegja disposto de modo que a flexdo ocorra em tormo ao exo Z,
asduasforcas elasticas— H e H + dH — atuantes nos planos das segdes retas da peca e cor-

respondentes ao trecho de mesa considerado, ser&o tomados todos os elementos em valores
absolutos:

H:JM\dS

z

M +%—'\)/(|dx N
HdH = —&— fys
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Fig.571-3

Nestas expressdes as integrais representam, em valor absoluto, 0 momento estatico da
area hachurada relativamente ao eixo Z.

E claro que sendo M varidvel, isto € havendo forca cortante, essas duas forgas hori-
zontais serdo diferentes, o equilibrio s6 sendo possivel gracas as forcas elasticas a elas para-
lelas e atuantes ao longo da superficie mm'nn’. Desde que a espessura t da mesa néo sga

muito grande, as tensdes cisalhantes t . que Ihe correspondem poder&o ser supostas constan-
tes a0 longo do elemento de superficie mm'nn’, isto é

dM dx
ds = t
dx JO

ou entéo

_Q
N i @

onde todos o0s elementos, repetimos, sdo consider ados em valor es absolutos.

Nesta expressdo (a) aintegral que representa 0 momento estatico da area tracejada em
relacdo ao eixo Z, vai crescendo a proporcdo que consideramos o plano mm'nn’ mais e mais
proximo da ama do perfil, isto &

- seu valor absoluto é proporciona ad;
- as tensdes tangenciais t «, horizontais e ocorrentes ao longo dos elementos de super-

ficie das mesas, vao crescendo linearmente de zero, na borda das mesas, até um vaor
méximo que podemos supor ocorrer no eixo daalma, isto é, a distancia b da borda.



H.C.Fraz&io Guimaraes/J.A.Avila 119

Entdo

[ ) =)= 2 ©

Assim, em cada mesa, haverd uma forca elastica tangencial, perpendicular a aima do
perfil, cujo valor absoluto ser&

-3k, -

z

Vé-se, desse modo, que para se ter a deformacao da peca fletida em um plano paralelo
a0 eixo QY, as tensdes tangenciais despertadas ao longo da secdo déo lugar as seguintes for-
cas elasticas:

- duasforcas L perpendiculares ao €ixo Y decorrentes das tensdest ,, nas mesas
do perfil, dando lugar a um momento de torgdo L h;

- umaforga Q paralela ao eixo da alma decorrente das tensdest ,, a0 longo dessa
mesma ama.

Evidentemente esse grupo de forcgas elésticas € equivalente a prépria forca Q passando
em um ponto C auma distancia c do eixo da ama dada por

571-11

O ponto C éo centro de torcdo da secao |: :

Como novo exemplo trataremos, agora, do caso da se¢do em cantoneira de abas iguais,
como se vé naFig.571-4.
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Para um caso como esse, supondo o plano solicitante perpendicular ao eixo de simetria
OZ, um raciocinio idéntico ao anterior nos leva a concluir pela existéncia de tensdes tangen-

ciaist (que suporemos iguais ao longo de mn) paralelas as proprias abas, as quais poderdo ser
obtidas ainda pela expressdo (a) do caso anterior, ou

_Q X
—qods

onde, ainda, todos os elementos sdo considerados em valores absolutos, sendo que a integral
representa 0 momento estatico da area hachurada relativamente ao eixo OZ.

Ao longo de mn, situado a distancia d da ponta da aba, ter-se-&

eentdo

t :@(zjb- dz) (d)
z
O valor méximo, parad=Db, ser&

max

b2

t :@ L ©
z

ocorrendo na ligacéo das duas abas.

Essas tensdes tangenciais, variando de zero a tmax em cada aba, ddo lugar, em cada
uma delas, a uma forca resultante, tangencial, L, como se vé nafigura, e, cujo valor é

b b
L :(\)ttd = ‘EJQt (‘JZbd- d*)dd

gue conduz a

3
ng Qb 0

Como em cada aba hd umaforca L e a resultante de ambas deve ser igua a forca cor-

tante Q, conclui-se que 0 centro de torcdo estd em C, na intersecdo das linhas médias das
abas.
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5.7.2 — Secbes sem eixo de simetria

Até agora as segdes estudadas apresentaram um eixo de simetria, 0 que permitiu fixar
a posicao do centro de torcdo mediante a determinacdo de uma s coordenada, medida ao lon-

go desse mesmo eixo.

Quando, porém, ndo hd um eixo de simetria sdo necessarias, em geral, duas coordera-
das parafixar aposicéo do centro de tor gdo como nos mostra o exemplo da Fig.572-1.

Trata-se de uma secdo em canal com abas desiguais de modo que os eixos baricéntri-
cos Om e Op, paraelos respectivamente as abas e a dma, ndo sdo principais, ndo havendo na
secdo, nenhum eixo de simetria.

Para fixar a posicdo do centro de torcdo procuraremos, neste caso, determinar suas
coordenadas m, e po, procedendo de uma forma andloga a que adotamos no caso da
Fig.571-3.

*Ljr%’ Z Ry
P s o\ e
!-ij_m.—.J

Q ()

[

Fig.572-1

Considerando a solicitagdo contida num plano paralelo a alma, ou sgja, ao eixo Op.

Havera tenses tangenciais T, a0 longo da alma dando lugar a forgas elasticas equi-
valentes a Q, e tensdes tangenciais I xm paralelas as abas dando lugar a duas forgas L, iguais e
de sentidos contrérios em cada uma das abas as quais produzem um conjugado de momento
L h. Estas forgas L tém, respectivamente, os sentidos de D paraE e de B para A quando Q,
tiver o sentido dafigura.

Ter-se-, entéo:

Q e+ Lh
mosz— (9
p
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Para obter o valor de L consideraremos uma porcdo da mesa inferior (poder-se-ia ra-

ciocinar com a superior) compreendida entre duas segOes vizinhas, afastadas de dx, e limitada
por um plano situado a distancia d de sua extremidade.

Nas duas faces dessa porcdo (a hachurada da Fig.572-1 e a sua correspondente na se-
¢ao vizinha) ocorrerdo forgas elésticas H e H+dH em decorréncia das tensdes normais da
flexdo, sendo, de acordo com 511-XVII

.Y _ M & N N 9
H —Gds— —Jme_ Jrznp ng Ods Jmp(TdSB (h)

Nesta expressao

(\Bds:- at d

do 3@12

=td&h - edbd—
Q= e 58 G v ne

dH
dx

{ mx et xm pelo que, para calculd-la, vamos diferenciar a expresséo (h). Notando que

Evidentemente € a diferenca = ~dx entre aquelas forcas que vai dar lugar as tensdes

dMm ., —
Ix dx = dex
e feitas as substitui¢cdes dos valores das integrais anteriores chega-se a
Q,dx ¢ 2
dHg o " S ad-J t & +ed- b
dx JJ_JZ ép 1 mplgz 1@
m p mp

Como, em valores absol utos, deveremos ter

dM _
ax =t o e

dx
vVir&
Q 2
t =t —eJad J ?—+ed bd%
xXm mx J J J ép 2 m

A forca L serdento:

b, Qpbst, €

b, ¢
L=t(\j dd=_P11 Qa5 _ 3 & _1 0]
1 2 X
3T @ ’“péz 37

NN
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Como aforga cortante Q, € equivalente as forgas elasticas despertadas na alma do per-
fil, o momento de todas as forgas el asticas relativamente do baricentro €
I b2t h € b, ol
| 171 A %o 1
Q e+Lh=Q je+ ————€23 -J C=. =*
P P.. .12 a2’ “mpg2 35y
1 Jindp = Iy & & %

Isto indica que o plano paralelo a ailma, em que devem agir as for¢as de modo a néo
haver tor¢do, passa por um ponto C situado a disténcia m, obtida da expressdo anterior e de

(9):

b’th € & b o
m=e+—11 837 . J_GZ- =7 572-
° Inds -2 62 ° P2 3

Nesta expressao Jnp deve ser considerado em seu valor absoluto.
Quando as duas abas forem iguais, 0s eixos m e p se confundem, respectivamente,

com 0s €eixos principais, caso em que Jnp=0 e a= 2 Chega-se a0 mesmo resultado expresso

naférmula 571-I1.

Resta determinar, ainda, a coordenada p, para 0 que suporemos o plano solicitante
paralelo as mesas, isto é, paralelo ao eixo Om.

Neste caso, seguindo um caminho idéntico ao anterior, teremos sucessivamente:

_ M
S =- 37 .7 (J,,m - mep)
p m pm

H - Gds— - _32 ——J_ Ods meods)

As integrais do parénteses sG0 as mesmas ja encontradas anteriormente pelo que,
substituindo seus valores e calculando a diferencial %—')'(' dx daforca H correspondente a por-

¢do hachurada da mesa inferior vird, em valor absoluto:

dx é 2
dH g = _ O @J Jmtl?'_+ ed - b d¥
dx Jme 8 2 7

Como deveremos ter

dH _
d—xdx = tmx tdx
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ecomo t m =t mx, ter-se-d em valor absoluto

€ &y o)
Xm:JJ -J2 g']pmad_ Jmé?-l-ed_ bld%

gue nos da os valores das tensdes tangenciais, paralelas ao eixo Om, na mesa inferior. A elas
corresponderd uma forga L', nessa mesa, de valor:

- by b’t, € b, &
L=z eine, 20 8. 2%
JJ -2 8 &

p m  “pm

Na outra mesa havera uma outra forca L° cujo valor poderiamos calcular identica-

mente, mas que ndo precisamos fazé-lo neste caso, devendo o grupo das duas - L' e LS — ser

equivalente a Qn, bastar-nos &, parater a posi¢éo do centro de tor¢édo por onde devera passar
alinha de acdo de Qn, tomar os momentos em relagdo a um ponto — como o ponto B — por

onde passara L°,

Antes de fazé-lo observaremos que L' e LS que ndo se acham representadas na f-
gura, bem como Q, so paraelas e de mesmo sentido.

Entdo:
Qu(pp+h-a)=L'h

ou

b2t e b, &
P, 1 12 @me%' nggl:u (h- a) 572-11
Jp9n = Jom 8 z

Aindaagui J,m € tomado em valor absoluto pelo que pode ser substituido por Jmp.

Quando as duas abas forem iguais tém-se =0 e a:g com o que, calculados J, e a

disténcia e, chega-se a um valor nulo para p, como seria de esperar.

Abordaremos, agora, 0 caso da segéo—|_ .

Considerando em primeiro lugar, Fig.572-2, a solicitagdo contida em um plano para-
lelo a0 eixo Om, isto €, as mesas, as parcelas da forga cortante correspondentes a cada uma

destas serdo iguais e de mesmo sentido, seu valor sendo %Qm .

Isto indica que o centro de tor¢do deve se encontrar sobre o proprio eixo Om.
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Fig. 572-2

De outro lado, ao considerarmos a solicitacéo paralela ao eixo Op, verifica-se que ndo
ha nenhum motivo, atendendo a prépria configuracdo da secdo, de o centro de torcéo se en
contrar mais para a direita ou mais para a esquerda do ponto O sobre 0 eixo Om (como ja se
Viu que estava).

Conclui-se, entdo, que o centro de torcdo da secéo € o proprio centro de gravidade o.

Estendendo-se as conclusdes anteriores aos casos de se¢fes constituidas por elementos
retangulares cujos eixos se interceptam num ponto C, Fig.572-3, diremos que a forca cortante
devera passar por esse ponto que, entéo, € o centro de tor¢do da secao.

| | l

== U
1 " b d 1 ]
(a) (b) , (e)
| I
I I
Fig.572-3

Para concluir, diremos que no caso de se ter uma flexdo em vigas cujas segdes néo
sgjam simétricas em relacdo ao eixo solicitante, essa flexdo sO serd simples, isto é, sem torcéo,
Se as cargas exteriores, aplicadas ao longo da peca, passarem pelo lugar geométrico dos cen
tros de tor¢do, lugar esse que é 0 eixo dos centros de tor ¢cao.



