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IV.5 — Solugé&o de Treligca Plana Visando sua Implementagdo Computacional

O exemplo roteirizado a seguir busca a apresentacdo dos passos e metodologias a serem
adotados no tratamento de modelos estruturais planos, visando sua solucao através da obtencéo
de seus diagramas solicitantes.

Seja a trelica plana, cujo modelo analitico € apresentado abaixo:

E=200x10°kN/m’
A=0,0015 nT

s

1,5m

20kN l 45kN

2,0m
Para resolvé-la, serdo adotados os seguintes passos:

1 — Numerar os noés e elementos do modelo analitico da estrutura;

3

1 @

Numerar os graus de liberdade da estrutura no referencial global, seguindo-se 0 n® dos nés

independentemente das condi¢des de contorno;
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2 — Escrever as equacdes de equilibrio de cada elemento no referencial global; as coordenadas
locais podem ser numeradas apenas até 4 (nimero de GL do elemento geral de trelica plana),
visto que pelo processo da rigidez direta elas serdo utilizadas somente na analise particular de
cada elemento.

Elemento n° 1;

U,F UaFa
Y
T—:»UW’E J N Uz, F3
(@)
X
u,f, u,,f,
T =0 T
H—UW’fW . u3’f3

(a) Elemento n°1 segundo as coordenadas globais;

(b) Elemento n°1 segundo as coordenadas locais.

Equacéo de equilibrio do elemento:

{f = [<e]od
0 [Re]dA = [Ke]{Re d
07 =Re]" k] [R] dd
07 =Re]" K] (R dd

onde,
0dcosa sena 0 O O@@ o0 0 0O 01 0 -1 00O
0 0 0 0 0
[RE]zmsena cosa 0 0 D:%) 10 ODe[ E]=ED0 0 OD
O 0 0 cosa senall [ 0 1 oO L, -1 0 oQ
E 0 0 —-sena cosa% %) 00 1% EO 0 OE
0 0

S RH_EAR0 0 0 of 2@

s Ly +1 0 1 OE 3[]

B:4E M 0 O ODBJ4E

sendo [KS] = [RE]T [[;KJ [ﬁRJ a matriz de rigidez do elemento no referencial global.
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Elemento n° 2;

L.
T u,f,
- U5'F5 \
ki
f u,.f,
X (@) HarFa (b) o
T_}USFS u1'f1\ i
uz,fz/
(a) Elemento n°2 segundo as coordenadas globais;
(b) Elemento n°2 segundo as coordenadas locais.
Matriz de rotagéo do elemento:
Dcosa sena 0 0 0 +08 06 0 0
[ ] DsenO( cosa 0 0 B 506 -08 O 0
0 cosa senald 0O 0O -08 06
E 0 0 —-sena cosa% E 0 0O -06 -08

Matriz de Rigidez do elemento no referencial global:

[ke]=Re" fxd] [R]

0064 -048 -064 048 [
_EA E 048 036 048 - 0,36%
"L, 3064 048 064 -0480

Ho48 -036 -048 036 O

0 ke

Equacéo de equilibrio no referencial global:

D064 ~0,48 -064 048 i
EAZ048 036 048 -0361
0 =
# = L, D—064 048 0,64 —048EtM
Eo,48 ~036 -048 036

[
[
[]
H
O
O
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Elemento n° 3:

UB: I3 uS’fS T
—:\-U5,F5 U4,f4 -
Y
(a) ()
X
u1’f1 :90D
TUQ,F2 T €\a:
H_.UF Ufy e bl

(a) Elemento n°3 segundo as coordenadas globais;

(b) Elemento n°3 segundo as coordenadas locais.

Matriz de rotacdo do elemento:

Dcosa sena 0 0O OO0 1 0 00

[ ] DsenO( cosa 0 0 S:S—l 0O O OE
0 cosa senol 0O O O 10

E 0 0 —-senda cosa% EO 0 -1 OE

Matriz de Rigidez do elemento no referencial global:

kel=[Re]" ik (R

0oQ
.0

15
o
19

o —» O

o e)-E4

2

RS =

o O O o

Equacéo de equilibrio no referencial global:

M 0 0 0[

0

EA®D 1 0 -1

UJ e g— ]
G LD 0 O ODBM

9 -10 1F
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3 — A partir da contribui¢cdo de cada elemento, formar um Unico sistema de equacdes de equilibrio

relativo a estrutura.

Contribui¢éo do 1° elemento:

[F, O 05 0 -05 0:0 00OU,0

0 [J ! O 0
. B8 05 0 05 0:0 OOAJAB
*O=EA | °g
8:4D n0._..0 0 _0:0 Og¥ig
[F. O 0o o o o o obfyb

O O

FH B0 o o 0 o0 ogfkLE

Ou ainda analisando as contribuicdes no referencial global apenas na matriz de rigidez elementar:

(RO 005 O U, 0
0 0

HEZQZ a0 0 0 0(2) 2@

F.0 1305 0 05 0O .0
0 0

#H Do o H.B

F O M 0 O 0 0 0 0,0
O 0g, 0
g 00 0 0 0 0 gy
m%_EA % 0 0256 -0192 -0256; 0192 Eﬂ%js%
20 0 -0192 0144 0192 §—0,144D 20
[F. O D 0 -0256 0192 0,256 ;—0,1928 O
+.H .o o012 -01aa -0102} o1aa BHH
Ou ainda,
[F, 00,256 -0192 -0,256 0,192 s
+, EE— 0192 0144 0192 -0144

O
@:EA

B&,D Ero,zse 0192 0256 -01920
H 00192 -0144 -0192 0144 [

OBOMONO
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Contribui¢éo do 3° elemento:

F, 0 ® 0 {00 0 %mlm

O ! i _ O
£ B_oee7io oo -os678 .5
m%_EA M O 000 O B[gjs%
4[] E%)O 00 ,OOD 4[]
RO %) 0O 000 O EEUSD
6 ) __TMDO0 [ i i ______ ASAS L E 6

0667/ 0 0 0 0667

Ou ainda, analisando as contribui¢cdes no referencial global apenas na matriz de rigidez elementar:

(RO 005 0 -05 00 _ U,
0 0
HEZ@:EA 0 0 0 of 2@
F.g 1305 0 05 OO .0
0 0
ifl= o0 0 0 0g FUsH

Obtendo-se, por fim, a equacao de equilibrio do sistema global:

+, 0 J0 0667 O 0 0 -06675 U,

. B [+05 0 0,756 -0192 -0256 0192 O[J,HB

*O=EALD 0 ° 0

0 0o 0 -0192 0144 0192 -01445{ Y,

[F. O 0o 0 -0,256 0192 0256 -01920L0y 0
O O

E%E 5O -0667 0192 -0144 -0192 08118 QJGE

4 — Aplicar as condicBes de contorno cinematicas e estaticas (deslocamentos e forcas nodais

conhecidas);

OF=? 0 U, =00
Rt R
TSI s
OF,=2 O U, =00
EF6=?E Q‘JG=OE
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Assim, o sistema passa a ser:

0 -05 o 1 0 0 0OooQ

______________________________________________ e R -
0,667 0 0 0 -0667 U,

O B 05! 0 0,756 -0192 {-0256 0192 OHJ,H

4

0
~0667 0192 -0144:-0192 0811F Eo

Nota-se que a matriz de rigidez da estrutura, desconsiderando-se as condicbes de
contorno, é singular (ndo-inversivel). Por exemplo, observa-se que a ultima linha é combinacéo da

22 com a 42 linha.
Para a imposicdo das condi¢des de contorno, citam-se dois métodos:

a. Reordenacao das equacdes:

Para facilitar, o sistema pode ser reordenado da seguinte forma:

+200 00,667 0 0 ! 0 0 -066701U,0
0, O O ! 0g, o
00 g g O 0,756 —0,1925—0,5 -0,256 0192 7 s
B 450 0 0 -0192 0144 ! 0 0192 -01440(J,H
[ D=EAL- e et L oo TH°H
O O | O —0,5 O i 0,5 O 0 DDO O
R, O B 0 -0256 0192 { 0 0256 —0,1928 o O
ERG E 0667 0192 -0144: 0 -0192 0811 Eo E

gue corresponde aos dois seguintes sistemas:

0200 0667 O 0 Do,
Ho H=eat o o786 -019251,
Ha4s4 Ho -0192 0144

(.

4

0 o -05 0 0w,
—EA [% 0 -0,256 0192 BEEJ3
50667 0192 -01445H

(R,
B?s
R

6

(.
(.

4
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b. Técnica dos Zeros e Um:

Esta técnica utiliza o seguinte artificio numérico que evita a reordenacdo das direcdes

nodais:

* para cada equacao relativa a uma direc¢ao restringida m, faz-se:
k€],, =0; m#n (inham)
[KGvam =1; (coef. da diagonal principal)
I_KGJn,m =0; m#n (colunam)

Desta forma obtém-se o0 seguinte sistema de equacdes:

00 O 10 0 0 0 ogOooQO
e e oepns e oo} -
=200 0 08670 0o o UL
50 0 ! 0 0756 -0192 10 OOFJ,Q
i D=EAE%) : DG N
450 | 0 -0192 0144 {0 Oflp
Oo U b 0o 0 0 1 odUopO
0 | N
EO E B 0 0 0 10 1 505
que corresponde a:
200 0667 0 0 O

0.0 oo
50 D_EA[E 0 0756 -01927

H- 45H 50 -0192 0144 H

ccc
I

5 — Célculo dos deslocamentos globais da estrutura:

Os deslocamentos globais podem ser calculados pela solugcdo dos sistemas de equacgdes

obtidos pela imposicao das condi¢Bes de contorno, para ambos os métodos apresentados:
0-200 [0,667 0 0 O0Wy,0
do H=eatd o o7s6 -019251,1
H- 45H Ho -0192 0144 HHJ,H
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6 — Calculo dos Esforcos

A partir dos deslocamentos globais, obtém-se os deslocamentos locais pela aplicagdo das
matrizes de rotacao dos elementos:

{t =[Re]dY

Com os delocamentos no referencial local, é possivel obter os esfor¢cos a partir da equagéo
de equilibrio:

{g =lk]dd

Esforcos do 1° elemento:

(5,0 01 0 -1 00@ 0 O 000 D
5.0_EA{P 0 0 05 10 i lomo
.0 LE10 1 odD 0 1 00 -4000"
E5.H Eo 0 0 OE 00 155—1575EL039
60

N [

1
F
D]:II:II:IIII:I:II:I
DIJI:‘I:II:I:II:I

£

I

Analisando as coordenadas do elemento n°l, verifica-se que, para o carregamento

aplicado neste exemplo, o esfor¢co normal € de 60kN de compresséo (-60kN):

0

—= B0 -60
3 £ -

De forma analoga, obtém-se os esforcos de 75kN de tracdo no elemento 2, e de 20kN de
tracdo no elemento 3.
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7 — Célculo das reacgbes de apoio

Caso tenha sido utilizado o método da reordenacédo das equagfes para a imposi¢do das
condicdes de contorno, as reagdes podem ser obtidas através da substituicdo dos valores dos

deslocamentos globais (ja calculados) no sistema de equagdes obtido:

m,O0 00 -05 0 0O,
R.O=EACH 0  -0256 0192 1,
R HH

0667 0192 -0144

(.

4

Se o método utilizado for o das técnicas dos zeros e um, as reacdes ndo podem ser
calculadas diretamente pela perda de informagOes ocorrida ao se “zerar” as linhas e colinas

restringidas.

As reacgbes podem entdo ser calculadas pela acumulacdo (num vetor {R}) dos esforgos

locais rotacionados para o referencial global, para cada um dos elementos conexos ao apoio:

R=YR] ds

Os valores das reacdes sao, portanto:

|

60 D
60 DkN

65 H

(R,
H?s
R

6

1 I:II:II:I
QI:J

(I



