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1.6 — FORMULACAO DAS MATRIZES DE FLEXIBILIDADE E RIGIDEZ EM TERMOS
DE ENERGIA

[1.6.1 — Trabalho, Energia de Deformacéo e Energia Complementar de Deformacao

Defini¢des:
dt =R, xdr, b trabalho ou energia de deformagéo;
dt. =r,xdR, P trabalho ou energia complemetar de deformagéo.
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“Simplificadamente, pode-se entender Energia de Deformacdo como o trabalho
acumulado por uma estrutura ao se deformar”

&

P U=t= (‘9 P>xdu ou para esforcos de momento, U=t = 61M>dq
U =

M

p Q gxdM

U, =t,=QudP ou, U =U, =t,

Para estruturas lineares e elasticas: U = Uc

“O trabalho complementar é representado pela area entre a curva carga-deslocamento e
0 eixo vertical. Ele ndo tem um significado fisico ébvio como o trabalho t, mas no sentido

geomeétrico, consiste no complemento do trabalho de deformacéo t porque completa o
retdngulo mostrado no gréfico citado.”
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[1.6.2 — Teoremas de Castigliano

Avaliando-se a energia de deformacgédo acumulada por uma mola simples ao se
estabelecer progressivamente um deslocamento x, tem-se:
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Para a estrutura composta de duas hastes com solicitacéo axial, obtém-se:
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1° Teorema de Castigliano:

“A derivada da energia de deformacdo U em relacdo a um dos deslocamentos f
fornece a acdo mecénica R; aplicada na direcédo desse deslocamento.”
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Logo, sendo o coeficiente de rigidez kj, por definicdo, a for¢ca na direcdo i por

o : R
deslocamento na diregéo j, ou seja, 11"— k;, pode-se obter os valores de cada um dos
r
J

coeficientes de rigidez da estrutura através da dupla derivacdo da expressao da energia
de deformacéo:

P k= fu e k; :ﬂZU
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Assim, para a estrutura composta de duas hastes sob solicitagdo normal, tem-se:

— T°U - E.A, + E.A,

P k=
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Avaliando-se agora a energia de deformacdo complementar acumulada por uma
mola simples ao se aplicar progressivamente uma forca P, obtém-se:
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U =P = ‘P>d)>dP:%d><P2

Avaliando-se agora, para a estrutura composta de duas hastes com solicitacéo
axial, obtém-se:
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2° Teorema de Castigliano:

“A derivada da energia de deformacdo complemetar U em relacdo a uma das
acOes mecanicas R; fornece o deslocamento na direcdo dessa acdo.”

P Mzr1 e e =,
TR,

Logo, sendo o coeficiente de flexibilidade f, por definicdo, o deslocamento na

. L : qr.
direcdo i por forca na direcédo j, ou seja, ﬂ?'=f
j

j» podem-se assim serem obtidos os

valores de cada um dos coeficientes de flexibilidade da estrutura através da dupla

derivacdo da expresséo da energia de deformacéo, agora em relacéo & forcas:

BT U

i e f; =
RIR, R

Assim, para o caso da estrutura composta de duas hastes sob solicitacdo normal, tem-se:
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[1.6.3 — Exemplo da Viga Engastada e Livre (elemento de viga)

Obter a matriz de rigidez da estrutura abaixo pela energia de deformacao e pela
definicdo dos coeficientes de rigidez:
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Res Mat

onde v(x)° expresséao da elastica (deformada).

7+
a

L
U=t = M| =(‘§EJ
0

4,
A partir da equacao da elastica da viga EJdeL(j() =q,, considerando-se que a
X

estrutura ndo possui cargas ao longo de seu comprimento (apenas nos nds), ou seja,

d, =0, e que as condi¢des de compatibilidade cinematica nos apoios da viga sao:

dv
=0)=0 —(x=0)=0
vix=0) 2 (x=0)
e em sua extremidade sao:
d
v(x=L)=u, d—z(x:L):-u2

pode-se obter a equacao da elastica em termos de x.
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A integracdo direta da elastica fornece o seguinte polinébmio do 3° grau:
v(x)=ax® +bx? +cx+d

onde as 4 constantes de integracdo podem ser determinadas pelas condicbes de
contorno cinematicas:

v(x=0)=0 b d=0
Nix=0)=0b c=0

dx

vix=L)=u, b al® +bL?* =u,

Fx=t)=-u, b @ eDL= 1,
X

Substituindo as constantes de integracdo na equacéo da elastica, e integrando a
expressao do trabalho diferencial de deformacéao, obtém-se a expressao final da energia
de deformacédo em termos dos deslocamentos:

6EJx L2u?0
U= T +Louou, + =
7]
Logo,
2
b Iy = 1Y -1
Tu; L
f°U  6EJ
P k12:k21: = 2
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[1.64 — Obtencédo Matriz de Rigidez do Elemento de Portico Plano

Obter a matriz de rigidez da estrutura (elemento de pértico plano) e sistema de
coordenadas abaixo, utilizando-se do 1° Teorema de Castigliano:
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Inicialmente deve-se lembrar que na teoria elastica linear os deslocamentos e
rotacoes sao considerados pequenos e, por isto, os efeitos de 22 ordem podem ser

desprezados, ou seja:
kl2 = k13 = k15 = k16 = k42 = k43 = k45 = k46 @

isto é, desprezam-se os esfor¢cos axiais despertados pela imposicdo dos deslocamentos
Up, U3, Us € Ug, €, Naturalmente, as relagdes reciprocas:

k21 = k31 = k51 = k61 = k24 = k34 = k54 = k64 @)
Por simetria, tem-se:

l(32 = k23; k52 = k25; k62 = k26; k65 = k56 ; I<53 = k35; k63 = k36 )

Para garantir o equilibrio nos nés, tem-se ainda as seguintes relagdes:

52 22 ! 25 55

k., =-Kk k.. =-k
kss :'kzs ; k26 :'kse
kez :'k3z+k22>1- ; k35 :-k65+k55>4‘
K., =-K..+k.X ; K. =-k +k. %
k.=-k k., =-k

36 66 56

63 33 23

41 11 ) 14 a4

A esta altura, observa-se que com todas estas relacdes apesentadas é possivel
obter todos os coeficientes ndo nulos da matriz de rigidez em funcéo de apenas 4 delas:

kll’ k227 k33 € k23'
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Pela Resisténcia dos Materiais

tem-se que as equacOes diferenciais da elastica

Sao:
idu _ ]
idx2 %
: d4v :q_y
fdx* EJ,
Y, -V
o q,(-)
— s - g e }X,u
v(X) q
Uulx ¥
_ 4 -ﬁie (x) 7

Considerando-se o0 elemento sem carregamento ao longo de seu comprimento
(somente nos nods), ou seja, q, =g, =0, tem-se:

e =0 b v(X) =
2
jxlz‘ =0 b uX-=

As condicbes de contorno cin

aC+bx¥+cx+d

ex +f

ematicas podem ser expressas em termos dos

deslocamentos nos nds, segundo o sistema de coordenadas estabelecido:

u(x: ):ul
v(x= )=u2
Yix=0)=u,

dx

u(x:L):u4
v(x=L):u5
d
Tle=L)=u,
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Substituindo-se nas equacgdes u(x) e v(x), obtém-se os valores das constantes de
integracao em fungao dos deslocamentos u; :

p U(X) =u + (u4 - ul)%

.2

.3
9 +(- 3u, +3u; - 2u,- Lus)ge—(g +U,X +U,
eLo

p v(x)= (2u2 - 2ug +Lu, +Lu6)g+
eLo

‘e aug

1
LAl gy udx
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Substituindo-se as funcdes de deslocamento u(x) e v(x) obtidas anteriormente, e
integrando a expressao da energia, tem-se:

EA

£ 6
b U= I(u4 - u, P +EJS

&

6 2 }
(uz - u5)2 +F(u2 - us)(us +u6)+t(u§ *UzUg "'ué)l;l

i

Aplicando-se o0 1° Teorema de Castigliano, obtém-se:
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Os valores dos coeficientes da matriz de

rigidez demonstrados acima

correspondem aos resultados apresentados na tabela de relagbes forgas/deslocamentos,

do livro dos autores Gere & Weaver (tabela B.4):
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constante de torgao

modulo de elasticidade transversal

Acdes de Engastamento produzidas por deslocamentos de extremidade



