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I - MATRIZES DE RIGIDEZ E FLEXIBILIDADE

II.1- Relagéo entre acdes e deslocamentos

II.L1.1 — Equacao da forca em termos do deslocamento

F=k [u

Onde a rigidez da mola (k) é a forca por unidade de deslocamento, ou seja, € a forca

requerida para produzir um deslocamento unitario na mola.

11.L1.2 — Equacao do deslocamento em termos da forca:

u=90LF

W P
h u=0

Onde o é a deformabilidade da mola, geralmente chamada de flexibilidade, sendo o

deslocamento por unidade de forca, ou seja, € o deslocamento produzido pela aplicacdo de uma

forca de valor unitario.
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1.2 — Defini¢cbes

«  Kjj =Coeficiente de rigidez:

Representa a acao (forca) na direcdo i causado por um deslocamento unitario na direcao j

(enquanto todos os outros deslocamentos sdo impostos como nulos).

. fij = Coeficiente de flexibilidade:

Representa o deslocamento na diregdo i causado por uma acao (forca) de valor unitério na

direcado j (enquanto todas as outras sao nulas).

1.3 — Equacgbes de Equilibrio

11.3.1 — Forca em funcéo de deslocamentos
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Fig 11.1 — Coeficientes de rigidez em estrutura composta
de 2 hastes com solicitagéo axial:
(a) - Sistema de coordenadas globais (1 e 2);
(b)e (c) - Coeficientes de rigidez.

O que eu conhego ?

0 acgbes (R e Ry)

O forcas por unidade de deslocamento
= coeficientes de rigidez (K11, K12, Ka1, K22)
O obtidos previamente.

O que eu quero ?

[0 deslocamentos (ry e 1)
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Sendo R;= Forca aplicada na coordenada 1, para se garantir o equilibrio no no, ela deve
ser igual ao somatério das forgas (internas) na coordenada 1 resultantes dos deslocamentos

ocorridos ao longo da estrutura, ou seja:

IQl = kll Ijl +k12 |]2

Da mesma forma para a coordenada 2, obtém-se:

R, =ky I, +k,, [,

Reunindo as equacdes sob forma matricial, obtém-se ainda:

qu U %21 . DDl o {R} [K] {r}

Kz DHZ
onde {R} € o vetor das acdes externas (solicitacdes);
{r} € o vetor dos deslocamentos;

[K] € MATRIZ DE RIGIDEZ da estrutura em estudo, de dimensfes (2x2), correspondente

ao numero de coordenadas utilizadas. A matriz de rigidez € uma matriz de transformacéao

linear: transforma o vetor dos deslocamentos no vetor das agoes.

11.3.2 — Deslocamento em funcéo das forgas
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Fig 1.2 — Coeficientes de flexibilidade em estrutura
composta de 2 hastes com solicitagdo axial:
(a) - Sistema de coordenadas globais (1 e 2);
(b) e (c) - Coeficientes de flexibilidade.
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O que eu conhego ?

O acbes (R e Ry)

O deslocamentos por unidade de forca =
= coeficientes de flexibilidade (11, fi2, f21, f22)
[0 obtidos previamente.

O que eu quero ?

O deslocamentos (r; e 1)

Pelo principio da superposicdo (regime eldstico-linear), o deslocamento final na
coordenada 1 serd igual a soma dos deslocamentos ocorridos pela aplicagdo de cada uma das

acles externas, ou seja:

n= f11 R, +f12 R,

Da mesma forma para a coordenada 2, obtém-se:

r, =1, R, +, R,

Reunindo as equacdes sob forma matricial, obtém-se ainda:

onde {R} € o vetor das acdes externas (solicitacdes);

{r} € o vetor dos deslocamentos;

[F] ¢ MATRIZ DE FLEXIBILIDADE da estrutura em estudo, de dimensdes (2x2),

correspondente ao niumero de coordenadas utilizadas.

11.3.3 — Observacdes

1. As matrizes [K] e [F] estdo vinculadas a um determinado sistema de coordenadas;

S6 cabem no regime elastico e linear (na forma como aqui foram apresentadas);

Cada uma dessas matrizes € a inversa da outra:

B=FR: ®=K{H:
0 {4 =FKE o FK=ro [F=K"

4. No futuro serd visto que nem sempre elas sdo inversiveis.
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1.4 — Montagem das Matrizes de Flexibilidade e Rigidez pelo P.T.V.

11.4.1 — Exemplo da estrutura composta de 2 hastes com solicitacdo axial
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Fig 1.3 —Estrutura composta de 2 hastes com solicitacao axial:
(a) - Sistema de coordenadas globais (1 e 2);
(b) e (c) — Coeficientes de rigidez;
(d) e (e) — Coeficientes de flexibilidade.

11.4.1.1 — Matriz de Flexibilidade

Da resisténcia dos materiais, obtém-se as rela¢des da haste com solicitagdo normal:

| EA F
§ L —
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o A oL O CEA[Q
ng
L
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A matriz de flexibilidade da estrutura pode entdo ser montada a partir do conceito de seus
coeficientes:
f1; - € o deslocamento na coordenada 1 provocado pela aplicagdo de uma forca

unitaria também na coordenada 1:

R, =1
B o eusfl b b
2 :O 1A1 El'A\l

f,; - € 0 deslocamento na coordenada 2 provocado pela aplicagdo de uma forca

unitaria na coordenada 1:
R, =1

O f, =f
H:ez — O 21 11

f1, - € 0 deslocamento na coordenada 1 provocado pela aplicacdo de uma forca

unitaria na coordenada 2:

R, =0 E L L

H:{l N f12 =u= 1 Ej: 1
2 = 1 lAl ElAl

f,, - € 0 deslocamento na coordenada 2 provocado pela aplicacdo de uma forca

unitaria também na coordenada 2:

R, =0 Df22=u=EL1 E:HH L, Ejz L, L
BQZ =1 1A1 EEZAZ ElAl E2A2

Logo, obtém-se:

11.4.1.2 — Matriz de Rigidez

A matriz de rigidez pode ser obtida pela simples inversdo da matriz flexibilidade, obtendo-

se.
det(F) = Logb L %H Ly é: LiL,
ElAl lAl EZAZ EElAl ElEZAlAZ
oL, L O
BElAl ElAl B
D_ L1 EELl + L2 %
H E1A1 1A1 E2A2 _
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A matriz de rigidez pode ainda ser obtida através da conceituacdo de seus coeficientes, e

das relacdes existentes na haste submetida a carregamentos axiais.

ki; - é a forca na coordenada 1 decorrente da imposicdo de um deslocamento
unitario também na coordenada 1, mantendo-se as demais coordenadas
restringidas.
&=1 k. =F = A1 [E2As E
0, =0 H L, E‘ L,

ko, - é a forca na coordenada 2 decorrente da imposicdo de um deslocamento

unitario na coordenada 1, mantendo-se as demais coordenadas restringidas.

=l T = =
=0 % gL

ki, - é a forca na coordenada 1 decorrente da imposicdo de um deslocamento

unitario na coordenada 2, mantendo-se as demais coordenadas restringidas.

570 0k, =-Fehe
=1 T L

k., - é a for¢ca na coordenada 2 decorrente da imposicdo de um deslocamento

unitario na coordenada 2, mantendo-se as demais coordenadas restringidas.

glzo D k - 2A2
o, =1 ®OHL,

Obtendo-se por fim a mesma matriz de rigidez:

%1’0‘1 + E,A, E _ E,A,
[K] - L, L, L,
0 _EA,
H

L, L,
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11.4.2 — Exemplo da estrutura engastada e livre

11.4.2.1 — Revis@o do Principio dos Trabalhos Virtuais

EJ

72277

P.T.V.O "O trabalho virtual das forcas externas € igual ao trabalho virtual das forgcas internas,

para todos os deslocamentos virtuais arbitrarios

Wext :Em’

impostos.”

W, = [M o,

A - M
Pela resisténcia dos materiais, tem-se que d¢ = E—st. Logo:

Wext = W D

int

(expresséo instituida por Mohr para estruturas s

Em:ImMms
=N

ubmetidas a flexdo somente)

1 .,.:-"

o

Estado de carregamanto, Exforcos: M, N, l.'_|
Delormisdn mistivas: oF = 0F 08 = s

VIRTUAL

i

Estado da oeformaska: Esforcos: M, N, O
Defarmacti elitnme o, O, dh

REAL

P =carga externa virtual

M = esfor¢o de momento interno (virtual)

0 = deslocamento real (a calcular)

d¢ =deslocamento angular conhecido (real)

Carregamento e esforcos ficticios
estaticamente compativeis
=) Deformacdes
— P = 1 > 8 = ESfOI’QOS bt EXpressas emter%us oz
esforgos reais

Deslocamento

a calcular e deformacdo real

cinematica e

elasticamente compativeis
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11.4.2.2 — Matriz de Flexibilidade

EJ|L

777577

Fig. Il.4 — Viga engastada e livre com duas coordenadas

21

R, =1 f11 7

f11 = desloc. na coordenada 1
devido a uma carga unitaria

também na coordenada 1;

7

O coeficiente f;; pode ser entdo obtido pelo P.T.V. como sendo o deslocamento (real) da
extremidade da viga segundo a coordenada 1 decorrente da introducdo de uma forca unitaria
(real) segundo a coordenada 1. A partir de uma forca virtual unitaria aplicada no né da

extremidade, obtém-se o0 seguinte estado de carregamento (virtual):

é =1

- =

0 <

L
DMF

0 M(s)=s ,sdeOatéL
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J4 o estado de deformacdo (real) fornece os esforcos decorrentes da aplicacdo do

conjunto de acles externas (reais). Por Hipétese, as acbes externas para obtencdo de fi;

R, =0

séo: qu _1

R,=1
—_—
O M(s):s ,sdeOatéL
L 3
0106 = sE—I—ds— ﬁ L
) % Jg  3EJ
L 777
DMF

De forma analoga, o coeficiente f,; pode ser obtido pelo P.T.V. como sendo o
deslocamento (real) da extremidade da viga segundo a coordenada 2 decorrente da introducéo de
uma forca unitaria (real) segundo a coordenada 1. A partir de uma forga virtual (também unitaria)

aplicada no n6 da extremidade segundo a coordenada 2, obtém-se o0 seguinte estado de

carregamento (virtual):

ol
1
-

0 M(s)=1 ,sdeOatéL

DMF

O estado de deformacdo relativo ao coeficiente f,; € obtido pelas aplicacdo das acbes

(R, =0
externas (reais) H? , relacionando o deslocamento (que se quer conhecer) do topo da viga

segundo a coordenada 2 as deformacdes correspondentes ao longo de toda estrutura (obtiveis
pelo DMF e Res. Mat.):
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11
R,=1
—
O M@):s ,sdeOatéL
L (_ 2 2
0 1[&5=‘[15(—S)ds=gs d__L
=N TR 1 BTN
L 77
DMF

Da mesma forma, para os deslocamentos f, e f,, obtém-se:

3

_ R,=1
P
—
v
2
1 Eflz = i U X = - L
EJ 2EJ
L 0 o 1
DMF DMF
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1 [0y

—0
EJ

DMF

DMF

As integrais podem ser obtidas através da tabela Il apresentada no livro “Curso de Analise
Estrutural” de José Carlos Susskind, vol. 2, 1980:

par. 22 grau

TABELA Il — Célculo de

JA J MMds, para barras retas de comprimento / e inércia J.( =1

—MB _ Mg _ |per. 20 grau Mg |par. 22 grau Mg M
_Jﬁ ""T/./'] /T\'“"‘
/] tang, horiz, tang. horiz, A al w P x
M _ _ o _ _ _ oo
BN T [ Y Y R
Mal 1w LI L1 M (W +2Mg ) 1 mgm 5y Mg L v Mgy LT (1) Mg
?‘ MgM Y Mg 6 5(Ma*2Mg 3 8 m - 12 eMs 4 B 6
B 1y i 1 B o 1w m 1w i RN 1+ M M
b - 1 Mg & " MaMg 5" Ma@MathMg) | S ITMAM, 1 " MaMg 12" MaMs PR
.
1 (i 1. 1.5
Ma el ) . I BN NI - L amgt . I ERT T
LM, +tMgl M S0 (M +2MG) 6_ Lirim,emgm 12 L1 (My+3
S 2 A g MatMgig +ig (2Mg+M ) | 3 ATET Mgl Mg 12" Va3Vl +Mg (1+a]
par. F. grau
™ _ L _ o ; _ 1. _
par, 29 grau Mg L mg (3M,+ L 5-p-pgx
2 oW 5 i 87TA 7 1 Mo 8 i 3 Mo 12
2 Mg M m _ 2 rmgm B ymgm m
. ER 2 ' MeYe +5Mg) 15 Bm 15 88 10 VeV x Mgh
tang. horiz. .
Ma par, 2° grau ) . Ay My (6, + ) " 2 _ % ri5-a-ad)ix
2Zrm,m L rmum 12 2 MM LAYV ¢ MM _
| — 3 A 3 "MaVe + 3Mg) 15 " Mam 30 " MaVe 15 ATE x MM
par, 29 grau Mg A My (W, + I Lrirarad x
M W 2 Mai 12 B8TA 1 M 3 MM —r M, 12 _
Mg M T 1" Mgy Vadig) 5" Mgy, 10" MeMe 5 " MeMe x MM
fonz,
M par, 29 grau LM, (W, + _ L epepdx
A 1 o 1 o A Vg 1 = 2 LIS 12
L rM,m —I'M 12 L 1 MM —Irm =
A 12 " MaVe X s " MaMn 15 ATB 30" MaVs x MpFl
Ls
m T _ Lrs-p-pix] Lrpraradix
_ Lrmn+pmg - =
L mi L rrarbam |6 spmg) o ¥ (1+afIMM_ 12 2 L i
2 6 BT [+ +amyl 3 i x Ml 3
| wol Bl m X B
JC

)

J
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A matriz de Flexibilidade da estrutura em estudo é portanto:

RN L2 O

O O 2 _391 0

0 [F] DBE‘ZJ ZEJD L [PL 3LD

o L L L 0 6EJ T 3L 6 O
g 2EJ EJ O

As unidades dos coeficientes da matriz de flexibilidade sao:

[m m O
_ gN mENDE
. un[F] ad rad E
kN mkNDO

11.4.2.3 — Matriz de Rigidez

A matriz de Rigidez pode ser obtida pela inversdo da matriz de flexibilidade:

4 L4 L4

O det|F =
Fl= 3E2)? 4E2)?  12E%
oL L2 D oL 12 O
0= 0
0 coflEl = AEJ 2EJ JE) 2E3E o
F=05 5’00 K= —tHDLZ e
EPEJ 3EJ@ PEJ 3EJH
12E) 6 EJD 60
EJ LU
0 K= DG £ 48 EJ 10 K- aj ‘O
0 40
oC Lo o 4o

11.4.2.4 — Aplicagdes

. ~ _ O 2kN 0O _
A partir de acgbes externas conhecidas {F} =% [P(ND’ quais os deslocamentos na
m U

extremidade da viga?

0L D2L3 3k 0
0, 0_ 03 B
O3 2EJE% EJ 2EJD
M0 D_ O D__

B2e0 EJ B EJ EJE

. . [0,01M m D
e A partir de deslocamentos impostos {r} %) 002 rad- 0, quais os esforcos na extremidade

da viga?
12 EJ 6 EJD
—10

0_O
0=0 0=
b 9706 E1 42308002 E
20 2 =2 O 0052
0L L O & /E
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1.5 — Teoremas da reciprocidade de Betti-Maxwell

Teorema de Betti

“O trabalho produzido por um sistema de forcas em equilibrio quando se desloca devido as
deformacdes produzidas por um outro sistema de forcas em equilibrio, é igual ao trabalho
produzido por este segundo sistema de forcas quando se desloca devido as deformacdes

produzidas pelo primeiro sistema”.

Teorema de Maxwell

* "O deslocamento segundo i, causado por R=1, é igual ao deslocamento segundo j,
causado por Ri=1" (f;;=fj).

« Implicando em: “A grandeza mecanica a aplicar segundo i, para manter a configuracao
deformada com r;=1, é igual a grandeza mecanica aplicada R; , para manter a configuragao

deformada com ri=1" (k;;=K;).

O As matrizes de Rigidez e Flexibilidade sdo sempre simétricas.




