Curso de Andlise Matricial de Estruturas

" — INTRODU(;AO AOS METODOS DA RIGIDEZ E DA FLEXIBILIDADE
[11.1 — Matriz de Compatibilidade ou Incidéncia Estatica

Matriz de Compatibilidade (ou Incidéncia) Estatica € aquela que permite exprimir os

esforcos {S} (representados segundo as m coordenadas locais) em funcdo das acoes

externas {R} (dispostas segundo as n coordenadas globais da estrutura):

{0 =[Blnn 4R}

A matriz [B] pode ser formulada diretamente, mediante simples condi¢cdes de
equilibrio, se a estrutura for estaticamente determinada (isostatica). Se houver

indeterminacdo (hiperestaticidade), s6 se chegara a matriz [B] resolvendo o problema

hiperestéatico, conforme sera visto posteriormente.

Exemplo: Obter a Matriz de Compatibilidade Estatica da estrutura abaixo:

2
a 4 e
\ 1 NP N
3 2 l 3
b Estrutura Integrada: Estrutura Desmembrada:
Coordenadas Globais Coordenadas Locais
AN AN

Aplicando-se uma forca externa segundo a coordenada global 1, ou seja, fazendo-se

L0
A0 B)E
{R} = %)% obtém-se {S} = %)D- Matricialmente teriamos:

O
HH

0 |:n)ll b12 blgDEﬂ-D a b12 bl3%

B)E: %’21 by, bBD[B)ED [B]:%) by, bst

O [H)iil b32 b33%B)H [0 b32 b33%

S %41 b, busQ %) b, busQ
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0o O
00 HaH
Para {R} = Elgobtém-se {S} = _[, implicando em:
0 1o
H0 &
ooo @ by blBDEDD 1 0 b0
HaH_%) b, b23E\:BlD _%) a bzsg
0 .0= 0o [B] =
71l O bg b33BB)H 0 -1 b33%
HO H %) b, bu0 %) 0 byQ
o0 i
Para {r} = %)E obtém-se {S} = S)D, ou seja:
U
HE
O 01 0 b13D[DD 1 0 00O
BLH_%) 1 bzgaﬂ)m _%) a 1%
0= 0o [B] =
Do O 1 by,O © -1 o0
- 0 HY 0
HH %’ 0 bysQ %’ 0 1

Por fim, pode-se observar que as colunas da matriz [B] constituem os vetores de

esforcos locais, ao se impor forgas externas unitarias segundo as coordenadas globais.
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[1l.2 — Matriz de Compatibilidade ou Incidéncia Cinematica (Matriz Topoldgica)

Definicao:
N&o tem grau de liberdade (desloca-
Estrutura mento nodal) livre quando submetida a
cinematicamente |<Z———=,>> | seus proprios vinculos e a desloca-
determinada mentos prescritos (nulos) segundo
S suas coordenadas globais.
Exemplo:

Quantas coordenadas sdo necessarias na estrutura abaixo para que a mesma seja

cinematicamente determinada (no plano)?

7
ﬁ A JAN
Z Q /\_> 4 coordenadas
AN /\  (caso geral no plano)
0 /7N o
AN /\ 2 coordenadas

(sem se considerar deslocamentos longitudinais)

// —
A_ h_ 1 coordenada

(considerando-se a viga rigida e inextensivel)

Grau de indeterminacdo cinematica: € o menor nimero de deslocamentos nodais cujo

conhecimento é necessario para que se determine
os deslocamentos em toda a estrutura (todos os

elementos).

Um sistema estrutural cinematicamente determinado através do estabelecimento
de um numero de graus de liberdade igual ao seu grau de indeterminagdo cinemética,
pode relacionar diretamente os deslocamentos {s} das extremidades dos elementos
(segundo as m coordenadas locais) em termos deslocamentos nodais da estrutura {I’}

(expressos segundo as n coordenadas globais):

{3, = (Al i,

onde [A] ¢ definida como a Matriz de Compatibilidade Cinematica.
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Exemplo: Obter a Matriz de Compatibilidade Cineméatica da estrutura abaixo:

1
¥\

2
N
A

3
N
A

AN

.0
Fazendo-se {} = %JE obtém-se {g =
2

Coordenadas Globais

2 3
PN TN
JANRRRVAN

Coordenadas Locais

oo @&y, ag,
B)B_ %21 Az
%)D_ (a,, a
] D31 32
@E @41 Qs

00

00
Para {r} = al% obtém-se

o1

DE
00 5 .
Elgzm a
P © a

00

o0
Para {ff = %)% obtém-se {¢ =
& =

03
%)D: 0
aE ®

Pode-se observar que as colunas da matriz [A] constituem

© rr +» O

L0

%E ou seja:
O

HH

[y
w

OoOoOoOoOdod

N
w

xiln
ipla
als

O v D O
&

N
w

%Q ou seja:
O

{S} = %E implicando em:

0 [A] =

[F18LE8 I

4
N
JAN

DH o o
w w w
.

®
&

8 &
OoOoOoOoOod

O+ B+ O
QO O W
&

N
w

oo

O
N
o0
13

O R = O

os vetores de deslocamentos

locais, ao se impor deslocamentos unitarios segundo as coordenadas globais.
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[11.3 — Matriz de Rigidez da Estrutura Integrada

Estrutura Integrada (montada)

AN JAN
Coordenadas Globais:
3
1 2
N N /%\4
A A

Relacbes Acdes / Deslocamentos:
{R =[]
{=FR
onde {R ¢é o vetor das agdes externas;
{r} € o vetor dos deslocamentos da estrutura segundo as coord. gobais;

[K] € a matriz de rigidez da estrutura integrada (montada);
[F] € a matriz de flexibilidade da estrutura integrada (montada).

Estrutura Desmembrada (desmontada):

Coordenadas Locais da estrutura desmembrada segundo os elementos de viga plana
relativos & matriz de flexibilidade (método da flexibilidade):
1 3

7, /TV /T
0 <X

Coordenadas Locais da estrutura desmembrada segundo os elementos de viga plana

relativos a matriz de rigidez (método da rigidez):
1 3 5

(—d (<

Relacbes Acdes / Deslocamentos:

o l—=~

{ =l ]dg
{g =[t]ds

onde {g,,, é o vetor dos esforgos locais
{s} ma € 0 vetor dos deslocamentos dos elementos (segundo as coord. locais);
[kL]mxmé a matriz de rigidez da estrutura desmembrada;
[fL]rnxm é a matriz de flexibilidade da estrutura desmembrada;
m € 0 numero de coordenadas locais.
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Para a satisfagcdo de tais equacOes, as matrizes da estrutura desmembrada
([kL],[fL] ) devem ser formuladas diretamente, colocando-se em banda as matrizes de
flexibilidade (ou de rigidez) dos elementos considerados isoladamente, as quais
funcionam como sub-matrizes do conjunto.

Desta forma, a Matriz de Rigidez da estrutura desmembrada ficaria:

Ok, Ky, Kz Ky, 0 0 0 00O

%21 Ky Ky Ky O 0O O O E

Ky Kz Kgg Ky, 0O 0O o0 o0

%@] : 0d %41 Kpp Kiz Kus 0 0 0 OS
k]=g- ..g:%.. ¥
HO : [kg]E 0o 0 0 0 Kss Kss Ks; Keg[O

DO o 0 ©0 Kes Koo Ker kss%

oo 0 0 0 Kss Ko Kop KegO

%0 O 0 0 Kes Kgs  Kgy kss%

Onde a estrutura desmembrada poderia ter seus GLs locais representados por:
1 3 5 7

(T 0 (T (T @) gT

Sendo a Matriz de Rigidez do elemento de viga plana:

012E) 6EJ 12E) 6EJ O
B E |2 E |2 E
J6EJ) 4B _6EJ 28] g
[ke]=D L2 L L2 L O
012E] 6E] 12E) _ 6EJO
D_ L3 - LZ L3 - LZ |:|
JBEJ 2E) 6EJ 4EJ U
0 - 0
0L L L L O

De forma anéloga, a matriz de flexibilidade da estrutura desmembrada seria:

0, f, : 0 00O
el . il
%’1] 00 %21 f, : 0 0f
. U .
[fL]=D.. D=0 . .0
A 0 il
EO [fz ]H DO 0 f33 f34 0
EO 0 : f43 f44 E
Onde a estrutura desmembrada poderia ter seus GLs locais representados por:
1 3
1w e/l
2 2& / 4\
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Sendo a Matriz de Flexibilidade do elemento de viga plana:

OLe L_ZB
M-8 P
BEJ EJO

Compreende-se portanto que, se as matrizes de flexibilidade ou de rigidez dos

elementos forem tabeladas € facil compor a matriz total [fL] ou [kL], porque cada

elemento nao interfere nos outros.

O mesmo ndo se passa com a matriz [F] ou [K] para a estrutura integrada, porque

os efeitos sdo acoplados, ou seja, os graus de liberdade globais referem-se geralmente a
mais de um grau de liberdade local. Obter essas matrizes é praticamente quase resolver a
estrutura. Até agora, foram analisados casos estruturais simples em que essas matrizes
podiam ser obtidas diretamente, sem o emprego do desmembramento da estrutura.

A forma geral de determinacédo das matrizes de rigidez e flexibilidade da estrutura
integrada pode ser deduzida a partir da obtencdo da expressédo da energia de
deformacgéo:

vl
U= z 5 S, 5,
Colocando-se sob forma matricial, obtém-se:
1 1
V=287 (b = 2870

Sendo {g =k, ]d3 e {§ =[A]d} . e substituindo-se na expressao anterior obtém-se:

U=19" g =203 dAl" dk] £4 ()

Entretanto, a energia pode também ser representada em funcdo da matriz de rigidez da
estrutura completa (integrada):

1
V=2 08
Sendo {R} = [R] [{r} e substituindo-se na expresséo anterior obtém-se:
1
U= 23" i e}
Igualando-se a expressao da energia encontrada anteriormente (equacao 1), obtém-se:

= 0 b =20 Al ] 04 o
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Implicando em:

K] =[A" (k] [4

De maneira analoga, pode-se mostrar que:

Fl=[e1" ] [

Desta forma, torna-se possivel a obten¢cédo das matrizes de rigidez e flexibilidade de

estruturas mais complexas, a partir do desmembramento do sistema estrutural.
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[1l.4 — Carregamento Nodal Equivalente

Seja uma estrutura genérica submetida a um carregamento distribuido. Deseja-se
saber os esforgos existentes em nds discretos do sistema estrutural, decorrentes da
aplicacao de tal carregamento.

Sabe-se ainda que as reacfes de fixacdo no engastamento (apresentadas abaixo)
sdo aquelas que garantem a condicdo de deslocamentos e rotacdes nulos nas

extremidades de cada elemento:

q
ql/12 N ql’/12
7 NS
< k’ EJ J
Reacgdes
de fixagcéo T L T
qlL/2 qL/2

Portanto, ao se estabelecer um carregamento distribuido numa particdo da
estrutura (elemento), e simultaneamente se aplicar reacfes de fixacdo de engastamento
em suas extremidades, o restante do sistema estrutural ndo sentird a existéncia do
carregamento distribuido aplicado. Entretanto, localmente, surgirdo esforcos decorrentes

das reacoes de fixacdo impostas.

yyd N\ ¢
N T 7
Reacdes de Fixagéo
Pode-se entender o carregamento acima como uma superposicdo da carga

distribuida e das cargas nodais aplicadas:

q q

Mt
™
L g

LA

LW
™
L g

LN

~

A

Os esforcos locais existentes do carregamento distribuido podem entdo ser
calculados pela superposicao de duas situagdes conhecidas de carregamento:

;- o LI s

N I

q

M

1/
(N

y £
“\

T T
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A segunda parcela, por estarmos no regime elastico linear, pode ser substituida por

um carregamento nodal de sentido inverso aqueles das reac¢des de fixagao:

q q l l
N 1

M
|~
I
o
-y
I—
e
—
=
s
—
K
—
—
s
—
(—
L
-,
+
AT
2T
LA
s

Logo, os esforcos finais nos elementos podem ser obtidos pelo célculo da estrutura

(global) através da aplicacdo de uma carregamento nodal equivalente (CNE), obtendo-se

a primeira parcela dos esforcos, e somando-se a ela (localmente) os esforcos gerados

pelas reacdes de fixagao:

ﬁEN >§éﬁ

CNE Reagées de Fixagao CNE

g s} +lk]dg s} +{s}

onde {§, & o vetordos esforcos locais
{s}m € o vetor dos deslocamentos dos elementos (segundo as coord. locais);
[kL]me € a matriz de rigidez da estrutura desmembrada;
{§}m € o vetor dos esfor¢os locais surgidos pela aplicacdo do CNE;

{So}m € o vetor das reagGes de fixagédo no referencial local,
m € o numero de coordenadas locais.
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1.5 — Apresentacdo dos Métodos da Rigidez e da Flexibilidade

Exemplo: Buscando-se resolver a viga continua apresentada abaixo, serdo abordados os
principios dos métodos da rigidez e flexibilidade:

|
A
EJ £ B EJ _C
L L
Coordenadas Globais:
1 2 3
¥\ N ¥
L A JAN
Coordenadas Locais:
1 2 3 4
v N ¥ N T N ¥ N
ZAN JANREERVAN JAN

O carregamento continuo pode ser discretizado segundo um carregamento nodal

equivalente (CNE), conforme ilustra a figura:

q q
7 N 7 1 3 3 3 3
EJ EJ
L L
qL/2 l U 1qu2 qL/2 l U qulQ
) ¢ ) ¢
/12 /12 /12 /12
A CNE A ﬁ A CNE q
qL/2 l qL/2 1 qL/2 l gL/2
7 N
quz a ql/12 A

Carregamento aplicado nos ndés da estrutura
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Método da Flexibilidade

Grau de indeterminacao estatica: 1

1 2 3
- N N
VAN JAN A

Sistema Principal:

1 2 3
N KN N
AN A
Equacdes de coeréncia (hiperestatico):
A B C
JAN
A s A

o =00 &, +8z Rg =0

Matriz de compatibilidade estatica do sistema
principal (isostético):

1 2 3 4
N N N N
JAN JAY JAN

01 0 0 O

g a

[B]:D—llz 1/2 1/2 0

51/2 1/2 —1/2%

0o 0 1 0

Matriz de compatibilidade estatica da

estrutura completa (com hiperestético):
01 0 0 : 0 O
[g]_g—uz 12 12 i -LI2f
0i/2 1/2 -1/2 : L/20

E 0 0 1 : 0 E
Matriz de flexibilidade elementar:
L O
IZI 0
3EJ " BEJ
0%
E 6EJ 3EJ O

Matriz de flexibilidade de estrutura desmem-

brada: ] .
Bﬁf =

1o
Matriz de flexibilidade do SP integrado:

B L L L 2L E
024E)  12E] 24E)  3EJ .
ul L L !
= —r = O1E] 68] 128 O
Pl <V dldelo |-G 220 & e e
o— - L -0
024E)  12B) 24E)  3EJO
02’ L L 2° 0

03E) 128  3EJ  3EJ0

Método da Rigidez

Grau de indeterminacdo cinemética: 3

1 2 3
N N N
JAN JAN A
1 2 3 4
N TN TN N
AN JANRRAN JAN
Matriz de compatibilidade cinematica:
1 0 o[+
0
[A]:E) 1 0g
0 1 OS
%) 0 1o

Matriz de rigidez elementar:
D4EJ 2EJD

[k] @ 4EJD

LD

Matriz de rigidez da estrutura desmembrada:
o=kl o
[k.]= [k ]g

Matriz de rigidez da estrutura integrada:

MEJ  2EJ O
EélléJ 8||§J 2EJU

v T
- - O
Rl = (AT ] £ = 22 2 250,
0, 28] 4830
B L LA
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Método da Flexibilidade

Célculo dos Hiperestéticos e deslocamentos:

(r O (RO
0 B-Fd-

oH o

Célculo dos Esforgos:

(RO
(¢ s} +[e]B5-0
xH

Método da Rigidez

Célculo dos deslocamentos:

{R =kl
{g =[aldd

Célculo dos Esforgos:

g s} +l]dd s} +{s}

13
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l11.6 — Comparacéo dos Métodos

Os métodos da flexibilidade e rigidez sao idénticos na sua formulacdo matematica, ambos
requerendo o principio da superposi¢do para obter as equacdes fundamentais. As semelhancas
entre os dois procedimentos, bem como as diferencas podem ser vistas rapidamente quando se
comparam em paralelo, como feito anteriormente. As colunas acima mostram todas as etapas
principais na resolucdo de uma estrutura por ambos os métodos.

No método da flexibilidade, a escolha de redundantes hiperestaticos pode ter um efeito
significativo na quantidade de trabalho de célculo requerido. Por exemplo, em vigas continuas os
momentos fletores nos apoios serdo escolhidos como hiperestaticos, porque a estrutura liberada
consiste numa série de vigas simplesmente apoiadas. Esta estrutura liberada é facil de analisar
tanto para os efeitos das cargas, como para os efeitos dos valores unitarios das redundantes. A
aplicacdo de um valor unitario de cada redundante influi unicamente nos vaos adjacentes da viga.
Outras escolhas para as redundantes ndo dao esta vantajosa localizacdo de efeitos - e, pelo
contrério, os efeitos de uma redundante unitaria podem-se propagar por toda a estrutura. No caso
de estruturas que nado sejam vigas continuas, normalmente ndo é possivel localizar os efeitos
guando se utiliza 0 método da flexibilidade.

No método da rigidez nunca existe qualquer questao acerca da escolha da estrutura
restringida, visto que s6 ha uma possibilidade. A andlise da estrutura restringida usualmente nédo
é dificil, porque todos os efeitos estao localizados. Por exemplo, o efeito de um deslocamento
unitario num sé esta limitado aos membros que chegam a este n6.

Em geral, ambos os métodos de andlise s&o Uteis para célculos manuais. O método de
resolucao preferido comumente serd o que envolve menor numero de incégnitas. Para
programacgdo computacional, o0 método da rigidez € normalmente muito mais adequado que o
método da flexibilidade. A vantagem do método da rigidez resulta da determinacdo automatica da
estrutura restringida e do fato de que todos os efeitos estdo localizados. A conveniéncia de um ou
outro método esta indicada em termos gerais na Tabela apresentada a seguir. Naturalmente,

deve-se admitir que uma vez ou outra serdo encontradas excegdes a regra geral.

Grau de Indeterminacgéo Método apropriado
Estética Cinematica | Calculo manual Célc. Aux. Computador
Baixo Baixo Qualquer Rigidez
Baixo Alto Flexibilidade Rigidez
Alto Baixo Rigidez Rigidez
Alto Alto Nenhum Rigidez




