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I11. Estruturas com Varios Graus de Liberdade

I11.1 Equacgdes do Movimento
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e No exemplo de trés graus de liberdade (GLs) longitudinais, para cada uma das
particulas, temos:
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e As forcas elasticas podem ser entendidas como:
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f =ko(Uz —uy)
f3 :k3(u3 —Uz)

e Combinando as equag0es:

myliy +(Ky +Kp ) up —kpup = py(t)
Mty —kouy +(ky + K3 )- Uy —kgug = p,(t)
malis —kaUy +kzuz = ps3(t)
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m 0 O Uy (ky +ky) =k 0 Ug py(t)
— 0 m2 O N l:jz + —k2 (k2 +k3) —k3 . U2 = p2 (t)
0 0 mg] (U3 0 —k3 ks | lus) [pa(t)

onde:
[M] é a matriz de massa do sistema estrutural, no caso de estruturas com massas

concentradas € uma matriz diagonal (lumped mass matrix);

[K] é a matriz de rigidez, segundo os GLs (coordenadas), sendo idéntica a matriz de
rigidez do problema estético;

{u} é o vetor de deslocamentos

{P(t)} é o vetor de carregamentos

e Para vibragfes amortecidas poderiamos escrever:

[M]- 4+ [C]- fu}+ K] u} = {P(t)]

Onde [C] é a matriz de amortecimento do sistema estrutural
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111.2 — Solucéo da Vibracéo Livre Ndo-Amortecida
[M]- {i}+ K] {u} = {0}

e Por analogia com o caso da vibragdo livre com um grau de liberdade, assume-se
uma solucdo harmonica na forma:

Uy = Ui . COS(COt —OL)
ou ainda:
{u}={U}-cos(ot - a)
e Substituindo a solucdo suposta na equacdo do movimento:

—w’[M]-{U}cos(wt —a)+[K]-{U}cos(at—a)={0}
=1{ [K]-o*[M] }-{U}={0}
= (MI"[K])-{u} =" {U}

= [D]-{p}=1-{0} (Problema de Autovalor/Autovetor)
onde:
[D] é a matriz dindmica, igual a [M]"-[K]:
{6} é o autovetor do prob. valores caracteristicos (formas modais de vibracéo)
A = o é 0 autovalor do problema de valores caracteristicos (freq. naturais)
e Solucéo da estrutura:
{u}z {U} Cos(cot —oc) =
u, t) u, u,

=4 .. +=C,-{...} -cos(ot-a,)+..+C, { .. -cos(o,t—a,)
U

nJ1 "Jn

ondeC, e a; dependem das condigdes iniciais do movimento.



Curso de Dinamica das Estruturas 28

111.3 - Obtencéo das Frequéncias Naturais e Formas Modais
{K]-o’M]}-Ul= o} = ([D]-2-[,)-16}=10}

e O sistema de equacdes da vibracao livre pode ser colocado na forma:

Dy —A) Dy D13 b1 0
Dy (D2 —%)  Dag  [-192(=10
D3y D3 (D33 =1)] |43 0

Para que o0 autovetor ndo seja nulo, ou seja, para que a solucao trivial ndo seja a Unica
solucéo do sistema de equacdes lineares, deve-se garantir que:

(D11 -2) Dy D13
Dy (Do —A) Dz |=0
D3 D3, (Dg3 -2

A equacéo acima (polindmio caracteristico) implica na resolu¢do de uma equacéo
polinomial de grau n, com n solucdes, onde n é o numero de graus de liberdade da
estrutura:

A"+, "+ +c 4 +C, =0

Ou seja, se a estrutura tem n graus de liberdade:

1. As matrizes [K] e [M] serdo de ordem (nxn);

2. Os vetores {U}, {u} e {u} serdo de ordem n;

3. Havera n frequéncias naturais, correspondentes aos n autovalores A = ®?;

4. Havera n modos naturais {¢}={U}, cada um deles correspondentes a uma

frequéncia natural.

= Solucdo numérica do problema de Autovalores/Autovetores através do algoritmo de
Jacobi, ou pela técnica do Subespaco (Bathe).
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111.4 — Método da Superposi¢cdo Modal

A propriedade mais importante dos modos naturais de vibracdo € a propriedade de
ortogonalidade (em relacdo a matriz de massa e rigidez), prépria do problema de
autovalores:

[0 - [M]-[o]; =0
6] -[K]-[6]; =0 i =]

Define-se Matriz Modal como a matriz obtida pela justaposicdo das formas modais:

[©]=[01.-4n]
Diz-se que os modos estdo normalizados (em relacdo a matriz de massa) quando:
=[@] - [M]-[0]=1,

onde I, é a matriz identidade de ordem n.

Logo, se m; (massa modal) é:

Fazendo: [@] -[M]-[®]=1,

[o] -[K]-[®]= : . | (Matriz Espectral)
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Considerando-se que uma resposta dinamica genérica de uma estrutura pode ser
colocada como uma combinacao linear das diferentes formas de vibracao:

u3=0,2,

O vetor de deslocamentos da estrutura pode entdo ser colocado como:
ul=loh -z +{0), -z, +.. + {0}y -2, =[0]- {2}

O que corresponde a seguinte transformacao de coordenadas:

uj=[o]- iz}

Substituindo na equacéo de equilibrio:

Obtém-se um sistema de equacdes diferenciais ordinarias (2% ord) desacopladas:

Z +of -z =Py (t)
Zy + 05 2y =Py(t)

Z, 'HD% "Zp :5n(t)

= Solucéo numérica pelo algoritmo de Runge-Kutta de 42 ordem, ou por Newmark.




