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Introducao do Metodo dos Elementos Finitos
Definicoes

Procedimento geral de discretizacao de problemas da mecanica do

continuo colocado por expressdes definidas matematicamente.
(Zienkiewicz, 1967/2013)

Permite a analise do comportamento de qualquer sistema fisico
regido por equagdes diferenciais ou integrais, como da mecanica
dos solidos deformaveis, da conducao do calor e de massa, e do

eletromagnetismo, por exemplo.
(Soriano, 2009)

Conjunto de técnicas numericas de aproximacao que permite que
0 problema da integracao das equacoes diferenciais seja

substituido por um sistema de equacdes algebricas.
(Mello e Castanheira, 2010)




Table 1.1 History of Approximate Methods [1,2,8-10,19,22-33)
ENGINEERING MATHEMATICS
Trial Finite
Juncrions differences
Rayleigh 1870 [23] Richardson 1910 [1]
Ritz 1908 [24] Liebman 1918 [22)
Southwell 1946 [2]
Variational Weighted
methods residuals
Rayleigh 1870 [23) Gauss 1795 |25])
Ritz 1908 [24] \ / Galerkin 1915 [26]
Biezeno-Koch 1923 [27]
Structural Piecewise
analog continuous
substitution trial functions
Hrenikofl 1941 (8] Courant 1943 [29]
McHenry 1943 [28) Prager-Synge 1947 [30]
Newmark 1949 (9] Argyns 1955 [19)
Zienkiewicz 1964 [31] ¥
Direct Variational
continuwm finite
elements differences
Turner et al. 1956 [10] Varga 1962 [32)
\ Wilkins 1964 [33]
v
PRESENT-DAY
FINITE ELEMENT METHOD

Ref: Zienkiewicz, 2013



Introducao do Metodo dos Elementos Finitos
Diferencga pratica para o Método das Diferencas Finitas

Figure 1.1 (a) Finite difference and (b) finite element discretizations of a turbine
blade profile.

Ref.: Huebner et al, 2001
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Funcional

E uma grandeza escalar, funcdo de funcdes, que assume um valor
particular dependente da funcao nele utilizada.

Pode ser escrita sob a forma de uma equacao integral definida,
contendo uma certa fungao genérica, como por exemplo:

Dados x; e x,, o valor de I depende da funcao y(x) utilizada.
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Funcionais (continuacao)

» As funcbes devem ser continuas pelo menos até a ordem (m-1), isto é,
funcoes de classe C™' | para que existam as derivadas até a ordem m
e a integral da equacao acima possa ser calculada.

Além disto, estas fungdes devem atender as condicoes geomeétricas
de contorno.

Tais funcdes sao ditas admissiveis e constituem o espag¢o do dominio
do funcional.

Diz-se que o funcional € um operador que mapeia as funcoes
admissiveis no espaco dos numeros reais.

O Calculo Variacional estabelece que, entre todas as funcdes
admissiveis, a que estacionariza o funcional (fornecendo um valor
minimo ou maximo) € a solugao do problema regido por este funcional.
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Funcionais (continuacao)

O Problema da Braquistécrona (tempo mais curto)
Bernoulli, 1697

Uma particula, partindo do
repouso, cai do ponto 1 ao ponto
2, escorregando sem atrito sobre

y=f(z,)
a curva 1-2. !
Queremos determinar qual € a
curva que corresponde ao y
minimo tempo de queda:

Y=f(x,)

https://www.youtube.com/watch?v=Bh6-zKwTupc 1yt



https://www.youtube.com/watch?v=Bh6-zKwTupc
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O Problema da Braquistécrona (continuagcao)

O funcional a ser extremizado é:
(2)
1:[&
(7)

Sendo a velocidade v = ds/dt , entdo dt = ds/v .

2
ds? = dx? +dy? :>ds=\/dx2 +dy? =J1+(3—y] dx
X

= ds =+/1+(y')? dx
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O Problema da Braquistécrona (continuagcao)

A velocidade pode ser determinada pelo principio da conservacao de energia:

1
m-g-y, =Em-v2+m-g-(y2—y)

29y

Portanto, o tempo de queda é:

X

[T

Tem-se a extremizar um funcional com uma variavel independente (x) ,
uma funcgao (y) e sua derivada primeira.
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Variacao de um Funcional

O operador variacao 6

O valor assumido por um funcional I depende do caminho escolhido entre os
pontos 1 e 2 (ou seja, da funcao escolhida).

Admitamos a existéncia de um caminho que extremiza I com relagao aos outros

caminhos vizinhos: WY

y(x) = caminho extremizante

~ : : y=/(z,) |~
y(x) — caminhos variados

Y=f(z,) [~
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Variacao de um Funcional

Variagao de um Funcional V(X) = y(x) +&- n(X)

A i

funcao derivavel

K_a;‘(m)=yr(a:)+ en(x) arbitrariamente escolhida
y=fz,) |~ — — =7 ﬂ
Sy=y-y=¢m
Sy’: 'y‘l_yr: € Tll
Y=flz,) —

Entao o caminho
variado coincide com o

extremizante em x; e x,

s
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Variacao de um Funcional

X5 X» X3 X2
T= IF(x,y+6y,y'+6y')-dx = IF(x,y,y')- dx + I{?:Sy+§lz,5y']dx + J.O(Bz)' dx
X; Xy 3(1 y y ) X4
501

=1 =1+ S(T)I\: onde 81 = 12 variacdo de I

_— o - o . o .

s = variacado total de I = s r=T-1

X

2
= 5 = L Oy -dx =0
oy dx\oy'

X4

= oF _d|oF =0 Equacao de Euler-Lagrange
oy dx\oy
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Metodos Variacionais de Aproximacao

Metodo de Rayleigh-Ritz: n
y(x)= 75(x)= > a;-0;(x)
=1

onde: ¢, (x) sao funcgdes linearmente independentes denominadas de funcdes de forma;

a; sao denominados de parédmetros de deslocamentos, ou coeficientes de Ritz.

O funcional se converte entdo em ~ .
uma fungao dos coeficientes a; :> I[y n (X)] B (D(a7’a2 pnee an)

bons resultados, do que estacionarizar o funcional e resolver
analiticamente as equacoes diferenciais correspondentes.

> € mais facil escolher funcbes admissiveis que conduzem a

61'y‘n(x)]=2(a—lﬁafj:0 = @ _ 0,i=1..n
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Metodos de Aproximacao

Método de Galerkin:

Utiliza diretamente a equacéo diferencial que descreve matematicamente o
problema a ser analisado, ndo requerendo a existéncia de um funcional:

Ly=f

onde L é um operador (diferencial) e a funcao y satisfaz certas condi¢des de

contorno.
n

Ao fazer uso de fungdes aproximadoras, y _ 2 :a_ Y
a solucdo encontrada apresenta - SR
residuos em relacado a solucao exata: =

. . [ > e=Ly-—f
condicao de ortogonalidade entre as y
funcoes:

descritas, obtém-se um sistema de n

~ Resolvendo- d d 3
|:> I(Ly _f). ¢;-dV =0 esolvendo-se cada uma das equacoes
v equagdes, com n incognitas.



Introducao do Metodo dos Elementos Finitos

Metodo de Galerkin - Exemplo

Determinar u(x) tal que:

i (x)=x+ Zn: a.sen(kmx)

Funcoes aproximadoras:< =1

i (x) = x + a,sen(mx)+ aysen(2mx)  (paran=2)

1(0):()
1

satisfeitas as condicoes de contorno: {
\.



Introducao do Metodo dos Elementos Finitos

Metodo de Galerkin - Exemplo

Calculo do residuo:

2 2
d U —M(X)_ d

= [x + alsen(nx)+ azsen(2nx)]— X — alsen(nx)— azsen(2ﬂ:x)
X

= R = —alnzsen(nx)— 4a2nzsen(27tx)— X — alsen(nx)— azsen(2nx)

Equacao dos residuos ponderados no método de Galerkin:

(1

| jR(x) sen(mx)dx=0 =2+ am +am=0
[Rx)N,(x)ax=0 < ° = a, = 0,058568
0 1

IR(x) sen(2nx)dx=0 = -2+ am’ +am=0

-0 — a, =0,007864

= [171 (x) = x +0,058568 - sen(mx )+ 0,007864 - Sen(27tx)]
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Metodo de Galerkin - Exemplo

Outras funcdes aproximadoras: N, = x* (1 — x)

|:> i, (x) = x+ax(1—x)+ax*(1-x)

{a’z (0)=0
Também satisfeitas as condic6es de contorno: § _
i,(1)=1

(1
1 jR(X)x(l—x)dx:O :>a1:_46_793
[REIN (x)dx=0 {1

1

: jR(X)xz(l—x)dx:O :>a2:—l

. 0 43
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Exemplo: PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO UNIDIMENSIONAL

O Método dos Elementos Finitos (MEF), assim como o método de Galerkin,
resolve por aproximacao problemas regidos por equacdes diferenciais ou
integrais.

n
Séao utilizadas aproximacoes do tipo: ﬁ(x) = ZNJ- (X)Mj
j=1

onde ]\9 sao funcoes aproximadoras e u; sao coeficientes constantes.

Como ii(x) é por definicdo uma solucao aproximada, a equacao nao é
exatamente satisfeita, gerando um residuo R(x) no dominio.

Ribeiro, F. L. B., 2013, Introdugéo ao Método dos Elementos Finitos,

Notas de Aula, Programa de Engenharia Civil - COPPE/UFRJ

Ref.:
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Exemplo: PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO UNIDIMENSIONAL

Como u(x) é por definicdo uma solugao aproximada, a equagcao nao &
exatamente satisfeita, gerando um residuo R(x) no dominio:

g + f(x)=0 j‘> jzf + f(x)=R(x) em [0,1]
Ix

Aidéia central do MEF é ponderar este residuo no dominio usando as
fungdes de ponderagdo W(x):

jol Rwdx=0 ﬁ/’(x):iNi(x)wf
i=1

onde N] sdo as mesmas funcoes de forma de ﬁ(x) e wj sao coeficientes
constantes.

Ribeiro, F. L. B., 2013, Introdugéo ao Método dos Elementos Finitos,

Notas de Aula, Programa de Engenharia Civil - COPPE/UFRJ

Ref.:
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Exemplo: PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO UNIDIMENSIONAL

O dominio é discretizado (em elementos), resultando em uma malha com n
pontos nodais.

1 n
[ ® * ® » X
x=0 x=1
Uma aproximacao caracteristica do MEF tem a forma:
X=X,
— +1, x, <x<x;,
1, X=X, (X —X,)
N (x)= N, (x)=]
O, x=x,i#] x—x,
—_—, X, | SX=X,
SR AR

onde N] e a fungao de interpolagao global do nd ; e u; representa os valores
nodais da aproximacao.

Ribeiro, F. L. B., 2013, Introdugéo ao Método dos Elementos Finitos,

Notas de Aula, Programa de Engenharia Civil - COPPE/UFRJ

Ref.:
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Exemplo: PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO UNIDIMENSIONAL

u(1)=0 (condigdo de contorno essencial)

el (0) =g (condi¢do de contorno natural)

dx

d*u

2
X

Dados f(x) e g, determinar u(x) tal que {

+f(x)=0 em [0,1]

O 47, ()= R(X) Iy " Rivdx =0

dx’ 0
YRS i Ldn £
D [ s]ren [Gaiam i
dn . dn . Vdu dw L
= 2L yw) = ZL0)w(0) - d dx =0
O L )) - Z2O0) — [ SF v [
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Exemplo: PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO UNIDIMENSIONAL

" * 1
:@(1) 1) ——0)w(0) — I ﬂ d—wdx+j wdx=0
dx dx

|$ J‘ld_z?d_v'iz dx = J.fwdx g w(0)

“forma fraca da equacao dos residuos ponderados”

Tanto # quanto W devem apresentar continuidade C?
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Exemplo: PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO UNIDIMENSIONAL

|$ an:W’J‘:%{ZHI:NJuJ]% dx = an:W,-[I:fNidx—gN,-(O))
i= J= =
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Exemplo: PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO UNIDIMENSIONAL

iw _[0 dx{ZN ", ]dN’ dx—zwu £N .dx - gN(O))

Como as constantes w, sdo arbitrarias, fazendo w, =1 e w,=0,para j#iei=1..n

obtém-se um sistema de|n equagdes algebricas e n incognitas v :

L o ZN "0 . dj-‘ dx = Idex gN () (@(=1..n)

TRy

i[]: dj{i dde’ dx]u IfN dx—gN.(0) (i=1,...n)
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Exemplo: PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO UNIDIMENSIONAL

o dx dx

Z”:[Jcl dN; dN, dx]u} :J.IfNI_ EogN©) G=Ln)

n
O sistema acima pode ser escrito na forma Z Ku =F (i=1,..,n)
i >

i
J=1

- - . 1dN . JdN.
onde K, e F; sdoiguailsa < g :J' R R

y o dx dx

1
F :IfNi dx—g N, (0)
0

.
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Observacades:

1) A matriz K € simétrica:

! ~ dN 1 dN _
K, =I N, L dx :.[ ) 4N, dx = .
/ o d. o dx dx /

x dx

2) A matriz K é esparsa (muitos de seus coeficientes sdo iguais a zero). De fato, os
suportes das fungdes de interpolagdo N, e N, possuem interse¢do nula, se o no i

ndo esta conectado ao nd j, resultando em coeficientes K, =0:

N; N

Ref.: Ribeiro, F. L. B., 2013, Introdugédo ao Método dos Elementos Finitos, Notas de Aula, Programa de Engenharia Civil - COPPE/UFRJ
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Observacoes (continuagao)

3) Os coeficientes K, podem ser calculados efetuando-se a imtegral somente no

elemento que conecta os nos 7 e J:

L dN. dN . x dN. dN.
:I L dx:I L dx
o dx dx x, dx dx

if

Ref.: Ribeiro, F. L. B., 2013, Introdugédo ao Método dos Elementos Finitos, Notas de Aula, Programa de Engenharia Civil - COPPE/UFRJ
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Observacoes (continuagao)

4) Os coeficientes da diagonal principal sdo positivos € maiores que zero:

2
1

Kfizj [dNI) dx > 0
o\ dx

5) Os coeficientes da diagonal K, podem ser calculados efetuando-se a integral

somente nos elementos que contribuem para o no i:

i-1 i i+1 i-1 i i+1

Ref.: Ribeiro, F. L. B., 2013, Introdugédo ao Método dos Elementos Finitos, Notas de Aula, Programa de Engenharia Civil - COPPE/UFRJ
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