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Deformacoes:

—

Campo de deslocamentos

Solicitacdes externas atuando em um corpo deformavel:

Configuragdio
final

anfigurdcﬁo
inicial - 4 Mudanca de forma e

dimensoes

Configuracéo inicial indeformada = Configuracgao final deformada




Deformacoes:
Campo de deslocamentos

Um ponto A do corpo, que na configuracao inicial tem as coordenadas
X, Y, z, sofre um deslocamento u, e passa para a posicao A*.

Configuragdo
final

Confiquragdo
inicial

As coordenadas A* sdo entao dadas por x+u, y+v, z+w, e 0
CAMPO DE DESLOCAMENTOS determinado pelas funcdes u, v, w.




Deformacoes:

Observacoes:

» Tendo em vista a continuidade do solido no processo de deformacao,
as funcdes escalares u, v, w devem ser continuas e univocas.

» O campo de deslocamentos pode ser decomposto em duas parcelas:
* Movimento de corpo rigido (translacdo do ponto)

» Deslocamento com mudanca de forma e dimensdes do
corpo (alongamentos, encurtamentos)

PR Iy =

* O movimento do corpo rigido pode ser sempre eli
introducédo adequada de vinculos.

Ex: Deslocamento com Movimento de
mudanca de dimensodes Corpo rigido
A

f




» Deformacéo (strain)

SS « Deformacao linear especifica

« Alongamento relativo

Deformacéo no ponto A e na direcao s:

Relacao entre o alongamento sofrido pelo
segmento elementar e 0 seu comprimento inicial,
ao passar da configuracao inicial para a
deformada.

ES:AB _ABzdS —ds :>ds*:ds(1+8s)
AB ds




y » Deformacéao angular (shearing strain)
S

 Distorcao

Distor¢céo no ponto A associada as direcdes s, t :

Reducéao do angulo originariamente reto entre AB e BC.




O estado de deformacao em um ponto A fica completamente
determinado se forem conhecidas as componentes de deformacéao
(linear e angular) em trés direcGes ortogonais.

Referindo-se ao sistema cartesiano global xyz, tem-se as seguintes
componentes de deformacéo:

8x’gy’gz’ﬁny"YXz’ﬁsz

De forma analoga ao estado de tensfes, conhecidas essas componentes &
possivel calcular a deformacao linear numa direcao qualquer, ou a
deformacao angular associada a um par de direc6es ortogonais quaisqguer
no ponto A.




A deformacéo em todo o corpo fica determinada conhecendo-se o
campo de deformacobes, ou seja, as componentes de deformacéo
como func¢des de posicao:

-

Txy = ny(X,y,Z)
¥ xz _7xz(x Y Z)

\'\Xy _'\lez(x Y Z\




Relacoes Deformacao — Deslocamento

(coordenadas cartesianas)

Sejam (A*), (B*), (C*) as projecOes de A*, B*, C* no plano xy. Logo:

v b

O deslocamento (de primeira

ordem) na direcao x do ponto B
- é igual a:
~ ou
e u+—dx
f'QLQ OX
TY =
_ devido ao aumento de
> ]
ou
—dx
— OX
da funcdo u com o aumento
= da coordenada x
X
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Relacoes Deformacao - Deslocamento

Sejam (A*), (B*), (C*) as projecOes de A*, B*, C* no plano xy. Logo:
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Relacoes Deformacao - Deslocamento

= Hipodtese de pequenas mudancas de configuracao;

— Componentes de deformacéo consideradas muito pequenas em presenca da

unidade;
) * (A")B )= A'B" =dx(1+¢,)
= (AfcT )= AT =dyli+e,)
(8%
o ) > A )6 )22 -C'A'B =1,
:; dx B
A seng = ¢; cosp=1
” seny = y; cosy =1
X




Relacoes Deformacao - Deslocamento

= Reescrevendo-se as equacdes, tem-se:

dx+u+a—udx=u+(A*XB*)cos¢Eu+dx(1+£x): E,=—

Ox

dy+v+?dy:v+(A*XC*)cosw Ev+dy(l+5y):>
34

o+ :g_(C*XA*XB*)E Ty = O+wy = 'nyx

a" 2 Max
b= send = OX ~
( XB ) = dx (1+e,)  ox =
ou
dy —_dy
Y = seny = 8y ; u

()(C) o)y

ou 8v

T =% T ax

Com as projecdes nos outros dois
planos cartesianos, sao obtidas
as demais expressoes das
relacOes deformacao-
deslocamento.



Na notacdo cartesiana:

XJ,XZ,X3 _)x,y,Z
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—> & é o alongamento relativo da proje¢do em x de um segmento elementar

originalmente na direcéo x.

—> & é o alongamento relativo de um segmento elementar na diregéo x.



-amento

Na notacdo cartesiana:

ou

UpgUyyUy —> Uy Ve W /. :@
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1195C129 °°° xx9“xyd e ow
E, =—
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—> & é o alongamento relativo da proje¢do em x de um segmento elementar
originalmente na direcéo x.

—> & é o alongamento relativo de um segmento elementar na diregéo x.



DeformacoOes angulares

-

ou
yxyzyyxza_l_

ov
<7/yz:7/zy:—7+

ou
7/xZ:72x:g+

ov
ox
ow
oy
ow
ax

du
AV: v dy
--l---— !
'l‘
E
I
) I
'l
D 7
5 c dx
u
dx -J




DeformacoOes angulares
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E conveniente imaginar uma rotag&o 1 ou ov) 1 1
de corpo rigido do elemento em torno Exy =€ = §+§ nyy - Eyyx

do eixo transversal de forma a se
obter uma deformagao angular igual — . £, =&, =
sofrida por cada uma das faces
transversais, com magnitude igual a
metade de distor¢ao total no plano. yz — ©zy




Tensor

Assim, modificando-se as relagdes para deformacdes angulares para g,, ,
&, € &, , obtém-se o tensor (de deformacgdes), que € uma entidade
matematica que obedece a certas leis de transformacao:

€ xx gxy €z

ny gyy gyZ

& 2x gzy €2z

Notar que os termos da diagonal principal representam as deformacoes
lineares enquanto os termos situados fora da diagonal, cujos valores sao
simetricos em relacdo a diagonal, sdo as deformacdOes transversais
(angulares).



Convencao de sinais nas deformacoes

Deformacao linear positiva:
extensdo do comprimento unitario




Deformacao linear numa direcao qualquer

Na figura abaixo, um segmento elementar PQ de comprimento ds e direcédo s é

representado na sua configuracao inicial.

~

N

CcOo-senos diretores:

-

0= % = cos(s, x)

m=2 cos(s, y)
ds

n= % =c0s(s, z)

.



Deformacao linear numa direcao qualquer

Apos a deformacéo o segmento passa para a posicao P*Q* de comprimento ds*,

As projecdes dos deslocamentos u, e u, sobre a direcao s sao dadas por:

Z

A

—

(uS)P =up-{=ul+vm+wn

() =)+ %2 s

ds




Deformacao linear numa direcao qualquer

Considerando-se a hipotese de pequenas mudancas de configuracéo:

ds” —ds s ’ du,
gs o o =
24 ds ds ds
QI
* "x\ S Desenvolvendo a derivada

5 direcional da fungcao u na
‘ - ~
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Deformacao linear numa direcao qualquer

Desenvolvendo a derivada direcional da funcao u na direcao s....
gS:duS :(dusjdx_l_ du dy+(dusde=Vus-z
ds dx )ds dy )ds dz )ds

~ (d(uﬁ +vm + wn)) , +(d(u€ +vm + wn)]m N (d(ué +vm + wn)jn

dx dy dz
du o dv o, dw , (dv du dw du dv dw
=—0"+—m " +—n"+| —+— m+ + ln+ + mn
dx dy dz x dy dx dz dz dy
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Deformacao linear numa direcao qualquer

rg\ T 1
€ xx gxy
e =AMy | €, &),
n) e &y

2

2 2
=" +tem" +ten +y  tm+y tn+y, mn



Deformacao linear numa direcao qualquer

2 2 2
=L +em  +en” +y tm+y Ln+y, mn

A expressao acima nos da a deformacéo linear em torno de um ponto em
uma direcao qualquer (definida pelos seus co-senos diretores) em funcao
das deformacdes lineares segundo 0s eixos coordenados e das
distor¢cbes nos planos coordenados.

Vé-se assim que as deformagdes segundo trés eixos coordenados,
ou seja, um tensor de deformacdes, € suficiente para definir o

ESTADO DE DEFORMACAO

em torno de um ponto qualquer (assim como nas tensoes).



Deformacao angular numa direcao qualquer

Analogamente, pode-se demonstrar que a distorcao entre duas direcoes
S e t pode ser colocada como:

7/St=28

x-St

vl +25ymsmt+252nsnt+7/xy(fsmt+msét)

+7/xz(gsnt +nsgt)+7/yz(msnt +nsmt)



Deformacoes Principais

Pode-se mostrar pela analise das expressdes anteriores de deformacéo linear e
distorcao segundo direcdes arbitrarias, ou pelas propriedades dos Tensores, que
o Tensor deformacédo segundo trés novas coordenadas X', y’, Z’ pode ser

colocado como:
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Lei de Transformacao do Tensor de 22 ordem: 8' — R & Rt
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Deformacoes Principais

Tal como na analise de tensdes, pode-se considerar por hipétese que num ponto
de um solido em estado de deformacao existem trés direcdes ortogonais
(principais) em relagao as quais a distorcao é nula.

As deformacodes lineares em tais diregcoes sdo as deformacgdes principais:

E19E749E3 (51 282 283)

Pelas propriedades dos tensores, as trés direcdes principais (ortogonais)
correspondem a representacéo do tensor deformacéao segundo uma matriz
diagonal.

Logo, as raizes da equacéao caracteristica do tensor de deformacoes
correspondem as deformacdes principais, e seus coeficientes sdo denominados
de invariantes do estado de deformacéao.



Deformacoes Principais

Seja a direcao “e” uma direcao principal, onde ha apenas uma deformacao
sem distorgoes:

¢ xx gxy gxz f\
:>{5e}=5e<m>: Ex &€, &, My
) _gzx zy ZZ_\n)
e
e, 0 O]f¢ _gxx £y gxz_ (/) ¢
=0 & O0fmp=|s, &, &, |{m; :>(8xyz—8el)<m>=o
0 0 ¢ ||n &, &, &.||n] n

As deformac0bes principais sao os autovalores da matriz (tensor) de deformacdes



Deformacoes Principais

&x ~ & gxy €z
det(gij —gel)=0 =>| &x  &,7& &, |=0
€ 2x €2y &, ~ &,

3 2 _
=&, —J, g, +J6, —J;=0
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Deformacoes Principais: solidos isotropicos

Tensoes Principais, Deformacdes principais, Direcdes Principais




Deformacoes Principais: solidos isotropicos

TensOes Principais, Deformacdes principais, Diregdes Principais
g
s

| .

+€



Deformacoes Principais: solidos isotropicos

Tensoes Principais, Deformacdes principais, Direcdes Principais

1
512




Deformacoes Principais: solidos isotropicos

TensOes Principais, Deformacdes principais, Diregdes Principais

(a) - )
€p2 = —706 €p1 = 1306

(b)




Rosetas de Deformacoes

g1 = & 08?01 + g, sen? 6 + v,y sen 6; cos 6
€9 = €, cOS? Oy + &y sen? 6, + Yxy S€N By cos O

e, cos? O3 + ¢, sen? O3 + v, sen 05 cos 65

o
w
I

Yy = 2¢0p —(ax + ay)



Compatibilidade de Deformacoes

€ preciso garantir a integrabilidade das relacGes
deformacoes-deslocamentos;

» obtencao de um campo de deslocamentos
cinematicamente admissivel, representado por funcdes
continuas e univocas;

* preservacao do meio solido no processo (de forma a nao
surgirem trincas ou fissuras);

e Uma maneira de se assegurar gue as deformacoes sejam
compativeis € iniciar um campo de deslocamentos
continuo e univoco e desenvolver as deformacoes a partir
deste campo de conformidade.



Compatibilidade de Deformacoes




Complementar

Bibliografi

It LI ICA

e Exemplos numéricos praticos:

Shames, |. H., Introducao a Mecéanica dos Solidos, Prentice
Hall, 1983 (Cap. 3 e 12)

e Propriedades dos Tensores:

Reddy, J.N., “Energy Principles and Variationl Methods in
Applied Mechanics”, John Wiley & Sonx, 2nd Ed., 2002
(Capitulo 2.3)

e Circulo de Mohr
Beer Johnston, Resisténcia dos Materiais
Riley, Mecanica dos Materiais



