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INTRODUCAO

Este trabalho tem a finalidade principal de divulgar assunto que, em cerca de década e meia, vem
envolvendo uma transformagdo radical no ensino, no aprendizado, na aplicagdo e até na propria filoso-
fia da Teoria das Estruturas. Embora ndo seja um livro de técnica de programagdo aplicada 4 Andlise
Estrutural, sua meta &, principalmente, apresentar uma visdo panoramica, em carater pratico, das bases
em que se fundamenta o grande impacto que a presenca do computador representou para aquela cién-
cia da Engenharia.

De fato, até algum tempo atrds — na geracdo a que pertence o autor — estudava-se e praticava-se a
Hiperestatica dentro de uma metodologia geral, porém a énfase ficava com os artificios e processos
destinados a minimizar as dificuldades da resolugdo das equacgdes lineares simultaneas. Brilhantes arti-
ficios e processos, alguns grafoanaliticos, como o dos pontos fixos, outros iterativos — como os de
Cross e Kani — se por um lado cumpriam na época a sua finalidade e honravam a inteligéncia de seus
autores, por outro lado desviavam a aten¢do dos métodos gerais, quase sempre proibitivos nas aplica-

¢Oes,

Com a mecanizagio do célculo, ao surgir o computador, toda importéncia voltou a ser dada aos
dois métodos gerais, uma vez que o problema das equagdes simultaneas deixou de ser o centro de inte-
resse. E da propria necessidade de comunicacdo com a méaquina, para explorar melhor os seus recursos
imensos, resultou que se fosse buscar, no acervo da Matemaética, a matriz — como meio de descrever de
forma compacta as cargas, deslocamentos e propriedades eldsticas das estruturas e, principalments,
como operador de transformagdo linear muito Gtif nas diversas etapas da andlise hiperestdtica. Mudou
o formalismo, alterou-se a filosofia deste ramo da Mecénica aplicada, em beneficio da automatizagdo.

Nem de longe o autor pretende subestimar o tratamento convencional do problema, ou considera-
lo intitil, O engenheiro estrutural teria sempre necessidade dos processos classicos, para aplicd-los sem
os requintes da computacdo automdtica na fase do anteprojeto e, ainda, no projeto, para ndo perder de
vista 0 que acontece fisicamente na estrutura tendo sempre a4 mo um meio de acompanhar, fiscalizar e
interpretar os resultados. Nem parece prudente — dada esta conveniéncia de “sentir’ a estrutura — que
o aluno de graduagdo principie a estudar Hiperestatica no formalismo matricial. O assunto deste traba-
Iho ficaria bem situado na faixa que vai da parte final do curso de graduacéo ao inicio do de pos-gra-
duagio.

Crandall, em sua obra Engineering Analysis, classifica em trés grupos as aplicacies de processos
numéricos no campo da Engenharia: (1) problemas de equilibrio; (2) problemas de valores caracte-
risticos; (3) problemas de valor inicial.

Para ordenar a matéria deste trabalho, o autor julgou conveniente aplicar (no que cabe aqui) a ci-
tada classificacdo. Assim, fez-se a divisdo em trés partes: a primeira, envolvendo as bases do formalismo
matricial na anélise de estruturas; a segunda, abrangendo o estudo dos dois métodos gerais de abo rda-
gem dos problemas de equilibrio, seguido de aplicagdo ao processo iterativo de Cross; a terceira, tratan-
do da aplicagdo aos principais problemas estruturais de valores caracteristicos — o da analise de vibra-
¢Oes e o da instabilidade eléstica.




Vil INTRODUGAO

Nio obstante a espantosa potencialidade do tratamento matricial — quando aplicado no computa-
dor — foram evitados no texto exemplos de estruturas complexas, cuja solucdo apresentaria maior vo-
lume de célculos, sem servir aos objetivos visados.

O assunto apresentado ndo €&, evidentemente, original. Argyris, Pestel, Livesley, Asplund,
Rubinstein, Gere, Przemieniecki, Meek, Wang e tantos outros grandes nomes da moderna anéalise estru-
tural langaram as bases desta notdvel aplicagdo da Algebra Linear, Isto ndo significa, entretanto — ex-
cluindo o texto bésico introdutério da 3% Parte, onde foi considerado conveniente fazer uma revisdo
despretensiosa do problema dos valares caracteristicos — que o tratamento dado & matéria deixe de ser
pessoal, na apresentagdo e na exemplificagdo, forjado que foi nas tentativas e observagGes feitas em
cursos de pos-graduagdo e de especializagdo, na PUC do Rio de Janeiro, na Universidade Federal Flu-
minense e no Instituto Militar de Engenharia — este na graduacgdo.

Sdo contribuigbes do autor os topicos dos itens 7.2.2 (Efeitos de Temperatura), 9.2 (Tratamento
Matricial do Processo de Cross no Caso de Estruturas Deslocéveis) e parte do item 13.4 (Obtengédo da
Matriz de Rigidez Geométrica Usando as Integrais de Mohr).

Dedicando este trabalho a seus alunos, o autor agradece a valiosa contribuicdo daqueles que cola-
boraram na sua impressdo e pretende, acima de tudo, que a matéria explanada venha a ter maior pene-
tragdo nos cursos de Engenharia Civil da nossa pétria, a cuja grandeza todos almejam servir.

O Autor

Rio de Janeiro, outubro de 1976
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iealizagi
Estrutural

1.1. A Divisio em Elementos

O problema da Anélise Estrutural envolve quatro tipos de grandezas:

b. as agoes mecﬁmeas mterms (es_forgas secionais ou tensaes localizadas em
elementos de drea orientados);

¢. 0s deslocamentos dos pontos da estrutura (podendo ser lineares ou angu-
lares);

d. as deformages (ou deslocamentos relativos das extremidades de porgdes
elementares interiores).

Em geral, o objetivo é determinar os esforgos e deslocamentos. Para atin-
gi-lo, 0 método cldssico parte de elementos infinitesimais da estrutura, tio pe-
quenos que seja possfvel exprimir matematicamente com simplicidade as suas
relagdes “‘solicitagfio-deformagio”. Por integragdo, chega-se ao comportamento
da estrutura.

O método dos elementos finitos (do qual o Cdleulo Matricial das Estruturas
poderia ser considerado como um primeiro capitulo, aplicivel s estruturas de
barras) resolve o problema com outra seqiiéncia. Considera a estrutura divi-
dida em partes ou elementos que j4 nio sao infinitesimais, ligados entre si em
pontos nedais, onde se supdem concentradas todas as forgas de ligagéo entre ele-
‘mentos. Sendo as solicitagdes e deformagoes diseretizadas nos nds, o compor-
tamento eldstico e mecdnico de cada elemento pode ter expressio matemdtica
tao simples quanto a dos elementos infinitesimais da soluciio cldssica. A com-

o0sigao desses elementos de tamanho finito para constituir a estrutura consi-
erada d4 lugar a sistemas de equagdes facilmente tratados por via matricial.

1.2, Natureza dos Elementos e Exatidio dos Resultados

A. Nas estruturas formadas por barras. (que_sempre podem ser reduzldaa
“a linhas), o "0 n6 pode ser qualquer ponto do eixo da barra.
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Os elementos podem ser barras inteiras, partes de barras ou até associagdes
de barras (funcionando como subestruturas). No caso do pértico da Fig. 1.2.1
a subdivisio em elementos poderia ser feita como se vé nas Figs. 1.2.2, 1.2.3 e
1.2.4. Cada elemento deve ser tdo simples que se possam exprimir com faci-
lidade (ou até encontrar tabeladas) as suas relagdes solicitagio-deformagdo.

Fig. 1.2.1 Fig. 1.2.2

Fig. 1.2.3 Fig. 1.2.4

Por outro lado, o nimero grande de elementos acarreta operagdes sobre grandes
matrizes. Onde houver carga exterior ou deslocamento a calcular, deve haver
né, pois os elementos sdo praticamente reduzidos aos seus nds extremos. No
caso da Fig. 1.2.4, admitiu-se um elemento envolvendo toda a barra central,
mas neste caso, a sua carga terd de ser transformada em carregamento nodal,

Por este modo, as estruturas constituidas de barras terio solugio com a
mesma exatiddo matemdtica obtida na teoria cldssica das estruturas, porque
0s nos tém existéncia real.

B. Para as estruturas com liga¢des continuas em duas ou trés dimensoes
— caso das placas, cascas e blocos — a idealizagiio estrutural é mais difieil, pois
néo existem fisicamente os elementos com ligacdes discretas.

Para aplicar o mesmo tratamento visto é necessirio fazer uma simulacdio.

A estrutura é decomposta em elementos que passam’a s6 entrar em contato
entre si nos pontos nodais. Istes elementos podem ser planos (triangulares,
quadrados ete.) ou espaciais (tetraedros), conforme o caso. As forgas e os des-
locamentos dos pontos nodais niio correspondem a forgas e deslocamentos exis-
tentes nesses pontos: sio ficticios e seus valores sio obtidos pela compatibilizacio

1.3. SISTEMAS DE COORDENADAS — VETORES DAS AGOES MECANICAS 5

da energia de deformagdo. A solugo é, neste caso, aproximada, mas converge
para a solu¢io exata quando se aumenta o nimero (_1e elementos. O tratamento
deste caso é objetivo do Método dos Elementos Finitos.

1]
— - —0— —0— —
| I |
4 . &

Fig. 1.2.5
1.3. Sistemas de Coordenadas — Vetores das Ac¢des Mecéinicas e dos Deslocamentos

Com o fim de identificar e ordenar matricialmente as agdes mecanicas (forgas
e momentos) e os deslocamentos (lineares ou angulares) existentes nos nés d-e
uma estrutura integrada ou nas extremidades de um elemento — quando subdi-
vidida a estrutura —, impde-se seja fixado a priori um sistema de coordenadas.

2I3 4
LTy =™
L/

c Ulo

Fig. 1.3.1
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Por exemplo, para a estrutura da Fig. 1.3.1, onde interessa assinalar solicitagdes
e deslocamentos nos nés B, C e D, escolheu-se o sistema de coordenadas indicado.
As setas indicam os sentidos positivos de for¢as ou deslocamentos lineares (em
1 e 3) e de momentos ou rotagdes (em 2 e 4).

Fixadas estas coordenadas, quando a estrutura for submetida As cargas,
Fig. 1.3.2, o vetor das agbes nodais serd:

-2
s R = 0
H
-3
51 3mt
ef il

777?
Fig. 1.3.2

Quando a estrutura apresentar uma eldstica, como a da Fig. 1.3.3, o vetor
dos deslocamentos nodais é:
+ 0,005
+ 0,002
— 0,002
-+ 0,003

{r} =

Convém notar que esses vetores terdo sempre quatro termos (mesmo que
alguns sejam nulos), e estes serio enunciados sempre na ordem em que as coor-
denadas estio numeradas.

Se a estrutura estiver decomposta em elementos, haveri necessidade de
caracterizar com outro sistema de coordenadas (coordenadas locais, em contra-

0,002 rad. 0,003 rad.

Fig. 1.3.3

1.3. SISTEMAS DE COORDENADAS — VETORES DAS AGOES MECANICAS 7

posigio as coordenadas gerais ou de referéncia da estrutura em conjunto) os
esforgos ou agdes extremas dos elementos e as deformagdes ou deslocamentos rela-
tivos de suas extremidades.

Assim, uma barra de trelica que sé apresenta esforgos e deformacdes axiais,
poderé ter as coordenadas da Fig. 1.3.4a ou as da Fig. 1.3.4b, pois a existéncia
de uma equagio de equilibrio relacionando as forgas em 1 e 2 torna essas forgas
interdependentes (convém que as coordenadas sejam independentes).

1 2

—— - c —

(a) (b)
Fig. 1.3.4

Uma barra de quadro plano, com a considera¢io exclusiva das solicitagdes
transversais (desprezando o esforgo normal) poderia sugerir inicialmente quatro
coordenadas, como na Fig. 1.3.5a. Entretanto, a existéncia de duas equagdes
de equilibrio possibilita que se adotem duas coordenadas, como nas partes b e ¢

‘da figura.

- =S = A4 2y N 2
1 3 T .

L]

(a) (b) (c)

Fig. 1.3.5

Voltando ao exemplo do pértico da Fig. 1.3.1, suas coordenadas locais para
a estrutura decomposta poderiam ser as da Fig. 1.3.6 (desprezando os esforgos

normais),
% [ I 3
1 \ 5
4 =
2 AN
m Veger
Fig. 1.3.6
Sy
S
Vetor dos esforgos: {8} = g‘
4
S5
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O vetor das deformagdes seria:

{s} =

-~

Notas

1. Como se viu, hd necessidade de convencionar dois sistemas de coordenadas:
' — coordenadas de referéncia, para as agoes {R} e deslocamentos nodais {r} da estrutura
integrada;
— coordenadas locais, para os esforgos {S} e deformagdes {s} nos elementos da estrutura
desmembrada.

2. As coordenadas estudadas agora sdo discretas ou concentradas. Em certos proble-
mas, como os de vibragdes e instabilidade, hd conveniéncia em trabalhar com coordenadas
distribuidas, caracterizadas por funcdes ¢,(z), ¢a(z) ete., linearmente independentes. Um
carregamento ou linha eldstica, poderd aparecer como combinagiio linear

R(z) = Z C; ¢i(z) ou r(z) = Z d; ¢i(z)

dessas fungdes.

Relagaes Entre Agaes
Mecanicas ¢ Deslocamentos —
atrizes de Hexibilidade

b de Rigidez

2.1. Coeficientes de Flexibilidade e de Rigidez

A. Considere-se o mais simples dos sistemas eldsticos: uma mola linear
de constante k, sistema com uma coordenada (Fig. 2.1.1a).

_Se_ao sistema aplicar-se a forga R =1, 0 deslocamento é fu1, coeficiente de
ﬂembzhdade, sendo fu = 1,! k.

’A 5",
(a) '
|
fu
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Por outro lado, se for imposto & estrutura o deslocamento r; = 1 (Fig. 2.1.1¢),
a manutengio da configuragio deformada exigirdi que se aplique a forga Ky
coeficiente de rigidez (que no caso é a prépria constante k).

Resumindo:

— coeficiente de flexibilidade f é o deslocamento causado por forga R = 1;

— coeficiente de rigidez é a agio mecénica associada & configura¢io defor-
mada r = 1.

B. Considere-se ‘agora a estrutura da Fig. 2.1.2, cujo sistema de coorde-
nadas é o da Fig. 2.1.2a. Procedendo da forma vista acima, tem-se:

1. aplicando Ry = 1 (R, = 0), os deslocamentos fi1 e fu, este dltimo de
rotagdo (Fig. b);

11 K

( -

I
’_/ flg
2 (C)H
=1

(u}g_

X 1
Rlll (d)a "‘-.\H Ifl=1
fu TR -Ir-l
(b) __"""""--.___‘1 Kei lz
<Lty Kn

Sez /1"12

(e)g_--“
\“\.

¢
hﬁ

Fig. 2.1.2

2. aplicando o momento B, = 1 e R; = 0 (Fig. ¢), os deslocamentos sdo
f12 (segundo a coordenada 1) e fa.

Os deslocamentos f11, fis, fa1 € fa2 880 coeficientes de flexibilidade, para o
sistema de coordenadas escolhido.

De modo geral, f;; é o deslocamento segundo a coordenada i, causado por R; = 1.

Se se der & estrutura a deformagdo definida por 7, = 1 e r, = 0 (Fig. d),
o estado de carregamento associado a ela constard das agdes Ky, e K». Aplicando
rz = 1 e ry = 0, haverd que manter a estrutura com a forga K;; @ 0 momento K,,.
Estas agoes Ky, K13, K, e Koy sdo os coeficientes de rigidez referentes & estru-
tura e &s coordenadas da figura. Em geral, K;; é a a¢do segundo a coordenada
1, associada a configuragdo r; = 1.

2.2. MATRIZES DE FLEXIBILIDADE E DE RIGIDEZ

2.2. Matrizes de Flexibilidade e de Rigidez

Para um estado de carregamento definido por R, e R, (quaisquer), os deslo-
camentos serédo:

| Py = fu By + frz Ry
re = for B1 + far Ra

I 5"1} = [.::11 f:z] [R]]

T2 21 far Vi [
{r} = [F] {R},

onde a matriz quadrada [F] é a mairiz de flexibilidade.

Ry q_...- "
{‘l (b} d \\!l'l
Rz\ \?rz

Fig. 2.2.1

ou, sob forma matricial,

ou

(a)

VAN

Matriz de flexibilidade de uma estrutura com n coordenadas é a matriz
(n X n):

fll f12 . nie fln
= (TR0 o 2
Jar Jaz oo fon

cujo termo geral é o coeficiente de flexibilidade f;;.

A equacdo {r} = [F] {R} mostra que a matriz de flexibilidade é uma matriz
de transformagdo linear: transforma o vetor das a¢des no vetor dos deslocamentos.
Do mesmo modo, se fosse prescrito um estado de deformacao definido (Fig. 2.2.1b)

b » A
pelo vetor {r; } , as cargas capazes de produzir ou manter tais deformagdes

seriam {g:} . As equacdes

IRJ. = Kury + Kirs
R, = Koy + Kogro
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podem ser

IRx] ay [Ku Kla] | ?'1}
R Ky K ra )’
onde a matriz quadrada
K!I Kﬂﬁ
i = |

Ka1 Ka |

é a matriz de rigidez.

Em geral, com n coordenadas, a mairiz de rigidez é uma matriz (n X n)

Kll Kl! ‘e Kln
= | T T
Knl Kn.! . Kﬂn

capaz de transformar um vetor de deslocamentos no vetor das agdes a eles asso-
ciadas, na forma

TR =& .
Notas \ - =)

1. As matrizes [F] e [K] estfio vinculadas a um determinado sistema de coordenadas.

2. Seu emprego sé cabe, a rigor, no regime de proporcionalidade (regime linear entre
causas e efeitos),

3. Cada uma destas mairizes é a inversa da outra [F] = [K]™Y, [K] = [FT™L
De fato, sendo {r} = [F] {R}
e {R} = [K] {r},

a substitui¢do do valor de {R} na primeira d4

{r} = [FIK] {7}
donde [F] (K] = (1]

e F] = (K]
2.2.1. Exemplos

1. Estrutura composta de 2 hastes com solicitagio axial (Fig. 2.2.2); coor-
denadas 1 e 2 na parte a da figura.

Matriz de flexibilidade
— para By =1 e R; = 0, obtém-se (Fig. b):

2.2. MATRIZES DE FLEXIBILIDADE E DE RIGIDEZ

1L
fn=Jfa= O B

— para Ba=1e Ry = 0:

_ Iy _ ly ls '
w=go =50 T oo

I ' 11  fa
)
I R0 | Rl
(c) O e
+ + +
[ lfu! | fo2
| | I
\ I n =1
+ g
(d) %:J——oq—
Kn I Kel
! | l r=1
I =
1 ! - 2
(e) %:q} O 2
K2 Kee
Fig. 2.2.2
Logo
I l
EQ, E.

L ( h +___£2 )
Elﬂl El Ql E!QZ
Matriz de rigidez. Invertendo a matriz [F], tem-se:

31 Ig

"l = ZE.0.0

13
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ou
( E; 0 E,Q, ) E;Q,
- o
[K] = [F]-'= L Iy ly
_ B B, Q,
!‘g 2‘2

onde os termos K1, Ky, Ks e Ko tém as interpretagdes mecénicas das partes
d e e da figura e poderiam ser” obtidos diretamente.

2. Viga trabalhando & flexdo (Fig. 2.2.3).

J E,J 12 RIFY ) . : Re=
._L-‘-T—_-"‘-. /
a A
(a) ’9,} ¢ 4 { (c) ,%7 tis _Q\\ ;
o 22
Ra=0 ~
- ~
R1=1 /" fZI
) 'Ef ' K2
(D) i~ Kn |
1 ——_ palbeplll Y
(4) APRE =L 20
r1=1
K
Klal . 1 =

(e) r% rI:O A\\
N

' rp=l
N
Fig. 2.2.3

Matriz de flexibilidade (Mohr, trabalhos virtuais ete.). Obtém-se, para os
carregamentos das partes b e ¢ da figura:

l f2

fu: ‘?TET-M: ‘-W
_ & 2
Sz = BET yfae = m,
donde
l
oelh. b i
[H= 3EJ

2.2. MATRIZES DE FLEXIBILIDADE E DE RIGIDEZ 15

(K] = [F]"* =

ver Figs. 2.2.3d e e.

3. As estruturas da Fig. 2.2.4a correspondem a um mesmo modelo mate-
méatico de relagdes ““a¢do-deslocamento” (o sistema de molas iguais k, o quadro
com 3 pavimentos rigidos e o eixo sob tor¢do com 3 polias) .

Nos trés casos, k é a “constante de mola” referente a uma das partes do
sistema.

“ 12 __TL__Z_____ )2
by _.Ir_i.l_ )3
kS e
%u = j?
(b) | k
N L
- . zle—/L
(c) -k : 2k

7T mrn 7rry? mrrr

Fig. 2.2.4

Matriz de rigidez. Diretamente na parte ¢ obtém-se

!'li‘ -k 0
Kl=]-=k 2 —=EFk]|.
0 —k 2k
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A matriz de flexibilidade pode ser obtida por inversio:

3 2 1

1
Fl=[K=—2 2 1
1 1 1

Se, no quadro, for k = 2 t/mm, quando se aplicar o carregamento da Fig. 2.2.5,
as deflexdes serdo

ry i 3 2 1 3 + 4 mm
rt=IF R =-|221|t-2¢=1+1mmp
T3 1 1 1]J|-1 0

Se, no caso do eixo, 0s momentos aplicados forem os da Fig. 2.2.6, as rotagdes
das polias serdo (para &k = 10 000 mkg/rad):

r i 3 2 1 100 —0,03 rad

o t=—--12 2 1 —400}+ = 1—0,04rad ¢,

75 e s E It | 200 —0,01 rad
R;=100mkg

G5 )
R1=3!— r- I )-ﬂ.‘okg
et | /
Y &)

R=200
3 mkg
77777 mm
Fig. 2.2.5 Fig. 2.2.6
2.3. Dependéncia Linear Entre Coordenadas — Conseqiiéncias

A. Considere-se a barra da Fig. 2.3.1, com as coordenadas ali indicadas.
Sua matriz de rigidez é

EQ _ EQ
l l EQ 1 -1
(K] = ===
_EQ EQ -1 1
l l
Trata-se de numa matriz singular, pois |K| = 0. A sua inversa (matriz

de flexibilidade) ndo existe. De fato, é impossivel gerar a matriz [F], pois seria
absurdo, do ponto de vista do equilibrio da barra, fazer By = 1 e R, = 0, por

2.3. DEPENDENCIA LINEAR ENTRE COORDENADAS — CONSEQUENCIAS 17

exemplo. Esta singularidade ocorre porque R; e Rs; ndo sdo independentes do
ponto de vista estdtico, pois existe a condigdo de equilibrio R, + R, = 0.

1.5 concLUsiOo GERAL, Se as grandezas mecinicas R forem interdepen-
dentes, a matriz de flexibilidade ndo existe. A matriz de rigidez, se existir, serd
singular.

1 E n 2

£

Fig. 2.3.1

B. Voltando & estrutura do Ex. 1, no Item 2.2, Fig. 2.2.2, admita-se que
a segunda barra seja rigida (E,Q. — «). Como conseqiiéneia, 0s deslocamentos
segundo as coordenadas 1 e 2 sio linearmente dependentes, pois existe a relagio
ry = 72, A matriz F, ji obtida, assume, para E;Q; — =, a forma

L 'y
EQ Eih .
[F] = Z , - Esta matriz é singular.
1 1

E.\Q: E\Q

A matriz de rigidez niio existe neste caso.

O mesmo sucede com a estrutura da Fig. 2.3.2, na qual existe interdepen-
déncia cinemética entre a rotacdo 1 e o deslocamento 2, por ser a barra BC rigida.

A matriz [F] é singular:

7] = l 1 z]
T OBEJT |1
e

[K] n#o existe, pois é r = 7

(deslocamentos pequenos).

C

Fig. 2.3.2
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2.* concLusio. Se os deslocamentos segundo as coordenadas forem cine-
maticamente interdependentes, a mairiz de rigidez mdo existe. A matriz de flexi-
bilidade, se existir, serd singular.

Estas consideragdes mostram que deve haver um certo cuidado na fixagéo
das coordenadas. Se o objetivo é utilizar matrizes de flexibilidade, as coorde-
nadas deverdio corresponder a ac¢des R linearmente independentes do ponto de
vista estdtico; se o que se pretende é utilizar matrizes de rigidez, as coordenadas
devem corresponder a deslocamentos cinematicamente independentes.

C. Conseqiiéncias — Coordenadas locais de barras. Aplicando as conclusdes
anteriores e tendo em vista que o nimero de coordenadas locais depende dos
esforgos cuja influéneia sobre a deformagéo do elemento é considerada significa-
tiva, podem-se relacionar solugdes para coordenadas locais de barras.

1.° caso. Barra de treliga plana

a. Para o método da flexibilidade, hi 2 agdes axiais e 1 equacdo de equi-
Iibrig, logo, h4 1 coordenada livre (Fig. 2.3.3a).

b. Para o método da rigidez, nenhuma relagio cinemética e 4 componentes
de deslocamentos livres (solugio na Fig. 2.3.3b).

A

\3 1
1 (a) g
(a) O~ ~N

v £_- 1
(le 4‘1.’4

2
Bi el g
1 3 1 )3 e\

Fig. 2.3.3 Fig. 2.3.4

2.° caso. Barra trabalhando & flexdo e esfor¢o normal, ne plano

a. Para o método da flexibilidade, hi 6 acoes extremas e 3 equagdes de
equilibrio, logo, 3 coordenadas livres (ver Fig. 2.3.4a).

b. Para usar matrizes de rigidez: sio 6 deslocamentos independentes (ver
Fig. 2.3.4b).

3.2 caso. Barra no plano, sem a consideragio das deformagdes axiais (eli-
minar, no caso anterior, as coordenadas 1 e 4).

4.° caso. Barra de estrutura plana com cargas normais ao plano (grelha)

a. Para usar matrizes de flexibilidade h4 3 agdes independentes (ver
Fig. 2.3.5a).
b. Para usar matrizes de rigidez sio 6 deslocamentos livres (ver Fig. 2.3.5b).

R

2.3 DEPENDENCIA LINEAR ENTRE COOBDENADAS — CONSEQUENCIAS

5.2 caso. Barra de trelica no espago
a. Para usar matrizes de flexibilidade, hi 1 coordenada (ver Fig. 2.3.6a).
b. Para usar matrizes de rigidez, hd 6 coordenadas (ver Fig. 2.3.6b).

g —_—
(a) 1 3/ 1
5
b Nk P
/ o/
Fig. 2.3.5
(a) o- Sk
. |2 5’ A
() —= -
: /e
Fig. 2.3.6
4
q 2'1 4
(a) 3 3/—b-—-—b-
%
ts 111
LI 2l 2 18

Fig. 2.3.7
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6. caso. Caso geral de barras

a. Para usar matrizes de flexibilidade hd 6 coordenadas independentes (ver
Fig. 2.3.7a).

b. Para usar matrizes de rigidez sio 12 coordenadas independentes (ver
Fig. 2.3.7b).

Gondices de Gompatinildade
statica ou Ginematica

Na resolucio de uma estrutura sujeita a cargas prescritas, a Teoria da Elas-
ticidade utiliza os seguintes grupos de condiges envolvendo um elemento

I__‘iufinitesimal:

a. relagoes tensdo-deformagcio;
b. condigdes de equilibrio;
c. condigdes de compatibilidade.

Quando se aplica a Andlise Matricial & resolugio do mesmo problema, res-
salvadas as naturais particularidades decorrentes do fato de serem finitos os
elementos, hd que considerar os mesmos tipos de relagdes acima citadas. Assim:

a. as relages esforgos-deformagdes sdo aqui representadas pelas matrizes
de flexibilidade e de rigidez dos elementos;

b. as condigoes de equilfbrio, ou de compatibilidade estitica entre os es-
forcos (S}, nos elementos, e as agdes externas {R} sio formalizadas por uma
matriz de incidéncia estdtica {B}, tal que {S} = [B] {R};

¢. as condigdes de compatibilidade geométrica ou cinemética entre defor-

magoes {s} e deslocamentos {r} sdo sintetizadas numa matriz de incidéncia
anemdtica [A], tal que {s} = [A] {r}.

3.1. _Ma_triz de Incidéncia Estatica

pomo se disse acima, é a matriz que permite exprimir os esforgos {S} em
fungdo das agdes {R} nos nés da estrutura:

{S} = [B] {R}.

A matriz [B] pode ser formulada diretamente, mediante simples condigdes
fl?__‘_’-‘ql_-‘l_llibrio, se a estrutura for estaticamente determinada. Se houver indeter-
ININagao, s6 se chegard & matriz [B] resolvendo o problema hiperestético, con-
forme sers visto.

Se {R} e {S} forem vetores referidos a m coordenadas locais e n coordenadas
de referénci, , [B] serd uma matriz (m X n). '

.




22 CONDIGGOES DE COMPATIBILIDADE ESTATICA OU CINEMATICA CAP. 3

Cada coluna j de [B] contém os valores de Sj, S ... S,, correspondentes
a0 carregamento B; = 1 (com os demais R; nulos). Resolvida a estrutura para
R; = 1, é necessério identificar os esforgos S despertados, os quais vao compor
a coluna j.

3.1.1. Exemplos

1. Trata-se de obter a matriz de incidéncia estitica [B], para a estrutura
da Fig. 3.1.1a (ver as coordenadas de referéncia). Os elementos sdo os da

[— K
b |

(a)- Coord.deref. { b)- Coord.locais

Fig. 3.1.1

Sendo isostitica a estrutura, constitui um problema banal de equilibrio estitico
obter, separadamente, as relagoes de apoio que surgem para:

R, =1 (Fig. 3.1.2a); R, =1 (Fig. 3.1.2b) e R; =1 (Fig. 3.1.2¢)

(a) (b) [
R!=l
1 b a
-— Sy -4
11

Fig. 3.1.2

(c) Rs=1

G

Rgﬂ

1
’
mm

No primeiro caso, tem-se S; = 1e Sy = §; = 8, = 0. Nosegundo caso, S; = + @

e 8, =8, =8, =0 e no terceiro caso, S: =S, =-+1¢e Si=8; =0.

3.1 MATRIZ DE INCIDENCIA ESTATICA 23

A matriz [B] é

(B] =

o= B O

0
1
0
1

-0 O =

Nota. Se, para a mesma estrutura, os elementos fossem os da Fig. 3.1.3, a matriz de inci-

déncia seria
b —a -1
(B] = 0 a 1
0 —a -1
0 0 1
3 4
2\ dl

Fig. 3.1.3

2. Obter [B] para o caso da Fig. 3.1.4.
1
l 1 f Iz
(

e

a —+— a
Fig. 3.1.4

fe

¥ 134
i

(a) Coord. de ref. (b) Coord. locais

- Solugao Ry = Rgl

!

1 . ?.2 1at  J1/a
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1 —1/a
-2 1la
-1 0

3.2, Matriz de Compatibilidade ou de Incidéncia Cinemdtica

Esta matriz transforma deslocamentos nodais {r} (em coordenadas de re-
feréncia) em deformagdes {s} dos elementos (expressas em coordenadas locais).
Ela exprime, portanto, a compatibilidade cinemética entre o conjunto e os ele-
mentos

{s} = (4] {r},

onde [A] é a matriz de incidéncia,

S6 é possivel formular diretamente esta matriz se a estrutura estiver cine-
maticamente determinada. Isto ocorrerd se os apoios da estrutura e as coordenadas
de referéncia tiverem mimero e disposicio tais que definam todos os deslocamentos
nodais (lineares e angulares) independentes. A estrutura cinematicamente de-
terminada serd, assim, aquela que nio tem grau de liberdade quando submetida
a seus préprios vinculos e a deslocamentos nulos (ou conhecidos) segundo suas
coordenadas.

Compreende-se que as condigdes para a caracterizacio da determinagio
cinemética dependem também das deformacoes (axisis, de flexdo, de torgio ete.)
consideradas significativas. Assim, a estrutura da Fig. 3.2.1a, na qual se con-
sideram significativas todas as deformagdes no plano, é cinematicamente de-
terminada. Mas, se forem consideradas despreziveis as deformagodes axiais,
serd cinematicamente determinada com duas coordenadas apenas (Fig. 3.2.1b).

Se, além disso, o segundo vio for rigido A flexdo, haverd determinagio cine-
mética dependendo de uma coordenada apenas (Fig. 3.2.1¢ ou d), pois os deslo-
camentos dos segundo e terceiro ndés sio iguais.

1 2 3
A4 — s 4
(a) 4 -9 A
1 2
4 W
(b) 3 faY ’D\‘
e = Fig. 3.2.1
1
—-
(¢) B o =

(d)

|l>
!
=

T
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O quadro da Fig. 3.2.2¢ é cinematicamente determinado com sete coor-
denadas. Se forem desprezadas as deformagdes axiais, depende apenas de
quatro (Fig. 3.2.2b).

2 8
. ——— g

(a) (¢)

(b) (d)

J—o

Fig. 3.2.2

Se, além disso, a viga inclinada ou uma das colunas for rigida (/ — =) &
flexdo, bastam duas coordenadas (F: ig. 3.2.2¢ ou d) para que fique cinematica-
mente determinada.

(b)

Fig. 3.2.3
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Se a estrutura for cinematicamente determinada, cada configuragio defor- r I a_= ——
mada (r; = 1 e demais 7; nulos) d4 uma coluna j da matriz [4], cujos termos (rn=1) (r=1) m
sio os valores de s;, Sz ... 8, correspondentes. Se houver n coordenadas de X L & 3

referéneia e m coordenadas locais, a matriz [A] serd (m X n).
Determine-se a matriz de incidéncia [A] para o quadro da Fig. 3.2.3a, com
os elementos da Fig. 3.2.3b.

As configuragdes abaixo permitem obter diretamente: [4] =

O=OOO -
OO =D
= el = =]

fz=1

Rl 1 el 71 671
r - - -
E I | I S | | '2 | I | § ' Note-se que houve grande reducgdo no nimero de coordenadas de referéncia
e locais, com o que a matriz [4] ficou bem menor. Por outro lado, a existéncia
— -

de ligacdes cinemédticas (barras axialmente indeformdveis) complica, em geral,

0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

_ 0 0 1 0 0 0

[Al=1 9 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 (a)

0 0 0 1 0 0

| O 0 0 0 0 1 _
Se a mesma estrutura for estudada desprezando-se as deformacdes pelo
esforgo normal, tém-se apenas as coordenadas de referéncia da.TFig. 3.2.4a e as
locais da Fig. 3.2.4b. Formulando a nova matriz [A]: (b)
-y 2 3
b ool Sl
(a)
7 rmm
3 (c)
\3
.y, 2’
1 \_/2 5 2
(b)
(d)
ey

Fig. 3.2.4 Fig. 3.2.5
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s indicadas. Para o elemento da Fig. 3.2.8a, as deformagdes siio relativas &

a formulagio de [4], exigindo, em certos casos, o tragado de uma épura de s
: corda (Fig. 3.2.80).

Williot para definir os deslocamentos.
Por exemplo, no quadro da Fig. 3.2.5a, computando-se todas as deformagdes 2 == 14‘
no plano, torna-se fécil idealizar as configuragoes da estrutura, quando se aplicam

-\1 he
deslocamentos lineares unitdrios, como os das Figs. 3.2.5b, ¢ e d. E que os nés (a) 92 a @ (b) ~ 1.,:1
sio independentes em seus deslocamentos, _[ S

Se, entretanto, forem consideradas nulas as deformagdes axiais, a determi- L1 S
nagao das configuragdes 7y = 1 e r, = 1 (Figs. 3.2.6b e ¢) 6 mais diffcil e depende S2°-%
de uma épura de deslocamentos, mas a matriz [A] tem menor dimensio. Fig. 3.2.8

A rigor, quando se pretende uma solu¢io meecanizada, a ser desenvolvida
em computador, ndo hé restrigio importante quanto & dimensdo de [4] e, sim,
quanto & simplicidade da sua formulagio. Neste caso, a primeira hipétese
(computar todas as deformagdes) é mais conveniente. Quando a solugdo &
manual ou parcialmente mecanizada, a segunda hipétese é mais c6moda.

(b)
(c)

Fig. 3.2.6

Quando se desprezam deformagdes e se simplificam as coordenadas locais
(Figs. 3.2.7 e 3.2.8), as deformagdes s tém sempre como referéncia uma diregfio

ou origem fixa no elemento.
1 - ’r \
=1 .~

Coord. loc.
2 2 S 3,20 3,71
L — —
e

(b) -

(a) %
Fig. 3.2.7

No caso do elemento da Fig. 3.2.7a, a direcdo de referéncia é a tangente .
no engaste. Para os deslocamentos da Fig. 3.2.7b, as deformacgdes s; e s, sio I 1




[rabalho das Forcas Exteriores
¢ Energia de Deformaao

4.1. Expressbes do Trabalbo e da Energia de Deformac¢io no Formalismo Matricial

Considere-se uma estrutura submetida a cargas exteriores {R}, ficando
seus elementos sujeitos a esforcos {S}. Isses elementos sofrerdo deformacoes
{s} e a estrutura apresentard deslocamentos nodais {r}. Admita-se que o
carregamento seja estdtico, ndo acarretando energia cinética aprecidvel, e que
a estrutura trabalhe no regime linearmente eldstico.

a. Trabalho realizado pelas agdes R; em presenga dos deslocamentos 7;:

1

T=2 03 E;r; (teorema de Clapeyron).

b. Energia de deformacio da estrutura, medida pelo trabalho dos esforgos
S; face as deformacoes s;:

1 g
U= E—z—b;s,-.

Sob forma matricial, tem-se:

1
T =

BT 1} = 5 37 R)

v

1

U= = {8} {8} = = {8" {8}

w'.-
v

Se forem conhecidas as matrizes de flexibilidade e de rigidez [F] e [K] para a
estrutura integrada e [f] e [k] para a estrutura desmembrada em elementos, sdo
verdadeiras as relagdes {R} = [K) {r} ; {} =[F1 {R} ; {S} = [k] {s} e
{s} = [f] {S} donde

- - — T
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r=1 TR E) = 5 BT () R)

U= ()71 = 5 ST I 4S).

As expressdes acima correspondem a grandezas 7 e U, sempre positivas
para quaisquer a¢des. Logo, as matrizes de flexibilidade e de rigidez 80 positivas
“definidas.
4.2. Teoremas da Reciprocidade de Betti-Maxwell — Simetria das Matrizes de
Flexibilidade e de Rigidez

Sendo 7 e U escalares, ndo se alteram por transposicao:

AT ) = 5 (R)T (P {R).

-t
ET e

Comparando com as expressdes obtidas acima para r, vé-se que estas identi-
dades sé se tornam possiveis se

KT = (K] e [FI" =[F].

Logo, as matrizes [F] e [K] sdo simétricas, isto é, K;; = K;; e Fy; = Fj;.

Tﬂre_tgm de Maxwell

1. ““A grandeza mecénica a aplicar segundo 7, para manter a configuragao
deformada com 7; = 1, é igual A grandeza mecénica aplicada R;, para manter
a configuracio deformada com r; = 1"

2. “O deslocamento segundo i, causado por R, = 1, é igual ao deslocamento
Segundo j, causado por R; = 1”.
! E claro que as matrizes [f] e [k] da estrutura desmembrada também sdo
Simétricas.

Teorema de Betti

Admita-se que, referidos a0 mesmo sistema de coordenadas, atuem na es-
trutura dois conjuntos de cargas: {R},, produzindo deslocamentos {r};, e {R}1,
com deslocamentos {r}y;.

Se {R}; atuar em primeiro lugar e s6 depois for aplicado {R};;, o trabalho
de deformacio total é

| Ton = —;“ {R} {r}1 + —;“ {R}E {r}u + {R} {?'}n,..

.

j ]




32 TRABALHO DAS FORCAS EXTERIORES E ENERGIA DE DEFORMACAO CAP. 4
onde a tiltima parcela ndo tem o fator 1/2 porque as forgas {R}y j4 existiam com

sua intensidade final quando ocorreram os deslocamentos {r}y.

Se agora a seqiiéncia for invertida, aplicando-se primeiro {R}y, tem-se
1 1
T = o {R}i {r}u+ 5 B} {rhi + {R}f {r}r

Os trabalhos 71,51 e 71,1 devem ser iguais. Logo

{R} {r}u = {R} F{r}1.

Esta é a expressiio matricial do Teorema de Betti: “O trabalho das forgas
e momentos do primeiro sistema em presenga das deformagdes causadas pelo
segundo é igual ao trabalho das ag¢bes do segundo sistema, associadas aos deslo-
camentos causados pelo primeiro®.

4.3. Teoremas de Castigliano — Formulagio das Matrizes de Flexibilidade e de
Rigidez em Termos da Energia de Deformacio

Sejam {R} e {r} as acdes e deslocamentos em uma estrutura, com matriz

de rigidez [K]. O principio da conservagio da energia permite concluir que,
no regime eldstico e sob carregamento estético:

U == 0} K] ).

1. Teorema de Castigliano — Expressio dos Coeficientes de Rigidez

Se ocorrer varia¢do elementar de um dos deslocamentos (r;), tem-se:

o =%(a{r} K] {r} + ()7 (K] "{”})
Ora,
aéifr =‘:T'_[nf=--r.- Tl =[00...1..0]
0
0
aaiz} - 1 (Onde 86 fica diferenté de zero o termo referente a .

= S
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I’Ogo 3 0

ri

Ta 0
2 1
_33_%". . % ([00. L0 (KT § -+ frvs o nen (KT ) =5 CR) =R,

i

Tn

Conclusdo U

a*r; = &,

1o Teorema de Castigliano. ‘“A derivada da energia de deformagio U em
rela.ga.o 5 um dos deslocamentos r; dd a acio meednica R; aplicada na diregio
desse deslocamento.”

Por outro lado, sendo
Bi=Kan+ Kpra+ ... K1,

obtém-se

aEU aRl s a‘ZU 3 o )
ar®:  dr ' ar,0r; = K,; = Kj;.

Os coeficienles de rigidez podem portanto ser obtidos por dupla derivacdo par-
cial da energia de deformagio:

92U CRY
N & i drdr;

K!'r.' =

2.° Teorema de Castigliano. Llp:e.ssao dos eoeficientes de flexibilidade. Idén-
tico tratamento poderia ser aplicado A energia- sob a forma

U = 5 B IF] (R),

onde [F] é a matriz de flexibilidade.

A conclusdo seria (derivando em relagdo a R;):

L (a BT ) (R) + (R)T F)

R 32 B{R})“""

0O 2. Teorema de Castigliano estabelece que “a derivada da energla em
re]ﬁcao a uma das cargas R; dd o deslocamento_na_dlrﬂgéo dessa carga'’:




B e
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ou _
oR;
aUu
Sendo = ﬁ = F51R1 -+ Fi'sz + ... +F,-,—R,- 4 .. F,-“ Rn
tem-se
a:U axu
.aR,‘-e —-F,;,- -] m-—F.’J——Fﬁ.

Assim, “os coeficientes Fy; da mairiz de flexibilidade podem ser obtidos por dupla
derivagio da energia de deformagio U”.

4.3.1. Trabalho e energia complementar de deformaciio — Observagio
A rigor, nos desenvolvimentos estudados foram incluidas duas concepgdes

algo diversificadas do trabalho e da energia.

Classicamente, o trabalho é definido a partir de uma contribuigio elementar
dr = R.dr; (no caso de se tratar de um elemento da estrutura, dU = Suds;).
Sob esta forma, o trabalho (ou a energia) corresponde A drea hachurada verti-
calmente no diagrama das Figs. 4.3.1 e 4.3.2

s ts
4 Uc
Y a8 =

ds V)

ds =
Fig. 4.3.2

Fig. 4.3.1

Engesser foi quem introduziu o conceito de energia complementar de defor-
macdo U, (ou de trabalho complementar de deformagiio 7.), definidos por dr. =
= r;dR;, ou dU, = s;dS; (drea hachurada na horizontal, Figs. 4.3.1 e 4.3.2).

Se existe relagio linear entre solicitacio e deformagao (Fig. 4.3.2), seré
U=U,our=r..

Se a rela¢io ndo é linear (Fig. 4.3.1), serd U = U. ou 7 # 7.

Ao abordar o 1.° Teorema, considerou-se a energia de deformagio na forma
convencional, pois admitiu-se variagio de 7. Mas no outro considerou-se &
energia em termos de variagdes de R;. O 2.° Teorema de Castigliano aplica-se,
no fundo, & energia complementar de deformagio. A conclusdo
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o
orR; "

¢ valida sem restrigoes no regime linear, purque
Niao havendo linearidade, o correto é

U,
oR, *

4.3.2. Exemplos

1. Obter a matriz de rigidez da estrutura da Fig. 4.3.3, onde a coluna da

R S0 rizides ko= 2209 o as demais tAm

12E8J

k1 = Zalys

= 8k.
Solugdo. Admitindo uma configuragio deformada (ry,7), obtém-se:

1
U=E><Sk><(n—rg)’><2+—é—x erf+~;—><8k><r§><2

U=8k(”1—fs)’+—;-k?‘?+8kr§.

, —-
2 b J — t

mrm Ty wrrew '{

Fig. 4.3.3

P . Y "
OF derivagiio, sio obtidos os termos da matriz de rigides:

aUu au
B~ 16k (=) + krygee = — 16k — ra) + 16k




36 TRABALHO DAS FORCAS EXTERIORES E ENERGIA DE DEFORMAGAO CAP, 4
v B 0 B _
_a? = Kll = 17k, m = K],e = K21 a lﬁk
v
—ar—g' — Kzg = 32k.
$i 12EJ 17 ~—16]
iz d dez é = .
A matriz de rigidez é [K] " [—16 32

2. Na estrutura da Fig. 4.3.4, as trés barras tém E,, Q,, l; diferentes. Obter
a matriz de rigidez. Supondo que haja deslocamentos genéricos (ry, ry), Sejam
8y, Sz, 53 as deformagdes axiais das 3 barras:

V'3 1
8 = P ===
2
3 1
= \/2—“*“5”*
By = 51

Ep 'QZ!IZ

Fig. 4.3.4

Sendo k; = a rigidez axial de cada barra, tem-se:

1 2 1 2 :
I & ki('\l/g 1?'3)'1‘?}69(\?3?'14*—;—1‘3) +?k3ﬁ

92U 3 3

6}'? =K11=Z‘k‘l+zk2+kai

U .. .. 3 V3
W—Km—Km— i ky + 2 ko;
axUu 1

on = K, Z'kl‘i'——kz

4.3, TEOREMAS DE CASTIGLIANO

Logo,
(8k; + 3ks + ks) — /3 (ki — k) ] ‘

1
[K]=Tf[—\/§(k1—kg) (ky + k)

3. Neste exemplo ¢ confirmado que, néo sendo linear a relagio enfre agdes
mecAnicas e deslocamentos, o 2. Teorema de Castigliano sé tem aplicagio se
ge referir & energia complementar de deformagdo.

Rl , .
‘ A 7
2

&L
Ripm ™ — i ‘
Ex 7 y | cn
A
‘l 0l ﬁl . _/__ —_— I
1
~ | I
) ) B L2 -
e = = i e n n
-f' = E2|n2 R1 /R
e+ 5 —
(a) (b)
Fig. 4.3.5

A estrutura da Fig. 4.3.5¢ compde-se de um tirante AB (definido por E,, O
€ I1) e de um bloco de material eldstico C (cuja altura é I, segio reta Q» e mddu-
lo B;). O carregamento R, atuard no ponto B, segundo a coordenada n. 1,
produzindo deslocamentos verticais r1 do mesmo ponto. Ha uma folga e, pe-
quena, entre a extremidade do tirante e o bloco.

- Embora cada pega trabalhe no regime linear eldstico,a relagio entre o ca-
fregamento e o deslocamento de B corresponderd a duas fungdes diferentes,
na dependéncia do valor da carga R, conforme se vé no diagrama da Fig. 4.3.5D.

) Numa primeira fase — enquanto o ponto B ainda ndo entra em contato
€om o bloco ¢ — tem-se

; E
m<e .'. By= __391 .
1
- E
r =e, Rl=R1=—IQ—le.

Uy
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Na segunda fase (r, > e), serd

\Rl=§1+(ﬂ+@3_ (r1 — e).
Is Is
Se, para simplificar, for feito H@}Q—i -i-%-ig—z =g,
1 2

. obtém-se, nesta segunda fase:

Ri=Ri+ec(r—e

1 o
1 =8+“C—<R1_R1)
onde Ry, ¢ e e sdo constantes.

A energia de deformagio, em plena segunda fase, é

1 = = =
U= 5 Re+ 2" B+ RB;
a energia complementar de deformagio é
1 = : _
U= 5 Be+ T & - Ry

(como se vé U = U,).
1. Para verificar o 1.° teorema serd utilizada a energia U:

aU 1

67’1 .§—

Ty =l

(Rl+§1)+ G=EI+G(T1—'8)=R1.

Se a derivagio fosse feita empregando a energia complementar U,, obter-se-ia

6Uo ?‘1+e

2

¢ =C¢T1

1 =3
=5 (B — By +

(Este ltimo resultado ndio daria o valor de R, e, sim, a ordenada do ponto 7,
Fig. 4.3.5b.)

4.3. TEOREMAS DE CASTIGLIANO

an _ l _ Y
R, 2 ey = B+

n+e
2

o 1 "
=?];;(R1"'R1)+G+E(R1—R1)=r,—-e+e=n

o teorema).

Se fosse utilizada na derivagio a energia U, obter-se-ia

= L 5 R
= o B+ By + 5 (B — R) = -2 (= mo.

39

4. Para aplicar o 2.° teorema, entretanto, serd obrigatério utilizar U,. De




Principio dos Irabalhos Virtuais
B Stas Aplicagdes na Anlise
Matricial das Estruturas

5.1. Formula¢io Matricial do Principio

Considere-se a estrutura da Fig. 5.1.1.

_ 1. Admita-se que tenha sido aplicado inicialmente um sistema de cargas
{R} (estado de carregamento), acarretando os esforgos {S}.

2. Depois que a estrutura estiver em equilibrio, mantendo presentes as
solicitagdes {R} e {S}, seja ela submetida a um estado de deformagio caracteri-
zado por deformagoes {s} dos elementos (de causa totalmente independente
das agoes {R}). Haverd deslocamentos {r} dos nds.

3. O principio dos trabalbos virtuais aplicado ao caso conelui que o tra-
balho total das agdes externas {R} ¢ igual ao trabalho total dos esforgos {S}:

{B}T {r} = {8} {s}-

Observagdo. No cdleulo convencional de estruturas, os elementos sdo infi-

nitesimais e tem-se
= N xQ TT
d”"+_/A 20 ds*_/Q 60 d”’f(;J: o

= — M
ZP= M
EJ
Problemas Cldssicos
1. Conhecidas as deformagdes {s} dos elementos (causadas por cargas
conhecidas, temperatura ou modificagoes de montagem), induzir o valor do
deslocamento nodal »; segundo uma das coordenadas gerais,

2. Conhecidos os esforgos {S} nos elementos, induzir o valor de R;, uma
das agdes causadoras dos mesmos esforgos.

a
5.2 RESOLUGAO DO 12 PROBLEMA CLASSICO

=
o
2 H]
> el

2 e

of.
iR g C. locais 5 ‘
Fis, 5.1.1

[
5 3

5.9. Resolugiio do 1.° Problema Classico

e_
Trata-se de caleular o deslocamento 7 compativel com deformagdes conh

cidas (ou calculdveis) dos elementos, {s}. ;
i a itAris ireca i
Estado de carregamento (ficticio). Agao unitdria apenas na diregdo de

8 0 :_S_-l
0 S
' gs_J)8
{R} = { - Esforgos correspondentes S =
T R, =1 .
: 3.
0
Estado de deformagdo (real):
81 m
sg -
Deformagdes conhecidas  {s} = Deslocamentos: ;;,- :
: -
'sﬂ

(a caleular)

Avplicagio do principio:

(R} {r} = {8}7 {s}
ou 'Tl X
3
[00...1..0] ’ l= (S}7 {s}
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ou finalmente

Observagoes.

I. Em resumo, tem-se

Estaticamente

compativeis [

Ri=1| X | Deslocamento | = Esforgos | X | Deformagdes
a caleular S conhecidas
Ty s

Cinemdtica e elasti- I

camente compativeis

2. Para calcular os deslocamentos {r} segundo todas as coordenadas, o vetor {E} (que
na solugio vista tinha um termo unitério) passa a ser substituido pela matriz:

1 0 0 0
01 0 0

= 0

m=] 0291 @)=
000 .. 1

O vetor {8}, correspondente a {R}, é substituido pela matriz
[S] = [B] (que d4 em cada coluna i os esforgos para R; = 1).

Aplicando o principio, obtém-se

T 8
s 8o

=[B"{ . } ou | {r} =[BT {s}.
T'm Sn

5.3. Resolugido do 2.° Problema Cl4ssico

Trata-se de obter uma das agdes, R;, conhecendo os esforgos {S}.

Estado de carregamento (real, neste caso):

S] R]_
S 2 R ?
BEsforgos . Cargas desconhecidas;
conhecidos . pretende-se calcular R; -
: R;
S, B,

43
5.3. RESOLUGAO DO 22 PROBLEMA CLAsSICO

do (fictici ibui- trutura o deslocamento nodal
deformagdo (ficticio). Atnbu; se i es ment d:
=Eism([g:nfii ofs derfxais nulos) e determinam-se as deformagdes si, 52 .. Sw

T$ = 1, obtendo-se o vetor {%}.

compativeis cinematicamente com Ty

Aplicagdo do leorema:

(R}T {7} = {8} (8}

ou
0\
0
[R.-Rg.‘R.».‘Rm]I‘W 18 {8)" {3}
L0
ou

R; = {8} {3}

. Observagbes.
1. Para obter todos os Ry, o vetor 7 serd substitufdo pela matriz

. 1 0 .g
m=]%"0 |-
(1] 1

Matriz das deformagdes compativeis com os r; = L:

[3] = [A] (j4 estudada).

Aplicando o principio, tem-se:

(R)T = {S}T[4] ou | R = [4]" {S}.
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2. Esquematicamente, a aplicagfo do principio dos trabalhos virtuais na resolugio do Por outro lado, a matriz de incidéncia [A], que exprime_(no dominio da

2.0 problemsa se faz assim: Cinemética ). as deformagdes em fungdo dos deslocamentos nodais, quando tm.gg1
Fstatieamento sta. passa a realizar a transformagio de esforos no carregamento noda

l_ compativeis I g;aticamt’-m-f' compativel com eles.

Dado o sentido inverso dessas transformagdes, demonstra-se facilmente que

: =1 Deformacdes
Agio nodal a | X | Deslocamento | = S }E(S)i?gg:.}ls dos | % § compativeis .
caleular arbitrado ’ com 7 = 1 [Alf' [B] = [B]T (4] = [1].

; Compativels ——] Isto n@o habilita, entretanto, a que se obtenha por inversdo e transposi¢io

cinematicamente

I SocRes B e annint b eshi & s e
s g il gur:enhtg)fji;- Let;régrl:llsriimero de coordenadas locais e de referéncia (m = n),
{S} = [B] {R}, [4] e [B] serao quadradas e tem-se
obteve-se [T = (BT ot (B)? = [A]
{r} = [B]" {s}. 5.5. Exemplos

1. Na trelica da Fig. 5.5.1 as barras foram montadas com as seguintes

ifi i ACA0 3 didas de projeto:
Na resolugdo do 2.° problema, a partir da relagio modificacoes de comprimentos em relagio is me proj

s1 = + 0,02a; . = — 0,0la; s3 = — 0,02a.

(s} = 141 {} | | _
T Caleular os deslocamentos nodais 7, e r2, em relagio s posigdes previstas (Pro-
e ' blema da contraflecha).
B} = [4]" {§}. _ & 4o Fat C. locais
1
Estas conclusdes resumem o Teorema de Clebsh, aplicado as grandezas ; 1 \2
contragradientes (R, r) e (S, s): 2 /

1. “Se a matriz [B] transforma agdes mecénicas {R} em esforcos {S},
a sua transposta [B]” faz a transformacio de deformagoes {s} em deslocamentos
“nodais {r}.”

2. “Se a matriz [A] transforma deslocamentos nodais {r} em deformagdes
{8}, a sua transposta [4]” faz a transformagao de esforgos {S} nas agdes {R}

que os produziram.” L . +— a2 _+_ a/2 i 3 ’/—

Este teorema torna evidente o relacionamento da Estdtica com a Cine-
métiea.

Assim. 8 matriz de incidéncia [B] exprime ligagdes no campo da Estdtica
(entre cargas e esforcos), mas a sua transposta [B]” passa a exprimir relagoes

cinemsticas, compatibilizando as deformagoes das barras com os deslocamentos
dos nos.

O- -

Fig. 5.5.1
Sohwd(,

Sendo {8} = [B] {R}, vem:
{r} = [B]" {s}. (Clebsh).
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Formulagio da matriz [B]:

+0,500

— 0,707
[B] = | — 0,707

=+ 0,500

Aplicac¢io do Teorema:

{ r } [— 0,707 + 0,500 ] + g.gfa = 0,01a

= —0,01a ; = :
s + 0,707 +0,500 1 | — 0024 + 0,0183a
2. Na mesma estrutura, ocorre uma diminuigio uniforme de tempera-

tura de 30°C, sendo a = 1075°C o coeficiente térmico. Pretende-se caleular
os deslocamentos 7, e 7, causados s6 pela variagio da temperatura.

— 0,707
— 0,707

Solugdo
si=ath = -212 X 104a = g,
e
s =atly = —3 X 104 q.
Logo
r —0,707 —0,707 40,6007 [— 212 +1,6X10~a
=[ = 2,12 }104 g = :
Ty +0,707  —0,707 + 0,500 — 3,00 —1,5X%10~4¢

3. Bloco rigido sobre estacas axialmente elfsticas. Caleular o desloca-
mento horizontal do topo do bloco, causado por P (Fig. 5.5.2).

Solugio

Céleulo de {S} para B, = 1:

tomando momentos em relagio a a e b obtém-se

5 4
S1=‘§';32=*——3— e S;=D.

5.5. EXEMPLOS At
Logo:
& 5/3
(8} = (B} = {—43 }
0
Mas
r = {B}" {s}
AP
"
s/ lo,s01 Ap—
/7 |
/ - B
‘_ -
2c e
o
/| 0, 804 C. de ref.
/ I
/ |
I 0,604 0,601
|
1L L
|
|
- = = - - -H
0,751
Fig. 5.5.2
S:(1,25) 25 Pl
onde 8 = T EQ 12 EQ
Sg = — 4 B .8y =0 (deformagdes axiais das estacas pelo esforgo
3 EQ normal)
12

4 £ B ey
r1=[5/3— /30] _ A me ~ % EQ

4. Determinar o deslocamento vertical do ponto D, na Fig. 5.5.3, compu-

L tando as acdes de flexdio e o esforgo normal.
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Solugio

Para By = 1:

7

C.locais

Fig. 5.5.3

Por outro lado, a carga P provoca as deformagdes em coordenadas locals:
Pa?[3EJ
{s} o 2P0}EQ

Pa¥3EJ
20Pg/ES

O deslocamento pedido é:

5.5. EXEMPLOS a9
_ Pa 2 Pa?
- AT f — By LAt =
n={8}" {s} =605 7+ 3 F7

5. Valor do deslocamento vertical de D (mesma estrutura), causado por
uma diminuigdo uniforme de temperatura de 20°C, (é dado a = 107%).

0

—2 X 10-%a
As deformagoes térmicas dos elementos sio {s} = 0

2V/2 X 10~%a

(onde s; e s; sdo nulos porque a variagio uniforme de temperatura néo causa
encurvamento das barras). Logo:

ry = {S}T {8} = (=4 +8) X 10~%a = + 4 X 10-a.
6. Na montagem da estrutura da Fig. 5.5.4a, foram introduzidas as mo-

dificagdes (variagdes de forma e dimensoes) dos elementos mostradas na parte c.
Calcular os deslocamentos verticais de 4 e B, decorrentes dessas modificagdes.

(a) C. de ref,
et S I g 1 )
lu% l a 70 {:0,002 _r'?ld
| = Y fl.
@ + —\-Y

1
A 2a §=0,003 a

+—— —¢ =0,002 a
(b) C.locais f ; !
/ il > n\ 1
2 /; w/
J ©=0,001 rod
1 ——t
;// 3 5 I

Fig- 5-5-4

deformagoes de
montagem

Solugdo
Aplicando Ri=1¢e R, =1, obtém-se

0 0
. 1 1
[8] = [B] = 0 0
0 —2a
0 1
0
0,003a
O vetor das modificagdes de montagem é: {sm} = 1 0,001
0,002
0,002a
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Logo: Sendo, por outro lado:
r 0,003 -8+v2
(oo - 222}
T 0,001& { S} = — 4 ‘\/3
7. Na treliga da Fig. 5.5.5, os esforgos normais nas barras séo os indicados +443
(tragao -» (+)). Determinar as cargas exteriores que os causaram, aplicadas + 8

segundo as coordenadas de referéncia da Fig. 5.5.6a.
a aplicagio do principio dé:

R, + 4
R, — 4
R, {=[A]"{S} =1+ 8
R, —12
Ry + 2
As agbes sio as da Fig. 5.5.7.
41
41t
f—
12 t
l 8t
e
2F =
Fig. 5.5.7
Fig. 5.5.6
Solugdo 56. Teorema da Reducdo
Trata-se da segunda modalid icacd CRSITSD A. Na resolugio do 1.° problema (célculo de deslocamentos utilizando
ey gu m ade de aplicagio do principio dos trabalhos trabalhos virtuais), caso a estrutura seja estaticamente indeterminada, a apli-

cagio pura e simples_do procedimento estudado acarretard o céleulo_hiperes-
tético dos esforgos {S} do estado de carregamento, provocados por R; = 1.
A solugdo torna-se trabalhosa.

(=1 (rp =1) (rs=1 (ra=1) (rs = 1) Ora, a_equagio de condigio instituida, 7= {S}T {s} s6 obriga a que o0s

A A A esforcos {S} sejam estaticamente compativeis com R; = 1, néo exigindo que se
A A ‘trate dos verdadeiros esforgos hiperestéticos. Explorando este detalhe ‘‘é pos-
0 0 0

Para os sistemas de coordenadas das partes @ e b da figura, tem-se

sfvel aplicar o princfpio dos trabalhos virtuais empregando os esforgos {S.}

= ‘/%;2 +V'2/2 obtidos em qualquer estrutura isostitica proveniente da estrutura dada, me-
V22 —22 0 0 +v22 diante o corte de vinculos:
[4] = 0 0 -1/2  +V332 0
0 0 -2 —V32 +V3p re = {S}7 {s} = {S,}7 {s} (Teorema da Redugo).

-1 0 +1 0 0
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B. Na resolugio do 2.° problema, se a estrutura for cinematicamente in-
determinada, poder-se-4 desenvolver uma argumentagdo semelhante para con-
cluir que as deformagdes {5} compativeis com 7; = 1 poderéo ser obtidas numa
estrutura correlata, tornada cinematicamente determinada:

R; = {3}" {8} = {7.}" {8}.

[ransiormacoes Usuais

na Andlise Matricial
fas Estruturas

6.1. Cargas Fora dos N6s — Carregamento Nodal Equivalente

Quando houver cargas aplicadas nos elementos entre os nés, é necessério
transformé-las em “cargas nodais equivalentes”.

Considere-se a estrutura da Fig. 6.1.1, onde os elementos CD e DE tém'
cargas intermedidrias, )

Reagoes de fizagdo. Aplicando aos elementos com extremidades engastadas
o carregamento dado (Fig. 6.1.1b), sio obtidas as reagdes de fizagdo (A1, Az ... Axp).

Aplicando aos nés as rea¢oes de fizag¢do com os sentidos invertidos, as cargas
da Fig. 6.1.1c sdo as cargas nodais equivalentes.

E facil verificar que, submetendo a estrutura as cargas dadas e 4s reagdes-
de fixacio (Iig. 6.1.1d), o valor dos deslocamentos nodais das partes ¢ e d da figura
seria, feita a superposi¢io dos dois casos, o0 mesmo da situagdo proposta (parte a).
Ora, os deslocamentos na d sio nulos. Logo, os de ¢ — cargas nodais equiva-
lentes — equivalem aos da parte a.

Nota. Os esforcos {S,} de fiza¢io (parte b da figura) ndo sido nulos.

6.2. Associacio dos Elementos de uma Estrutura — Matrizes [F] e [K] para o
Conjunto

As operagdes matriciais que visam 2 resolu¢io de uma estrutura consideram
sempre duas situagdes: numa delas (referida a coordenadas locais) a estrutura
estd desmembrada em elementos tndependentes, solicitados por esforgos {S}; na
outra, estd infegrada e submetida a agdes nodais {R} (o sistema de coordenadas
é o de referéncia).

Jada uma dessas situagdes apresenta acoes mecéhnicas e deslocamentos:
{R} e {r}; {S} e {s}. Em conseqiiéncia, relacionando tais grandezas, existe
em cada caso uma matriz de flexibilidade e uma de rigidez. Serd necessério
considerar, portanto:




a. na estrulura desmembrada:

malriz_de flexibilidade [f], tal que {s} = [f] {S} e matriz de rigidez [k], tal

que {S} = [k] {s}.

b. na estrulura inlegrada:

malriz de flexibilidade [F], tal que = [F i g1
ial i e [7], que {r} = [F] {R} e matriz de rigidez [K],

P
P
-
Ao
As L T
4 Ag As
o
As A?
Ag 1
(b) Reagoes de
fixacdo

hz +A7

As -Ag

Ae mf‘
(c) Correg. noda equiv. (d)

Fig. 6.1.1

As matrizes
colocando-se com
dos elementos
do conjunto.,

[ e [k] .df" estrutura decomposta sdo formuladas diretamente,
a'glsposma'o em banda as matrizes de flexibilidade ou de rigidez
considerados isoladamente, as quais funcionam como submatrizes

Assim, no casc da Fig. 6.2.1a, a estrut
’ A 2. b.2.1a, ura desmembrad i-
gura tem a seguinte matriz de flexibilidade FEFAEE . KRt di 1

R
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6.2. ASSOCIACAO DOS ELEMENTOS DE UMA ESTRUTURA 55
'—fu f1:= ! &
for for !
i e == | e e | AR S =
. | Jfas Jaa |
(11= I faz faal
_________ ) = By o
fﬁ:’n fﬁﬁ
| Jes  fos
} 4
|4 1 2 ‘_5\ 6
A7 7‘&‘9 \ 6_\
+\Cl
(a) (b)
-
Fig. 6.2.1

Compreende-se portanto que, se as matrizes de flexibilidade ou de rigidez

"dos elementos forem tabeladas (casos comuns de barras) ou obtidas a partir de

tratamento a ser estudado, é fécil compor a matriz total [f] ou [k], porque cada
elemento ndo interfere nos outros.

O mesmo nio se passa com a matriz [F] ou [K] para a estrutura integrada,
porque os efeitos sio acoplados. Obter essas matrizes é praticamente quase
resolver a estrutura. Em exemplos, foram vistos alguns casos. simples em que
essas matrizes podiam ser obtidas diretamente, sem o emprego de técnica es-
pecial. A forma geral de determinagio dessas matrizes utiliza consideragdes
ligadas & energia de deformagfio. Ressalve-se que na pritica do cdlculo de es-
truturas em computador é dada grande énfase & composigio direta da matriz de
rigidez do conjunto (método da rigidez direla).

6.2.1. Matriz de Flexibilidade da Estrutura Integrada

Sejam: {S}, {s} e [f] as agdes, deformagdes e flexibilidade da estrutura des-
membrada em elementos (em coordenadas locais); {R}, {r} e [F] as mesmas
grandezas para a estrutura integrada; [B] a matriz que transforma {R} em {S}.

A energia de deformagio da estrutura é

U= 5 (BT IFIRY = 5 S} 1) S).

Sendo {S} = [B] {R}, a substituigio na expressio acima dé:
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{R}" [F] {R} = {R}" [B]" [f](B] {R}.

Esta igualdade é, mais apropriadamente, uma identidade, verificando-se
para qualquer {R}. Logo:

[F] = [B]" [f] [BI.

Note-se que a transposi¢io da expressio de [F), repetindo seu préprio valor,
confirma que esta matriz é simétrica tal como [f].

6.2.2. Matriz de Rigides da Estrutura Integrada

Se [k] for a matriz de rigidez da estrutura decomposta, [K], a da estrutura
integrada e [A], a matriz de incidéncia cinemdtica que transforma {r} em {s},
tem-se

1

U=+ T IK] i} = 5 (71K 6},

Sendo, porém, {s} = [A] {r}, a substituigio no segundo membro d4
{7 K] {r} = {r}7 [A]" [K][A] {r}.

A verificacdo desta identidade, para qualquer vetor {r}, exige que se tenha

[K] = [A]" [k] [A].

6.2.3. Cdleulo de [K] ou [F| por Parcelas

As expressoes vistas para o cdleulo de [F] e [K] podem envolver operagdes
capazes de ocupar muitas memdrias de computador, se a resolugio for mecani-
zada.

A seguir, serd visto como se pode parcelar o céleulo, eliminando os incon-
venientes citados.

Considere-se o:caso da matriz de rigidez [K] (a demonstracio para o caso
da matriz de flexibilidade seria semelhante).

Sejam I, II, IV, ... m os elementos. Cada um deles corresponde a algu-
mas coordenadas locais. Suas matrizes de rigidez (submatrizes da matriz de
rlgidez total Ui,]] 840 [k]]__. [k]II e [k]m

No total: [k][ [khi

(k] =

(k]
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A matriz de incidéncia [A] tem submatrizes [A];, [A], ... que se associam
em coluna:
(AL
[Au
(4] =
(4],

(Cada submatriz d4 os valores das deformagdes de um elemento.)

Aplicando a expressdo de [K], tem-se

(k) 14k
[k]II [AIII
(K] = (AT [k [4] = [[4)7141F ... (4] ] | |
(1, |\ 1,
ou
K] = [A]IT (k] [A]; + [A]f[ [kl (Al + - -

7

(K] = 2 [A) [kl [A):

i=1

expressio que permite obter [K] em parcelas.

Para a matriz de flexibilidade obter-se-ia, por tratamentio semelhante:

F =3 (B (/) Bl

i=1

6.3. Modificacio das Matrizes [F] e [K] no Caso de Mudanga do Sistema de
Coordenadas. Generalizacio

Considere-se uma estrutura referida ao sistema de coordenadas @©. Neste
sistema, sejam {R}. as agdes mecénicas; {r}; os deslocamentos e [F]; e [K]; as
matrizes de flexibilidade e de rigidez, respectivamente.

Admita-se que se tenha feito uma mudanga do sistema de coordenadas,
para o sistema @, onde {R},, {r}s, {F}. e [K]; tém a significagio acima men-
cionada, com referéneia ao novo sistema. i

o
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Seja [C]12 a matriz que permite exprimir as antigas grandezas {R}: ou {r},
em fungdo das novas:

{R}1 = [Che {R}: ou {r}1 = [Cha {r}>.

A formulagio da matriz [C];2 pode ser feita como se viu para as matrizes
de incidéncia.

O problema que preocupa, agora, é obter as matrizes de flexibilidade e de
rigidez [F); e [K):, em fun¢iio das do primeiro sistema.

Ora, a energia de deformacio da estrutura independe do sistema de coor-
denadas, pelo que

(R} {r}1 = {R}] {r}». Mos, por serem {R}; = [C|, {R}; e {r}y =
= [F]; {R}, = [Fl [Cli» {R}, estes valores, levados & igualdade acima onde
{r}s = [F]. {R},, dao:

(R} [C12 [Fla [Clie {R}s = {R}] [Fla {R}..

Esta identidade, valida para todos os casos particulares de {R}. exige que
se tenha

[Flz & [ 11.; [Fli [Clm

(matriz de flexibilidade no novo sistema).

Por tratamento semelhante, obter-se-ia

K)o = [C1% [K): [Ce

(nova matriz de rigidez).

Nota. As expressoes obtidas para [F] e [K], na estrutura integrada (Item 6.2), sfio na
realidade casos particulares destas, onde a mudanga de coordenadas se faz por meio das ma-
trizes de incidéncia [B] e [A].

6.3.1. Exemplos

1. Referida ao primeiro sistems de coordenadas (Fig.6.3.1a), a estrutura
dessa figura tem a matriz de flexibilidade

l {
3EJ  6EJ
[Fly =
¥ l l
6EJ 3EJ

T

—
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Deseja-se obter a matriz de flexibilidade para o segundo sistema de coor-
denadas (Fig. 6.3.1D).

1 2 1
L3 S (b) 3 N 3
: Sist. 2
Sist. 4
Fig. 6.3.1

A matriz de transformacgio é:

g e

Logo
CARCHUN G il | Eseoiied) | I
“[oees  ums ]

(nova matriz de flexibilidade).
aRJl

Hlm | 2EJ]l
A matriz de rigidez, no primeiro sistema, ¢ [K = [ OBl :

4EJl
Vai-se obter a matriz [K],, no sistema @.

A atriz de transformacio dos deslocamentos é:

i1 1"‘"3,?

o= [ ']

Logo:
—~1/1 —1,-1] AEJI  2EJ|l ] [ -1l 0 J _
L [ 0 1 [2EJ;£ 4eJi JL =11 1
12BJ13  —6EJ[? ]
- [ —6EJ/I2 4EJl

(nova matriz de rigidez).
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2. Grelha da Fig. 6.3.2. DBarras com se¢io constante e

GJy _ 1

7 (dado).

Obter a matriz [F] da estrutura integrada.

4 ] /‘ 5

£ (b)

(a) 1 I // 6
3

e i
/- 1
[§ 2
1

3
Fig. 6.3.2
Solugio
a. Matriz de flexibilidade da estrutura desmembrada:
T2, 0 3l -
0 6p 0
] 7 3. 0 6
f _— —— e e e e mm wm e e e wm mm e e
L 22 0 3
0 6p 0
I 3l 0 8 .|

(em cada barra, deslocamentos obtidos para agdes unitdrias, por um dos méto-
dos usuais).

b. Matriz de incidéncia (estética):

¢.  Composigdo de [F] (conjunto):

. (I:é l 0:”:212 0 331[1 00
0 —1|l 060 0 |2 o0 1]+
6EJ 30 6 _1lL0 —1 0
2 0371 0 0 52(4—1—6,0} —%l (3 + 6p)
0 1 0 o bp 0 0 1 0 = 0
00 1 GLJ £(3+6p) 0 6 + 6p

[F] = 2 [BIT [f): [B) =

Ve -
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3. Estrutura da Fig. 6.3.3, na qual metade é rigida (J — «) e a outra
metade tem barras de comprimento @, médulo E e inéreia J. Obter a matriz
de rigidez (coordenadas de referéncia da Fig. 6.3.3a).

1 o 1 2
RS aal N o H
e N @ N (b) ~
(a) 8 5
t C.de ref. 9 3
C. locais
Fig. 6.3.3

Solugio. Os elementos com coordenadas locais da Fig. 6.3.3b ndo incluem
as pegas com J — .

a. Matriz de rigidez da estrutura desmembrada:

4 2 |
|
(k] = £ 2 4|
a = TR
| 3
b, Matriz de incidénecia (cinemética):
r = 1 rt- l
-1 1

¢. Matriz de rigidez (conjunto):
kLo Jaie
a [ 0 1 2 4

A )28 3

—
—  bJ
- o
e
-

K] = 2 [A) [k) [A) =




62 TRANSFORMAGOES USUAIS NA ANALISE MATRICIAL DAS ESTRUTURAS CAP.6

6.4. Resumo das Transformacdes na Andlise Matricial das Estruturas

(Estrutura integrada ) (Estrutura desmembrada)

(Incidéncia estatica)

£y
R S; )
Rz Ss
) —— [B] —_— )
. nxm
Agdes nodais { ? < FEspros
; A
|~ e
R nxm s
N m/ . n/

[F] [6]'[1 [6] |—=—] ]

[<] ()T [a] [x]

Wz , 3

:1 T 81
2 iR [B] SRR
* mxn =
Desloc. nodais d > 4 . FDeforma;Eu
- T [A]nxm -
N . J g

( Incidéncia cinemdtica )

Fig. 6.1
6.5. Exercicios Propostos
15 Paral a vigx} da Fig. 6.5.1 e o sistema de coordenadas indicado, obtenha diretamente a
matriz de flexibilidade e, por inversio, a de rigidez. Sao supostos conhecidos E, J e I.

Considere npenas as deformagdes por flexio.

1 2

S A
e—clip e

Fig. 6.5.1

e WL W g
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i = [ 2 ] wm=2[4 1]

2. Proceda como no exercfcio anterior, para a viga da Fig. 6.5.2.

11
1 el
E,J -2

1
— &
Fig. 6.5.2

2EJ 6 3l
1Kl =5 [3: 232]'

l 2 — 3l

Reep. 1F)=gm7 L-21t 6

3. Mesmo enunciado para a estrutura da Fig. 6.5.3. (Sugestdo. Utilize o método de Mohr

ou o dos trabalhos virtuais.)
ll 2
/-
auurr 7.8
+— {2 7L 22 4

Fig. 6.5.3
1 23 48EJ [ 16 —3l
Resp. (F] = 557 [ s 160 =" | _a 16 1

4. Considerando os efeitos do esforco normal, e admitindo conhecidqa E, a e S (segio das
2 barras), obtenha diretamente a matriz de flexibilidade e, por inversio, a de rlgutez.
Em seguida, obtenha diretamente a matriz de rigidez, considerando deslocamentos 1m-

postos.

Fig. 6.5.4
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Resp. [F] = |:1+2\/_ 1:|

ES[ I _1+2\/§]‘ 2v‘a

iy, 4 O'_bloco_rigido de funncla(;ﬁ_o da Fig. 6.5.5 estd apoiado sobre solo eldstico, sendo r = Sy
/' “a intensidade da reagdio distribuida, num ponto em que o afundamento é y. Admite-se

. . & /

que o médulo eldstico da fundagio seja § = 4000 A 4000 t/m% Para o sistema
m

de coordenadas da figura, obtenha diretamente a matriz de rigidez e, por inversio, a de

flexibilidade. (Sugestao. A partir de cada deslocamento unitdrio atribuido ao pélo 0,
avaliar a reagdes do solo e equilibrd-las por meio de agdes segundo as 2 coordenadas.)

1

N/, N N/

o’
B=4000 t/m"
-J‘— lm J’—‘ 2m —J‘

Fig. 6.5.5

12 000 (L) —6 000 (—t—)
m rad

Resp. [K] = §

—6000 (ﬁ) 12 000 (-2
m Tad

’_ 1,111 X 104(1‘-) J“—)
t 0'555( mt
[F] :
0,555 X 104("’“1) 1,111(31-)
el mt

6. Para a estrutura da Fig. 6.5.6, onde estdio assi ia e |
i o s strutuss d : assinaladas as coordenadas de referéncia e as

(a) obtenha as matrizes de incidéncia estética, [B], e cinemdtica, [A];

~ : l
[ % fera =

C. Locais

Fig. 6.5.6

————
-_— =
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(b) constate que [A.]T [B] = [BIT [A] = [I], embora nio se possa afirmar que uma daque-
las matrizes seja inversa da transposta da outra (as matrizes nio s@io quadradas),

0,1 0,5 0 0
0 —1,0 5,0 1
= 1 s (4] = $
Resp. [B) 0 1,0 y (4] 0 0
0,1 0,5 10,0 0

4. Obtenha as matrizes de incidéncia [B] e [4] e verifique que a transposta de cada uma é
inversa da outra.

<=
=

C. de Ref. C. Locais
Fig. 6.5.7
1 =71 a 1 0 0
Resp. IA]=[0 1 0];[B]=[ 1 1 0]-
0 0 1 —a 0 1

8. Mesmo enunciado do Exerc. 3.5.7. As partes BC e DF sio rigidas.

4
4
T —
D 3 3
4
,}'_ c
?
= £ -ﬁ—p i ]
B 1 A
4
J’— X 7777
C.Ref. C.Loc.
Fig. 6.5.8
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™ 0 1 [ 1 0 0 0
0 1 21 1 0 1 0 0
sp.  [B] = ;4
o 0 0 1 0 H) -1 -2 1 0
0 0 0 1 0 -1 0 1

9, Para a estrutura da Fig. 6.5.9, onde as vigas sdo supostas rigidas e todos os apoios elds-
ticos tém a rigidez b = 20 t/em:

(a) em fungio de deslocamentos genéricos r1 e 2 (segundo as coordenadas de referéncia
indicadas), exprima a energia total de deformagio U;

(b) pela dupla derivacio parcial de U em relagio aos deslocamentos r, obtenha os termos
da matriz de rigidez da estrutura;
(¢) em conseqiiéncia, obtenha a matriz de flexibilidade.

1 2

A i ik % i" ‘
. Ta e e @ e 2 —f= 20—

Fig. 6.5.9
Resp. (a) U= 10,573 + 50rim + 12,5+% (cm-t).

) 1K1=|:2; N

0,050 —0,010

@F =1 _oo010 0,042

(em/t).

10. Na fundagiio em viga rigida sobre blocos apoiados em solo eldstico (Fig. 6.5.10), cada
bloco tem 2m e o mddulo eldstico é 8 = 4 000 t/m®

(a) Obtenha a expressio numérica da energia total de deforma¢io U, em termos de deslo-
camentos genéricos segundo as coordenadas 1 e 2 da figura.

1 2
Rigida

///////////'////////

et S '
+ . “"—f‘“'—+

Fig. 6.5.10

]
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(b) Por derivagio parcial, obtenha a matriz de rigidez;

(¢) Confirme a exatidio da matriz obtida, aplicando diretamente deslocamentos unité-
rios.

Resp. @) U = 46401} + 1920 ryrp + 5440 77 (tm);

9280 1920

beco K= 1900 10880

(t/m).

11. A estrutura da Fig. 6.5.11 tem as coordenadas (de referéncia e locais) indicadas. A viga
horizontal é suposta indeformével.
(a) Institua a matriz de incidéncia estética [B];

(b) Se ocorrer uma diminui¢io uniforme de temperatura de 20°C nas colunas 1, 2 e 3,
sendo a = 10~5/°C o coeficiente térmico, determine os deslocamentos vertlca] de D
e horizontal de G;

(c) Pedem-se os valores daqueles deslocamentos, quando forem causados exclusivamente
por modificagdes de montagem nos comprimentos das colunas

Al = + 10~%m; Al = — 2 X 10~%m; Al; = 0.

C. Locais

Fig. 6.5.11
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—0,500 —0,500
"Resp. (a) [B] = [ 0 +1,414 | ;
i =0, —-0,500

(b) {:; }! = { tig:: } (metros);

(c) {:; }‘ = {:g’gg i ]igj} (metros).

12. A mesma estrutura do Exerc. 6.5.11 é submetida ao carregamento da Fig. 6.5.12. As
o, ES
colunas tém médulo E = 2 X 10" t/m* e S = 5 X 10~* m? sendo a sua rigidez k = ——.

Obtenha as matrizes de flexibilidade da estrutura decomposta e da estrutura integrada.
Em seguida, para o carregamento da Fig. 6.5.12, calcule os deslocamentos r1 e 7.

2t

ral

Rep, [f] = [ S or . ] . 108 (%) (F] = [ 355?) 12:22 108 (i:;‘—)

1t

Fig. 6.5.12

mo | [ 40,0250 g
l re ]/ = { -{1,1164}' 107% o,

13. No quadro da Fig. 6.5.13, além dos dois sélidos rigidos, hd seis elementos compostos de-

forméveis, todos iguais, com coeficiente de flexibilidade fi; = Obtenha a ma-

bt
24EJ
triz de flexibilidade da estrutura em conjunto e os deslocamentos ry e rz2 (segundo as coor-
denadas de referéncia) causados por forcas horizontais Ry = 2P¢ e Ry = 3P;, ambas
dirigidas para a direita.

: 9] P
By [Hm ot [ 1O T -{rl}={0’34} 0

1176EJ 79 o Bl A dl 7 0,280 | EJ

6.5. EXERCICIOS PROPOSTOS

a/4 a/4 a a a a/4 ao/4

L R N
o I J J J '
0/4—+T—

R

-
S5
255N

2 L
i
[EELLLY

a J
2 4
3
a J J - -1P "
.’ ii
i 7
-_J.*. ii

Fig. 6.5.13
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Metodo da Flexibilidade
| Método das Forgas]

7.1. Matriz de Flexibilidade de uma Barra

7.1.1. Mudanga de Pélo

Trata-se de transformar um sistema de agdes mecdnicas {R}, expresso em
coordenadas 1, 2,3 ... 6, com origem em 0, em um outro conjunto {TB}. meca-
nicamente equivalente, referido a coordenadas 1,2, ... 6, localizadas em
P(zy, x5, z3). Ora, as seis grandezas Ry, Rs, ... Ry sdo as componentes dos
elementos de reducio das acdes mecénicas ao pélo 0, transformado para P, em

seguida.

| *2

Fig. 7.1.1
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E1=Rl
‘52=R2
R;=R3

[R4 = Ry 4+ Ryr; — R;r,
1 BRs = B; — B3 + Ry
Rg = Rg = Rﬂ) + R].Ia

(Componentes da resultante)

(Componentes do momento resultante)

Sob forma matricial, estas expressdes para transformagdo de agdes mecdnicas
se apresentam assim:

Ry 1 0 0 0 0 0 R,
R, 0 1 010 0 0 B
5 0 0 1,0 0 0 =
R N e | i Bl e e AR S St N By \ _
= =t ¢t = (7] {R}
-Eé 0 T3 — To | 1 0 0 E"
Eﬁ — T3 0 x| 0 1 0 R5
| R; _ -z 0 ;0 0 1 | \Re
I 10 0 x -z
onde [M=|-=-1-~-|] , sendo | X = | —x, 03 xf
X | I Ts B ) | 0

Observagt;o. _Se_houver nova translagao, passando o pélo para a posigio @, com as novas
coordenadas 1, 2 e 3, obter-se-4

{R} = [Th (R} = [Th(T] {R}.

Ora, se @ coincidir com o ponto inicial 0, deve-se ter sempre {__Ié} = {R}, donde

(Th(T] = (1
e, portanto,

(Th = [T

Por outro lado, tratando-se de mudan i imei
1 8 ¢a em sentido oposto ao r i
X sofrerd inversio dos sinais de todos os seus termos: R AR 3 REm

(porque X7 = — X, como se pode verificar facilmente).

=3 "
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7.1.2. Transformacio de Deslocamentos

Se, para as agdes mecinicas, vale a relagio {R} = [T) {R}, o teorema da
contragradiéncia (Clebsh) permite concluir, para os deslocamentos:

{r} = 117" (7).

Daf vem {7} = ([T]")™ {r} = ([TT")" {r}

Il X
ou {?}=["""'] {r}
0, I

tendo em vista a expressio j4 obtida para [TT".

Resumindo, as seguintes expressdes para franslagio de coordenadas sio:

I 10
]{m
I
I ' X
{7} =|:——1'——] {r}.
0 ¢ 1

Em certos casos, hi necessidade de mudar a posigdo dos eixos coordenados.
Na resolucdo de uma treliga, por exemplo, hé dificuldades decorrentes de as coor-
denadas gerais (de referéncia) nio terem as mesmas diregdes das coordenadas
locais (orientadas segundo as diregdes préprias das barras).

A formulacio da matriz de incidéncia e da matriz de flexibilidade ou @e
rigidez da estrutura integrada serd tornada mais simples se houver uma prévia
rotacdo das coordenadas locais. Trata-se de transformar, pbr rotagdo, 0s €iXos
1, 2, 3 nos eixos 1, 2, 3. Seja lj; o co-seno do &ngulo que a antiga diregio j
faz com a nova dire¢gdo ¢. Por projegio, tem-se

{R}

Il
il
M
I

1

7.1.3. Rotagdo de Eixos

Rl = Elgﬁ + th'fz + Ra"'ia
R, = R\l5 + Rylz, + Ryl5,
R, = Rl + Ryls, + Ryls,

(e expressdes semelhantes para Rs .Rs e Ro).
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Com formulagio matricial, as expressoes sio: onde
nae,
— | |
R B e oo - R A0 I 0 A 0
- In by i 0 ‘ s @ = |== fo= | [omiog | =]t
w3 A R, 0 | A\ X, I AX, A
il Iy A0 !
I o g [ R Rl _ [ | )
R, T b R, 0 A
R; 0 Ny By J R; B Ao
R = (e b RSJ {R} = [— -] - —:I {R} (transformagiio de agdes nodais).
AX A

Para a transformagio de deslocamentos, o teorema de Clebsh dé

{r} =1[CI" {r} {7} = ([C1")! {r)

1 Ora,

- Il o A0 z
(C1™ = (CIT = (T [LT)7 = [ - o ] [ - }) -
27 1 0 . AT

S |
L AX
= —-—|——- ———l——— ,
XTNT, A
3 4 portanto:
/
A FAX
F=|---1---|®
Fig. 7.1.2 0o ; A
ou
X 1o |
{R} = [L] {R}, sendo [L] = [_ gt _:, . Resumo: , i | e
0 A i i, :
| By =|---1---| ®
¢ Il b (Translaca tagio e B
A= S P S ranslagio e rotagio) S s
by Iy Iy Py =|---1---| {r}
7.1.4. Translacio e Rotacido \ = 0 | A —t
Se ocorrerem translagdo e rotagéo, obtém-se: 7.1.5. Matriz de Flexibilidade de uma Barra Reta com Seciio Constante

{R} = [L][T] {R} [C] {R} Considere-se o eixo 1 coincidindo com o eixo da peca e os eixos 2 e 3 com
os eixos principais de inéreia da segao reta.
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A matriz de flexibilidade de um elemento, referida &4s coordenadas locais, &:
Na Fig. 7.1.3b, vé-se um elemento com coordenadas locais. Existe a rela-

Gio = ay -
{S}Z = [B]z {R}' 1 EQ
X
GQ
onde '
I 0 X
(Bl: = [T = |:- Rl e -J | [df] = GQ dz.
-X I '
i 1
\ GJ}
e
1
0 0 0 =7
-X=(0 0 -z s
0 X 0 1
EJ,
B é (l) 8 | g 3 g ] Em coordenadas de referéncia (vdlidas para o conjunto da barra), tem-se
0 0 1 , 0 0 0
1 P B e =l . [aF] = [BI{ [df] [B]. =
0 0 0 ! 1 0 0
0 0 -x | 0 1 0 ™ i
0 &Y e, 600 v | 1 0 0 0 0 0
EQ
xi x? x
SR 0 0
o (e+wr) °© EJ,
X; a2t z
o A L 0
el ¢ ¢ (GQ + EJ,) ° -z, e
0 i 0 0
0 0 Gt
T 1
e 0
0 0 EJ: EJ,
1
€T i
0 v 0 0 0 R

e por integragio entre os limites z = 0 e x = [:

Nota. Ji é o momento de inércia polar da segfio reta, com as corregdes adequadas no caso
de segio néio circular.
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s, -
= 0
g 0 0 0 0
Xl 13 2
2 R 0 L
0 ((;sz i SEJS) 0 O mER
X, I I
0 . (“GQ ?E;'f;) o5, °
[F] = y
[} i
0 0 o 0 0
0 0 LE G == @
I l
0 o 0 0 6

7.1.6. Matriz de Flexibilidade de Barra Reta com J Varidvel (Deformagdes por
Flexiio)

L. 1. sistema de Coordenadas (Fig. 7.1.4). Considerando o elemento dx:

Bl = [« 1], [df]. = ;—j—

Fig. 7.1.4

Logo, para a barra com elementos associados:

x dx 1 2%
[1]“”1«:@‘&31[;; 1]’&

1 ET et @ 1
Fl = — 2
1] E.[[:C I]J;dx'

[dF] = [B){ [df]. [Bl:
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Integrando, em cada caso, para uma dada lei de variagdo de J., chega-se a [F).
Se J. for constante e igual a J, a matriz de flexibilidade torna-se

18 1z
" 3ES  2EJ
- 2 !
SET oA

Se J. variar de forma que torne dificil ou impraticivel a integragio ana-
litica, serd conveniente fazer a integra¢do numérica:

— pela férmula do trapézio:

b
A
f vz = S5 (o + 2+ 20+ .+ 2y F 1),

— pela formula do tergo (Simpson):

®
A
f ydz = Tx (Yo + 4y1 + 2y2 + 4ys + ... + oo + 2y + Ya);

— pela téenica de Newmark.

(No caso de se aplicar Simpson, a diviséio é feita em nimero par de partes iguais
€ Yo, Y1 - . - Yn S0 0s valores do integrando nos pentos de divisdo). Az é o inter-
valo constante, Em qualquer das trés solugdes, é pecssivel dar ao cédleulo uma
formulagio matricial que facilite a programagdo (se ndo se desejar utilizar a
prépria sub-rotina de integragdo numérica).

Assim, no caso da férmula do trapézio, sendo xy, 1, Ts ... T, A8 abscissas e
Jo,J1,J2 ... Ja 0s valores de J,, a matriz de flexibilidade é:

1 )
Ji x 1
{ To By s T - w1l As
[F]=[1 1...1] R 2
Tn 1

-
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ou

n- g &5 [ 7]

i=0

(onde K = 1 nos pontos extremos e K = 2 nos pontos intermedidrios).

No caso da férmula de Simpson, tem-se:

S d
Jy
4 _ -
- To 1
J‘ :c,l
2
Az xo:c:...xn] Ts
[F] 3—E[11 1 .
4
- |z 1 |
1
i

2. 2.0 sistema de coordenadas (Fig. 7.1.5). Pode-se ter uma solugio seme-

lhante:
= [ (- 5) (-] . - 7,

e

1 ¢ (pﬁ
[m:?‘/“ “(1-3) 7
l I

7.1. MATRIZ DE FLEXIBILIDADE DE UMA BARRA

para J constante, seria

T
L

' Fig. 7.1.5

Nota. Ao mesmo resultado geral acima poder-se-ia chegar, utilizando a matriz [F] obtida no

item 1 e fazendo a transformagio estudada para mudanca de coordenadas:

-1/ - iﬂ :I

matriz de transformacéo: [Clyiz = 0
m=-[20 1 ELE 1z [0

NG
il T

Exemplos

]

1. Barra com J — « (absolutamente rigida & flexdo) no intervalo a com

momento de inéreia J no resto de seu comprimento.

IE J -0 J 2

- 4= —

+ * L
Fig. 7.1.6

Solugdo
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2h 2b — 3(
b? B

= BEJE | 26— 31 2b~Gl~+—6H—

(para b = [, recai-se no caso de J constante),

2. Haste com misula reta em todo seu comprimento. Secio retangular,
com a altura o variando de d, até 3d,.

Solugao (por Simpson)

— 0 17 [~ 0,037 K
1 D
= 2 )
5 B 0,210
2 4 T
— i 0,157
3 8 l
B.=| - = = s fl=wmr 5
(B] 6 ¢ |’ U= 1557, (P00
= 4'. 3 9
il 0,432
_5 1
: 7 1,680
| — 1 0 | & 1]
I\'esta.__ Oltima matriz foram incluidos os coeficientes 1,4, 2,4 ... da férmula de
Simpson, bem como o fator multiplicativo é:;— = 1_38

[F] = B [f] Bl

! 0,836 —0,167
- o }

6EJ, | —0,167 0,117
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o o o
o o - - -
= G ) o o o
r~ 5 ° ~ o ©
o L - - t\.lh o M~
e o - ® b
er——1 . I e

Fig. 7.1.7
7.1.7. Caso de uma Haste Plana Curva com J Varidvel (Deformacgdes por Flexdo)

Mesmo desprezando as deformagdes pelo esforgo normal, hd necessidade
de 3 coordenadas (Fig. 7.1.8):

M,=8, = —-—I—_?—E--R1+Tzﬁz+33y

m [ 452) £ o]
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Considerando a situacfio mais freqgiiente (grande raio de curvatura) é

d¢p Sz . _ds
% " E. 0 W=

[F] = [B) |df]. [B].
_(1~-§—) % —(1—-;);;
m=lbﬁz‘0“%)% S &

xr xr
— . s P 2
(1 E)y 7Y y

. —

Observagdo. Todos os termos poderiio ser postos em fungdo de z e do dngulo ¢, que
a tangente & curva em cada ponto faz com o eixo que contém a coordenada n.° 3, pois

ds = dr; com esta mudanga de varidvel, a integragio pode ser feita segundo a corda,

e
cos ¢
utilizando-se a férmula do trapézio ou a de Simpson.

7.1.8. Barra com Curvatura Qualquer, no Espaco

Considere-se um elemento de haste ds, cujas coordenadas locais 1,2, 3, ... 6
nio tém diregoes paralelas &s de referéncia, porque em ecada ponto é mais cd-

triedro de coord
locais do elemento ds

Fig. 7.1.9
C. locais C.de ref

modo exprimir a flexibilidade do elemento segundo a tangente A diretriz da haste
e 0s eixos prinecipdis de inéreia da segdo reta.
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Se 1, 22 e x; forem as coordenadas do elemento em relagio ao sistema de
eixos de referéncia, situados na extremidade da heste, e I;; for o co-seno diretor
do eixo ¢ (Jocal) em relagdo ao eixo j, de referéncia, tém-se em scada elemento
as matrizes

Iﬁ : Iﬁ ETS 0 339 T Ee
N =] I b e [X]= | -2z 0 ¥y
Gy lp by #H TR 0

que permitem exprimir os esforgos

{S} = [B] {R},
onde
B k.
Ao o i W
B = —_—— = -== = | - = e e e m - — —m - — =~
o AX | A (fiaz — liazs) (fia21 + lia2s) (iam1 — lizo) : I liz lis

(l33wa — l3ox3) (3123 — l3sm1) (l32zy — l5120) 4 151 U532 l3g
(l33z2 — lioxs) (13173 — l3awy) (gax1 — lawe) | 151 G2 las

A matriz de flexibilidade de um elemento é:

1/EQ
. GQ
- Xs/
[df] = A 1 /G JT dJ:.
1/EJ,
1/EJ,

A matriz de flexibilidade da haste serd
L
m=f (BI” (d1] (B,
+=0

Exemplo

Obter a matriz de flexibilidade da barra da Fig. 7.1.10, que tem a diretriz
circular de raio R e estd contida no plano das coordenadas 1 e 3. A barra ¢
uniforme. Computar apenas as deformagdes por flexdio e tor¢io. Sio dados
J:, J 2 e o 30

Solugido. Se ha que desprezar as deformagoes pelos esforgos normal e cor-
tante,_nﬂo sa0 necessdrias as coordenadas locais T, 2 e 3. Serio mantidas apenas
trés (4, 5 e 6, Fig. 7.1.10).

1/GJ;
[df] = [ 1/EJ, ] R,
V/EJ,
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C. locals
Fig. 7.1.10
0 R(1 — cos @) 0
[B] = | R(1 — cosf) 0 —Rsenf
0 Rsenf 0

cos 0 0
0 1
— gen () 0

Integrando e fazendo, no resultado, cns ¢ = ¢ e sen ¢ = s, tem-se:

sen 0
0
oS ()

R R 2
SET, (3¢ + 4s + 3c) 0 —ﬁ(l —c) 0 2E‘J (3¢ —4s-+sc) 0
R R? R?
0 _ A e ) — 2
26T (3¢ ~ 0 3GJ; (28 — @ — sc)+ 0 2GIT (1= cj*+
il R R
4 o S A
tsc)+ 25 (¢ — 8¢c) + 3BT, (¢ — &c) - 3BT,
R o i R?
P 1 : — l 2 o
2T, T 0 2ET, ¥ %0 9 EJ: ¢
R? R R
0 (2 —p — Lk g
267 ¢ 0 20 @ T+ 0 26J;
= R _E_ .
) + o5 (9 —sc) 4 25T (g — ac) SET
% R, R
EEJ (3 — 4s + s¢) i] E; 0 3_ng 0
R? R R
L I e —izg &
¢ T 9 2647 ° 0 e e+
..._If 2 P S R
o TR ~2E; ° +3xy, @+

.
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Para o caso de ser ¢ = 52— o 4ngulo central (quadrante de circunferéncia),

tem-se
[ . R R
0,356 7 0 0,500 7 0
R® R?
‘) L?
0,356 57+ 0,215 o =
0 = 0 -
3 -
+0,780 ETS "0,780 -ETJ—S
R N
—0,500 i, 0 0,500 BT, 0
R? R
[F] = 021aGJ,— 0780(}J*+
¢ R? ? R
—0,785 T, +0,785 E'—Js
R* R?
R? i B
0,500 — Gt il 0,500 eV
0 R? 2 R
+0,000 'E—Ja 0 500 —Ez

7.1.9. Matrizes de Flexibilidade e de Rigidez de Barras Isoladas de

Retilineo e Secio Uniforme — Formuldrio

1. Barra de trelica

ES
_ EBS
kil - 'T"
E,S B
O 1 >

Fig. 7.1.11

R2
0356 77— 0
R?
0,500 et
‘ R?
+0,500 -
RE
B 0
R
0,500 GIE
0 R
~0,500 -
1571 5o 0
R
0,785 o7+
0
+0,785 7

89

Eixo
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9. Barra de estrutura plana (sem a consideragio do esforgo normal) 2.0 solugdo
1.2 hipdtese p— : e
= g 212 3l e 0 0
=g |w - ES
b (] = 0 l l
= 22 12 -6l |, ; 1= 38EJ] ~ 6EJ
IE —61 4 '
b et b
6EJ 3EJ
E,J ; — -
3 E,J g t ES
3 /&ln /.Q_ S 0 0
/ . 1 2 l
1 L]
l 2 | ) ) s | g BB 3B
’ = 22 2
| ot 1 : {
Fig. 7.1.12 Fig. 7.1.13 0 2EJ 4EJ
2.5 hipélese ! L]
l 2 -1 ]
=557 [_1 2 2
3 E,S,J 1
2 1 >
4= 27 [ 1 2 ] 2 !
3
3. Barra de estrutura plana (com esforgo normal) Fig. 7.1.14
1.2 solugiio I N £,5,J 1
l 2 [ =
S 0 0 /_.
13 I 2 3
71 3EJ 2EJ Fig. 7.1.15
12 ! 5 4. Barra de grelha (cargas contidas em diregdes perpendiculares ao plano
0 5T T :* estrutura).
- - Solugdo
ES ] : . B 1508
=T 9 | 387 0 7Er
128] —6EJ e !
[k] = 0 7 D ' A= 0 . 0
(4]
o _ BEJ  4EJ ; n o l
i® l 2ET EJ J
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C 128/ _ 6B |
B 2
GJs
- Ze5 @
(k) o =
6EJ 4EJ
o = ¥
i
J
4 Eid, 90 2
3
£
3
Fig. 7.1.16

7.2. Aplicagio as Estruturas Isostéiticas

Em estruturas estaticamente determinadas, a passagem das cargas {R}
aos esforgos {S} ¢ feita diretamente, utilizando-se as condigdes de equilfbrio.

O tratamento matricial pode ser empregado para obter os deslocamentos
nodais provocados: (1) por forgas externas; (2) por variacio de temperatura ou
modificagdes de montagem; (3) por movimentos (recalques) de apoios.

7.2.1. Efeitos de Cargas Exteriores Conhecidas

Para obte-los, é necessirio:

a. Fixar o sistema de coordenadas de referéncia (onde houver agio aplicada
ou deslocamento a caleular);

b. Subdividir a estrutura em elementos e estabelecer o sistema de coorde-
nadas locais (observar que os esfor¢es em uma mesma barra sejam linearmente
independentes; nio é necessidrio destinar coordenadas aos elementos considera-
dos rigidos);

¢. Formular a matriz de incidéncia estdtica [B], tal que {S} = [B] {R};

d. Formular a matriz de flexibilidade da estrutura desmembrada, cujas sub-
matrizes, referentes aos diversos elementos, se dispdem em banda:

[t
[flu

(/1= L ;

1,

N 1

L

7.2. APLICACAO AS ESTRUTURAS ISOSTATICAS

e. Compor a matriz de flexibilidade da estrulura integrada

T

[F] = [B]" [f11B] = Z; [BI [f): [B):

=

93

(onde a forma de somatério & mais comoda);
) f. Tendo em vista o carregamento dado, formular o vetor das agdes nodais.
{R}; '
g. Caleular os esforcos {S}, deslocamenios {r} e deformagbes {s}:
{8} =[BI{R}; {r} =[F1{R} e {s} =[] {8}
Exemplos

1. Para a tieliga plana da Fig. 7.2.1a, obter os esforgos e os deslocamentos
dos nés B e D. E e § sio comuns a todas as barras.

Solugio. Coordenadas na Fig. 7.2.1b.
f=i &
— S
L
(a)
e —O
| -
4
—
(B} '2 1 2 g ts
| l
—
3 3
l — O | g
C. de ref. C.locais
Fig. 7.2.1
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jz..:d MZ b. Coordenadas: Figs. 7.2.2d e e.
| :

0 -1 0 -1 1 0 0 0 0 — 2,
! 0 V2 0 V2 0v2 0 0 0 ! ! a) C ¥ ¥ ¥ ¥ ! :E]
Bl=| o 0 g -1 |; 1= g g (lJ ? g O i 7 A B c
1 -1 —1 .
0 0 1 0 0 0 0 0 1 ! +— ¢ ._.}_ Y2 —4
Matriz de flexibilidade da estrutura integrada:
2
1 000 07[0—1 0-—1 { S P
3_0 0 0 10 042 0 0 0 042 042 b) 4% rat °
[Fl=%=| -1v2 0-10 0 0100 0 0 0-1|= 17 A2 Y PR
EQl 9 0 0 01 0 0010]||1-10-1 _Pitpgz 'ﬁ-fupgz 112
| =1 4/2 ~1.=1 0 0 00 01 0 01 0 2 12 ﬂpﬂ-1—2- PR
2 12 2
m P2 L2
LIl er2ve 0 erzve G % 2|
EQ 0 0 1 0 . £ J#D'EEE pge k_@. \ pg2
| -1 24+2+v2) 0 B+2 2 2 2 23
Carregamento nodal: 1 2 413
0 d) /S Y AN
®) ={ 2 —
1
rh fy I
Tl 4 719 o
Esforgos: e) ; 2 \ P! a
- P
+ \/2'_;: Fig. 7.2.2
S} =[Bl{R} ={—P :
5} = [B] {R} _ P ¢. Matriz de incidéncia:
0 ek ok oL 1]
Deslocamentos: I l 2 l
1 12 1
o @2 +12 v | Bt 1 Bl=1 _ ~(1 ————— el
{7 FLAB) = 0 EQ o 0 1 0
74 -B+2 v2) 0 0 0 0 _|
2. Além dos esforgos, deseja-se conhecer as rotacdes em A, B e C e o des-
locamento vertical de C. Computar apenas as deformagdes por flexdo. E dado d. Matriz de flexibilidade da estrutura desmembrada:
EJ (comum as 2 hastes). +
812 121 ' 0 0
Solugio 121 24 1 0 0 !
a. Transformagido de cargas (carregamento nodal equivalente): ver Figs. FYEZH I et 24EJ

7.2.2b e c.
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¢. Composigio da matriz [F] (por parcelas):

-1/t O
—lﬁ 1 812 121][——1{1 -1/l —1/2 -—1{2] 24£EJ +

F1=1| _1p2 12 | L12 12
=i 1
00 8 —4 2] —4
00 2 ][00 1 0] _| —4 8 41 8 l .
+]110 0 0 0 1124EJ =2 4 31 7l 24EJ
01 -4 8 7l 20
—pl¥12
o = pl*24
f. Cargas nodais: {R} = —plf2
pl?[24
g- Deslocamentos nodais:
. 8 —4 =2 —4 —ply12 0
pl_ L | -4 8 4 8 e\ )-8 18
rs [ 24EJ | —20 4 31* 7 —plif2 (=7l ( 2aE]
Ty —4 8 71 20 pl2/24 —16

h. Esforgos nos elementos, em coordenadas locais. Em um elemento de
de ordem 3, os esforgos sio

{8} = {So}; + [Bl; {R}, onde

{.5'0},- sdo os esforgos na hipdtese de engastamento perfeito (em coordena-
das locais);

[B); & a submatriz de incidéncia correspondente ao elemento 7:

V[ D I (RS VRS VAEST A
{Bojr = {—pmz (Bl = [ o 1 52 1 ]
: - ; 3
: —pl2/12 2l
[S,}=[ Pl/2 }_}_[—1{1‘ —1l =1 ~uz] 21424 T
S, —pl2/12 0 1 /2 1 —pl/2 g 1
pl*24 = —4—3952

Barra BC

{S’o}u={_£§/z?24} IB|1.1={8 g é ?}

o

e
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—pl2/12
2)- (g0 8 5 022 - o)
S —pl?24 0 0 01 —pl/2 0
pl/24

Observagdo. As reagdes A, e Az também poderiam ser determinadas:

{d} = {4¢} + [C] {R}

i 1l 12 11

(€] = —l -1/l —32 =101 (matriz de transformagio)
FaY
Ay TAz
Fig. 7.2.3
- —pl¥12
{ pf,r‘2} [ 11 12 12 1)1 pl/24 ={ plf‘l}_
Yy -1l =32 =11 —plj2 Tplj4
pl2/24

A matriz [C] tem 4 colunas, geradas para os estados de carga Ry = 1; Ro = 1; Rz = 1 e
R4 = 1, respectivamente.

7.2.2. Efeitos de Variacio de Temperatura e Modificacdes Iniciais

Em geral, variagoes de temperatura, modifica¢oes de montagem e movi-
mentos (recalques) de apoios provocam o aparecimento de reagdes, esforgos e
tensdes nas estruturas, mesmo sem a presenga de forgas exteriores aplicadas.

Se, porém, a estrutura for isostdtica. aquelas causas fazem surgir desloca-
mentos, ndo havendo, entretanto, reagoes, esforgos nem tensdes,

De fato, na estrutura estaticamente determinada (como a da Fig. 7.2.4a),
se um conjunto de reacgdes satisfaz 4s condigoes de equilibrio, ele serd a solugéo.
Ora, atuando uma daquelss causas (temperatura, modificagdes de montagem
ou recalques) a hipétese de serem todas as reagdes nulas satlsfaz as equagdes
de equilibrio; logo, esta é a verdadeira solugdo.

O mesmo raciocinio nio seria ap]mavel a uma estrutura hiperestitica: um
conjunto de reagdes satisfazendo is equagdes de equilibrio nio é necessariamente
solugdo. No caso da Fig. 7.2.4b, para qualquer valor de R (inclusive zero), as
reagdes 2, —2R e R satisfazem as condig¢des de equilfbrio, s sendo solugio um
conjunto de reagdes: aquele que verificar também as equacdes de compatibili-
dade eldstica. Logo, numa estrutura hiperestdtica naquelas condig¢oes pode
haver reagdes, sem haver forgas aplicadas.

A. Deformagoes de uma barra por efeito térmico. Sejam:
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— t, — a variagio de temperatura na face superior (em relagio & tempe-
ratura de montagem);
— t; — a variagio na face inferior ou interna;
JAY .= fa)
(a) a =

-
reagoes nulas

(b) P 1 a 2 AN
In lzR IR
Fig. 7.2.4

— t, — a variagdo no centro de gravidade da segio (diagrama de varia-
coes Fig. 7.2.5b);

— a — o coeficiente de dilatagio térmica.

Q.
-
a-=

- -
-
—

w

(=9

w

ts S '

]
|
|

‘_1'0 ds

ti I‘_ds -+ X At; ds

(a) (b) (c)
Fig. 7.2.5
Um elemento da pega, de comprimento ds, sofre as deformacées mostradas
na Fig. 7.2.5¢c. Das 6 componentes de deformacio, s6 hi portanto:
a. deformagio axial atg ds;
b. rotagio do entre as segdes extremas,
atids — ot ds alt; — t,) At

d'p'= h = h ds = a—-h—ds,
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onde

A!‘( — t"_ t,.

B. Case de uwma barra reta

1o sistema de coordenadas (Fig. 7.2.6). Ao elemento dr correspondem as de-
formagdes térmicas

[d?:}_ “‘i‘f
d;g‘_- a-T-dx

.4
Y RS
|

z
C. locais ﬁ)—d

Fig. 7.2.6

A matriz de incidéncia (submatriz referente ao elemento dz) 6é:

[BJ:::[I 0 0]'

0 2 1

Os deslocamentos da extremidade da barra sio obtidos pelo prinefpio dos
trabalhos virtuais:

{ds}, = [B]: {ds},

ds, 1 0 atg dz
d82 - 0 = 1 .ét..d
Higle o irg 1 1% 5
( atg atg 1
81 ! aﬁm ar:éli i
8g =-/ h i h 2
83 Je P At At
T i
\ ),
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Logo: atg 1
. -
S f = h 2
83 At J
a—1
h

20 sistema de coordenadas (Fig. 7.2.7)

e [1 0 0 ]

0 —x/l (—a)l
81 ; 1 0 a tg
8 =f 0 —z/l At ¢+ da
&), o 0 (-an |1
(o tg 1
At
g —a 1
32 = 2h >
83 J¢ éE E
2h
3 2

Fig. 7.2.7

Observacio. As deformagdes térmicas no 2.° sistema de coordenadas poderiam ser obtidas
diretamente, a partir dos resultados do primeiro:

Si 1 0 0 S1
Sz} = [ 0 -1/l -lfl] Sa
Sa )1 0 0 1 Sale

7.2. APLICAGAO AS ESTRUTURAS ISOSTATICAS

e —

atg I a tg I

51 L e 0 aBt L ot 1

82 =[0 -—1;’80] h 2 t= h 2
0 -1/ 1

8 bt fl aﬁl aﬁ_{

h h 2

C. Barra plana qualquer com se¢do de altura constante h (Fig. 7.2.8)

(B] = [cos:p sen ¢ 0]‘

y z 1

Fig. 7.2.8

As deformagdes térmicas do elemento genérico sio:

a i, ds

-
e i
II
B
=

ol o]

X

O!T ds

Os deslocamentos da extremidade da barra sdo:

{s} = / [B)® {d5)

(L 6 o comprimento da barra)
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L L
(atgf cos ¢ ds + a—— yds)
(1] h 1]
81 L L
s b =4 (cztg sen ¢ ds + o0 —— xds)
o o
Sz Jt
1ot
o — ds
h (i}

Sendo m,; e m. 0s momentos estdticos da linha formada pelo eixo da barra,
em relagiio aos eixos 1 (ou ) e 2 (ou y), respeclivamente, e a e b as projegoes
da barra sobre aqueles eixos, tem-se:

L L
f cos ¢ ds = a, f sen ¢ ds = b,
0 1]
L+ L L
f zds = ma,: f yds = m, f ds = L,
0 i} 0

Logo:

At
at-ga—l—o:Tm; }

81
A
S 1 = atgb—]—a—g-mg
83 )y A
L
C!'TL

Estas expressoes resolvem, comno caso particular, o da barra reta ji visto.

Observagao: O resultado acima mostra que, se a variago de temperatura for uniforme

(= k=1 At = 0), tem-se
81 @ al .
3)-[e0)
23 Je

(Neste caso, mantidas as extremidades Ae B, as dejormagdes s1, s, s3 independem da forma da
barra.)

tg
tg
0

Exemplo

Se a barra tiver forma de semicircunferéncia de raio B (Fig. 7.2.10) e for sub-

metida a

Fig. 7.2.9

variagdes de temperatura ¢, t; e {, tem-se:

6=4m, b=0, L =7k = 4r (m),
my = R - 2—':3- = 2R? = 8 (m2),
m; = R + B = wR* = 12,56 (m2).
atg - 2R+a:% - 2R?
81
8a = o —Ai C TI‘R2
2 h
3 )
At
o T ‘."I'R
Fig. 7.2.10
No presente caso, t, = — L S IR 20°C

2
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At =

D. Barra circular de grelha, com secdo reta de altura h. Variacdes de tem-
peratura ¢, (face superior). & (face inferior) e ¢, (na fibra do centro de gravidade

da secdo).

81
8g
83
84
83
8¢ )¢
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— 30 — (— 10) = — 20°C, o que di (para a = 10-9):

8 — 1680 —1,68 X 10*m
s+ =4 — 2512 } X 10-% = {1 —2,51 X 10-’m
83 Je — 1256 —1,26 X 10-’rad

cosd 0O senfi O 0

Bl = [0 R(1—cosd) 0 —senf 0 eose]

a i, ds

ds:
= At
{d§5 } o T ds

0

Fig. 7.2.11
cosf 0
OgR(l—GOSB) o
L ® sen 0 _
- f £ 0 \'—SB]JB o _A_z.. Rda =
0 0 0 h
0 cosf

a t, Rseng

o %R’(qo—semp)

a t, R(1—cosyp)

o %R(cosgo—l)
0

o é}} R seng
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Nota. Para At =0, valem as conclusdes anteriores (a forma da barra nfo influi).

E. Deslocamentos nodais de wma estrutura tsostdtica, por variagio de tem-
peratura ow modificagdo de montagem. A seqiiéneia de operagdes a realizar é:

1. formular a matriz de incidéncia [B];

9. obter o vetor das deformagdes {s}, (temperatura) ou {s}, (dado do
problema, no caso das modificagdes de montagem), em coordenadas locais;

3. os deslocamentos sdo:

{r}, = [B]" {s} ou

Exemplos

1. Estrutura da Fig. 7.2.12

Fig. 7.2.12

{rtm = [B]" {s}m.

—~1/4
0
0 !
—1/4
6
,m\
3
2

0
/
1

4I5

L.

|

As deformagoes da barra curva foram determinadas na aplicagio anterior

(Fig. 7.2.10). As da barra reta sio:
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a t, |
81 At 1 0,8 X 10-'m
st =4%h ZT!=1-160x10-m
83 Je At — 0,8 X 10-%rad
a—1
h
Logo,
- 08
— 16,0
" —3[ 1 -1 01 1 0] — B _{—26,7><10—3m }
],  10]l-1/4 0 0 0 —1/4 1 — 16,8 — 6,1 X 10-%rad |’
H — 25,1
—12,6

2. Na viga armada isostdtica (viga Langer) da Fig. 7.2.13, os tirantes C4,
AB e BD foram encurtados de 0,002 m. Obter, em coordenadas de referéncia
(Fig. 7.2.13a), o deslocamento nodal ry.

Solugdo

By = +1414 ) {s}n=1{-

+ 1,414 — 0,002
[ — 0,002

ry = {B}T {8}, = — 0,00766 m.

3. Céleulo do deslocamento r; na mesma estrutura, se houver uma dimi-
nuigdo uniforme de temperatura de 30°C (sendo a = 10-5/°C).

—120
—120
—120
—120
{s}, = { =170 ; X 10-*m
—120
—120
—170
—240

rn= {B}T {s}, = 0.

(Este resultado j4 era de se esperar, visto que a estrutura diminui numa certa
escala sem que haja movimentos relativos.)

7.2. APLICAGAO AS ESTRUTURAS ISOSTATICAS

(a)

(b)

Fig. 7.2.13

7.2.3. Movimentos de Apoios (Recalques) e sua Repercussio nos Deslocamentos
Nodais

Se forem estabelecidos dois sistemas de coordenadas de referéncia (um para
as agdes nodais aplicadas {R} e outro para as reagoes de apoio {A}), os dois
conjuntos de grandezas se equilibram. Logo {R} ¢ mecanicamente equivalente
a —{4}.

Se [C] for a matriz que transforma as aéﬁes {R} em reagoes {4},
{4} = |C| {R}

(A matriz [C] é formulada como as matrizes de incidéncia estdtica [B]).
Sendo {R} equivalente a — {A}, o teorema de Clebsh permite escrever

{r} = = [CI" {a},

onde {r} sao os deslocamentos nodais compativeis com os deslocamentos dos
apoios {a}.

Exemplos

Suponha-se que na estrutura isostédtica da Fig. 7.2.14a ocorrem os seguintes
movimentos de apoios: de E, recalque vertical de 2 mm; de F, recalque horizon-
tal, para a direita, de 5mm. Obter os deslocamentos nodais (coordenadas de
referéncia na Fig. a).
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(a)

(b)

Fig. 7.2.14

Solugio. A Fig. 7.2.14b apresenta coordenadas para as reagdes e recal-
ques. A matriz de transformagio é:

(Ri=1 (R=1 (RB3=1

0,5 0
-1,0 1,5 0,5
€= 05 —0,5 0,5
-1,0 1,0
1,0 -1,0 1,0

No segundo sistema de coordenadas (Fig. b), os recalques se exprimem pelo

vetor:
0
— 0,002
{a} = 0
0
— 0,005
Logo:
1 0,003 m
ra t = — [C]F {a} = 1—0,002 m
T3 0,006 m

Note-se que, por serem deslocamentos rigidos, este é na realidade um problema
de Cinemética, resolvido pela Estatica.
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7.3. Aplicagio ds Estruturas Hiperestdticas com Cargas Exteriores

Neste caso, a matriz de incidéncia [B] ndo pode ser formulada diretamente
a partir das equagdes de equilibrio, porque hi indeterminagio estética, carac-
terizada pelo graw hiperestdtico g (excesso do nimero de incégnitas sobre o ni-
mero de equagdes da Mecanica).

A formulagio de [B], que permitird associar os elementos e resolver a es-
trutura, s6 ser4 possivel se instituidas outras condigdes.

Para obté-las, transforma-se a estrutura dada, rompendo vinculos em ni-
mero igual a g, de sorte a recair em uma estrutura isostética (sistema principal,
sistema bdsico ou de referéncia). Neste sistema, serd sempre possivel formular
a matriz de incidéncia [B] segundo a Isostética.

(b)
i S.P.
L
—
(c) S e N8
N
Fig. 7.3.1
Embora diferente da estrutura dada, o sistema principal serd tornado com-
pativel com ela, mediante a aplicagio de agdes mecinicas {X} — grandezas
hiperestdticas ou hiperestdticos — nos locais e diregdes onde houve cortes de

anct_llos. A compatibilidade entre o sistema principal e a estrutura dada pro-
porciona g condigdes, por serem nulos os deslocamentos {r} segundo as diregdes
dos l-gperestﬁticos {X}. Estas equagies de coeréncia ou equacies de elasticidade
permitem determinar {X} e dai obter esforcos, reagoes, deslocamentos ete.

A. Escolhido o sistema principal (Figs. 7.3.1b e ¢), reservam-se coordenadas




110 METODO DA FLEXIBILIDADE (METODO DAS FORGAS) CAP. 7

de referéncia para as agoes externas {R} (Fig. b) e para os hiperestdticos {X}
(Fig. ¢).
No sistema principal, podem ser considerados agora 2 vetores:

: ; : R
Agoes exteriores e grandezas hiperestéticas {—}—(—} ;  Deslocamentos {—;—}_ (No

caso da figura sio R,, Rs, Xs X, e X5 ey, 1y 33 74 © Z5.)

B. Fixadas as coordenadas locais para a estrutura decomposta, formula-se
a matriz de incidéncia [B], relativa ao sistema principal. Esta matriz trans-
forma agoes RB; e X; em esforgos S,. Portanto, tem submatrizes:

B) = [[Ba | B1]

onde [B] transforma agdes em esforcos {S,} = [By] {R} e [B,] transforma hi-
perestdticos em esforgos {S;} = [B;] {X}.

No total: {S} = [Bg] {R} + [By] {X} ou

sy = | [1Ba} B {5}

C. Formulada a matriz de flexibilidade para_a estrutura desmembrada, [f],
'serfsl(,i possivel compor a matriz de flexibilidade [F], do sistema principal inte-
grado

(F] = [BI" [/] (B] = [ EBE]] L7] Hgﬂ_}

7o [[B‘&"] [B.;]I[BT] (N11B 11] [[F’m] '[le:l
(BT 1A] [Bu]l [BT) [f] [Bi] [Fio] | [Faa]

[Fuo] = [ES“ 1111 [§n] = submatriz que d4 os deslocamentos na direcio dos R;
causados pelos R, unitdrios;

ou

onde

[Fo) = [BF] [f] [B1] = submatriz que d4 os deslocamentos na direciio das acdes
R;, causados pelos hiperestdticos X; unitérios;

[Fyo] = [BI][f1[Bs] = submatriz que d4 os deslocamentos na diregio dos hipe-
restaticos, causados pelas ag¢des R; unitérias;

[F11] = [BY][f][B:] = submatriz que d4 os deslocamentos segundo as diregdes
dos hiperestaticos X;, causados pelos X, unitdrios.
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(Observagoes:

1. As formas quadrdticas que definem [Fogl e [Fu] mostram que estas matrizes sio
quadradas e siméticas.

2. As matrizes [Fw} e [I_f"m] sio retangulares e uma delas ¢ a transposta da outra,
como se pode verificar,

D. Os deslocamentos do sistema prineipal siao:

{ {r) } [Fuol ! [For] J { (&) }
(2} (Fy] | [Fu) X}
. Desses deslocamentos, sabe-se que {r} = {0} (sdo nulos os desloca-

mentos na direcio dos hiperestiticos, pois na estrutura original tais deslocamen-
tos nio existem). Logo, as equagdes de elasticidade sio

[Fi] {R} + [Fu] {X} = {0}.

F. Para resolver, multipliquem-se os 2 membros por [Ful*, depois de
passar o termo [Fy] {R} para o segundo membro:

(X} = — [Ful* [Fu] {R}

(Aqui os hiperestdticos aparecem em fungio das cargas).

Como se vé&, a matriz [Fy] tem de ser invertida.

G. Expressio dos esforcos — Matriz [B] para a estrutura hiperestdtica

(S} = [Bi] (R} + [B] {X}

ou, tendo em vista a expressio de {X}:

(S} = (Bo] {R} — 1Bi] [Ful* [Fa] (R}

ou, ainda

(S} = ([Bs] — [Bi][Ful* [Fuo)) {R}

ou, considerando a analogia com {S} = [B] {R}:

(B] = [Bo] — [B:]IFu]" [Fao]
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Matriz de incidéncia para a estrutura hiperestitica,
Portanto, {S} = [B] {R}, onde [B] tem a expressio acima.

Nota. Se hd cargas nfio nodais transformadas em carregamento nodal equivalente, a re-
solugdo ¢ feita considerando-se este iltimo, e os esforgos serdo: {S} = {So} + [B] {R}, onde
[B] tem a expressio acima e {Sg} sdo os esforgos de engastamento perfeito.

H. Deslocamentos nodais da estrutura

Das equagoes do item D sai

{r} = [Fu] {R} + [Fo]” {X}

ou

{r} = ([F_'on] - [FIOIT [Fu]" [Em]:} 1R}

g

Logo, a malriz de flexibilidade da estrutura hiperestdtica é

[F] = [I_';;m] == [ﬁm]T [:!}‘:11]‘1 U‘:ml-

7.3.1. Exemplos

1. Resolver a estrutura da Fig. 7.3.2. E e J sio comuns 4s duas hastes.

Solug¢do. Transformado o carregamento (Fig. 7.3.2), a consideraqﬁo de
que a estrutura dada tem grau hiperestdtico ¢ = 2 impde a escolha de um sis-

tema principal (Iig. b), a ser obtido rompendo 2 vinculos — no presente caso
por meio de articulagdes em A e B.

I i331°
L rn

ey
Fig. 7.3.2
As coordenadas de referéncia (Fig. b) sdo duas para o carregamento e duas para

os hiperestiticos (R, R., X, X,). Note-se que o hiperestitico X, compde-se
de 2’ momentos opostos e iguais.

7.3. APLICACAO AS ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

(a)

(b) S.P.
c .deref.
pOhip,
i
e
(c) 4
1

" ¢. locais

Fig. 7.3.3

113
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As submatrizes de flexibilidade para a estrutura do sistema prineipal integrado
S0

[Fo] = [Bi]"[f][Bo] =

2 — 0 0
-1 000 -1 2 0 0 L
0 —-1 1 0 2 —1 -1 0 SET
—1 2 0 1
_[ 0 o] ¢
g =i 6ES
[Ful = [Bi)*[/1[By] =
2 —1 -1 0
-1 0 0 0 -1 2 0 —1 .
0 -1 1.0 2 —1 0 1 6ET
-1 2 0 0

Urge inverter [f‘:n]: U-’:uJ'l e bEJ_ 4 1]
T 1 2
Carregamento nodal: (R} = { plA12
pl*12
Valores dos hiperestdticos: {X} = — [Fyy]-[Fi] {R)}.

112 } pl2/28 ]
e ] [ pl14 |

=S

{Xa}z_[cLl]GEJ 0 0 l
X, 1 2 7l [—2 ~1 ] _@7[

Esforgos, em coordenadas loeais:

Cr iR o i B
(S} = {8} + By | By {\}

Sy 0 0 0 l’ —1 0 pl?12 —pl2/28

Sa | 00 + 00, 0 =1 pl¥12 | _ | —pl¥14 %

S, +pl2/12 -1 0! o 1 pl*/28 +pl?/14 '

Sy —pl/12 . O ki 00 0 pl¥14 | 0
O diagrama de momentos fletores é o da Fig. 7.3.4. Note-se que a matriz ’,13

de incidéncia [B], para a estrutura estaticamente indeterminada é

pa— S — y— = 2;"7 e llf.f"','
(B] = [By] — [Ba] [Fa)! [Fyo) = —4/7 =2/77
—3/7 2/7

0 1

(Esta matriz transforma diretamente {R} em {S}.)

il
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Se for desejado obter os deslocamentos nodais {r} da estrutura dada, pode-se
compor sua matriz de flexibilidade:

[F] = [FM] - [Fm}?[ﬁ”]_l [[?,0] onde [Fy] = [EO]T[.” [Bal.

No presente caso, obtém-se:

_ g 1 ! 1_21]z+*.’=4]g
[Fuo}=[1 .)] 6E] © [”—[1 2 | GEJ [———L —2 | ®LJ

2
pt® —
8 ' .
Fig. 7.3.4 Fig. 7.3.5

Os deslocamentos nodais sio

P12 | { 3pl3168 LJ ]
] pi212 | | Spl16S EJ )

———
e et
|
it
@ﬁ-.
<
—_—
i 2]
e

Estabelecidas as coordenadas da Fig. 7.3.5, determine-se [C], tal que

R

Reagies.
= (0742
w =af 2]

RBr=1 (R:=1 (X;=1) (X,=1)
—1/l 1/1 : 0 i;i
0 0 A 1/l
[C] = 1/ —1t I 0 —11
0 0 ' 1/ 1,1
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pl/2
; oy | B 0
{4} = Ao + [Cui(-l] 'k = plI2
0
11 Yy, o 1/i pl?/12 16
0 0,1l 1/ pir2 | _ | 3| pl
+ 11 =11, 0 =1/ pl?[28 12 | 28
0 0! 1/t 1]i pl*/14 3
2. Obter os momentos flotores ¢ torsores na grelha da Ilig. 7.3.6, na qual
. EJ
é dado (IJB = 1? .

Solucio. Sendo g = 3 (por serem cargas perpendiculares ao plano) esco-
lheu-se o sistema prineipal da Fig. b, onde haverd coordenadas (1, 2, 3 ¢ 4) para
representar o carregamento nodal e outras (5, 6 ¢ 7) para os hiperestiticos.

-1 010 100 g
g .7 1 , ¢ 01
0000, 0-10
001011070 B

[B] = 0O 000,010 = [By By

0001 {001
0000/ /100
0000 0 0-1

| 00 00O [—( 1 0

Matriz de flexibilidade da estrutura desmembrada:

-2 0 31 | : ]
D 75 O | 0 ; 0
3l 0 6 : I
: o 0 3l
L 0 1 0 7,5 0, 0
6EJ '3 0 G
_______ Vo o = = Bala e =
: : V2 0 3l
0 : 0 0 75 0
- . | 3L 6 _

Matrizes [F11] e [Fy] (para o sistema principal):

7.3. APLICACAO AS ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

117
Ful = B 1B , [ 41l 2312 211
Fiol = B If][Bo]= - | —61 0 —6I 0
’ 1 TR | 0 15 o1 97
Rl A ;[ 2w -1 2u
u)] =[BT [f]11B1] = =5+ —12] 39 0 3
T 2B 211 0 42
Q=21
R= p1
1 2
1 P

(b)

=1
=
-1

Fig.
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].

Inversio de [Fu:

[Fn]_l = 309790 5041 69312

12EJ 1638 5041
—8101 —252[°

Valores dos hiperestiticos:

_ opl?
2
Xﬁ _ _ _ pzz
Xo t = — [Ful*[F] § 12 =
X'r — pz
pl?
12
ou
X +1,255 pl
Xyt =1 —0,149 pi2
X, —0,150 pl2
Esforgos
(8) [ 0 1010 !
S, 0 0 X & A g
S 0 0000 !
Sy 1,000 pl 0010
S = 0 -+ 000 0,
S —0,083 pl* 0 001!
S, 0 0000 ,
Ss 0 0 000
[ So 0 . 000 0 |~
—2,245 pl
0,105 pi?
0,149 pi?
1,255 pl
= { —0,149 pl?
—0,150 pi2
1,255 pl
0,150 pl®
| —1,404 pi2

20979

|

I

—_ OO O~OO

NO OO O e~ -
CHOHHOOoOHD

+26271 pl
— 3133 pl*
— 3145 pl

—2,500 pl
—0,083 pl?
— pl

+0,083 pi*
+1,255 pl
—0,149 pi*
—0,150 pi2

7.3. APLICACAO AS ESTRUTURAS HIPERESTATICAS i

Diagramas e reag¢ies: na Fig. 7.3.8.

2 1,255 pi
0,105 p12 0,150p& ‘ '
2,096 pt? 2pf \ 1,404 p1?
e B ——
p L2
2,245p! 2
I I I B
2
096
ey 1,404 pt?
M. Flet. __
' 0,150 pt?
0,125 pf2
_ — = N e— 0,149p2
0,149 pf2 J
0,105 p£2 2
M. Tors
| LS
: 0,149 pi2
Fig. 7.3.8

3. A Fig. 7.3.9 mostra uma viga sobre base eldstica, submetida a uma
carga P vertical, que pode ser aplicada em A, B ou C. Siao dados: EJ — nigi-
dez & flexdo, da viga;

p = mddulo do apoio eldstico (%), cujo valor foi referido ao de
6EJ

EJ:p 7

Solugdo. Inicialmente, é necessirio discretizar as reagdes eldsticas, con-
centrando-as em pontos 4, B, C, D, E, F /nos quais pode-se supor que atuem
molas linearmente eldsticas. A solugio é portanto, aproximada. Os apoios
extremos (A e F) terio constante eldstica
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(a) | P | As partes ¢ e d da figura mostram o sistema principal com coordenadas para

»pes exteriores e hiperestdticos.

| | E,J agoes I S S
A* 8¢ ct D E F Note-se que, com a discretizacio dos apoios eldsticos, a estrutura tinha 4 graus

de indeterminacio (o sistema principal com articulagoes é isostitico).

0 0o o 1 0o 0 0
R IO S N S "N .,]._ 2 —p
L 0 0 0 1 0 0 0
1 o *
lP o o ol o 1 0o 0
(;b) o 0o ol o 1 0o o
%"1 i“ E" é" k= i o o ol o o 1 o
) 0 0 1 0
ll 2 |3 g & 9D
(¢) 0 0 0 0 0 0 1
i 0 0 0 0 0 0 1
a 5 & 1 B=|-1 0o o|-7 0 o
2 1
(d) — i S
i 0 -1 0 : ] 0 0
1 2 1
1 2 1
1 23 45 67 0 0 0 =
( 5_65)—6 Hu)—eua—h 2
* _ 0 0 0 0 0 = Tl =
]‘9 '10 tu 112 t13 14 i
bdb 4
Fig. 7.3.9 o 2 1
L BB o EJ b2
= -— LA 2 1
k] =p 5 . a X b} — 73 ) 9
. 2 1
SR RC A L ) N g 1= 61{,‘.;' i
1 BEJ oy
P
ad 45 s R 6EJ S 12
Os apoios intermedidrios (B, C, D, E) terdo rigidez k = pl = e © flexibili- 2
[ 12
dade f= _(')_E'-J'_ - 2[2 v
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Matrizes de flexibilidade do S.P. integrado:

2 -2 1
_ o » 0 1 -2 e,
[Fy] = [BiT[f]1[Bo] = 0 0 1 6EJ '’
0 0 0
11 — 3 1 0
s 3 100 = 3 1 :
{Fu] =1 [Bl]T [f] [Bi] = 1 — 3 10 — 3 6EJ '
1 — 3 11

0,595 0177 —0012 —0,019
b I T 0177 0712 0192 —0,011
[Ful* = ——| _o012 0192 0712 0,177
—0019 —0011 0177 0,595

T e
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Carregamento: 0s 3 casos de cargas sio as colunas da matriz:
P 0 O 1 00
[R] = 0 P 0 =P o1 0 [
0o 0 P 0 0 1
Hiperestéticos:
(1.° easo) (2.° caso) (3.° caso)
X, —0,198P1 +0,169PL —0,040P!
Xo |\ _ _ 7@ _ —0,059PL —0,060P1 +0,208P¢
X, (=~ EnlFllB] = 4 g'004pr —0,036P1 —0,033P1
X, ~+0,006P! —0,004PL —0,030P!

Os momentos fletores (para os 3 casos) sdo os da Fig. 7.3.10,

——

. T ~

< + o

o w

o o

= o 0_

o -t o

8 a

P o » L

o o o

o o
-

+ 3]+

©
H-.
o

= ot

a o a

o P m o

< 0 M

© P °

o L ] o o

/-"'_"'\I’\ /1"_ — —

0,208p¢

Fig. 7.3.10

7.4. Aplicacio as Estruturas Hiperestaticas Sujeitas a Variacdes de Temperatura
ou a Modifica¢tes Iniciais

Admita-se que uma estrutura hiperestdtica seja submetida a deformagoes
iniciais dos elementos, provoeadas por efeitos térmicos ou por modificacdes de
montagem,

Sejam:

I

{8}

deformacdes iniciais sofridas livremente pelos elementos do sistema prin-
cipal (por temperatura ou modificagdes);

{s} = deformagdes finais nos elementos da estrutura hiperestdtica dada, in-
cluindo a contribui¢io das deformagdes eldsticas.

{s} = {8}, + [f] {8}

onde {S} sdo os esforgos.

Ora, sendo {S} = [B;] {X}, porque os esfor¢cos {S,} nio existem, tem-se:

{s} = (&) + [f1(B] {X}.

J\C-Tas a igﬁa]dade acima {S} = [By] {X} permite concluir, pelo Teorema de
lebsh:

onde {z} sio os deslocamentos (nulos) na diregio dos hiperestiticos.
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As equagoes de elasticidade sio: Deslocamentos nodais:
x} = 10} (r} = (Br {s} = (Bo] — (B [Ful* (Bu [/1 BT 5},
ou ou
{El]; {sh + [Bi7 [f1[By] {X} = {0}. {r} = [B]" &)
onde [B] é a matriz de incidéncia para a estrutura hiperestdticn, como se viu
As equagdes de elasticidade sob forma compacta sio: ) no item 7.3.

_ s 7.4.1. Exemplos
[B5]7 {8} + [Fu] {X} = {0}

1. A viga AB da Fig. 7.4.1, com se¢io constante, alturn / ¢ comprimento
l, 6 submetida a variagoes de temperatura diferentes nos bordos superior ¢ in-

onde ferior. Sendo dados e, E, J ¢ Q, obter os esfor¢os. Seccio retangular com
[Bi]” {5}, sdo os deslocamentos na dire¢iio dos hiperestdticos X, eausados no Ay
- Sistema Principal pelas alteragoes térmicas ou de montagem; i = —5——
[Fy;] {X} sio os deslocamentos na diregio dos X, causados pelos préprios @
hiperestdticos, 4 .
7 L —+
- f _* h
Note-se que as deformagdes livres dos elementos {s}, quando decorrerem A 2 Z
de modificagdes impostas -- sao dados do problema; quando tiverem como causa I @ B
a mudanc¢a de temperatura —— adquirem os valores estudados no subitem 7.2.2.
4 %
Solugao das equagoes. De modo semelhante ao que foi aplicado no caso de
forgas externas, as equagdes de elasticidade dio: \
2
- - , S.P.
X} = — [Ful [Bi]” {5} .’ 1
-]
7
De posse dos valores’ dos hiperestdticos, podem ser calculados os esforgos: i Fie. T.4.1 3
ig. 7.4,
{8} = [I_?,] 1 X} Solugio. Trata-se de uma estrutura 3 vezes hiperestdtica, com um sé ele-
) mento. A segunda parte da I'ig. 7.4.1 mostra as coordenadas de referéncia para

Z1, Ty, 13 (estas sio também as coordenadas locais do elemento, o qual é igual

a0 sistema prineipal).
S} = = [B)][Fu] ' [By]T {5}. a t, !
L dve At 12
RAT - : _ ) o — — | (deformagdes iniciais por
Deformagoes totais dos elementos: (8] # 1.0 =UL; &= Z{ 2 temperatura).
0 0 1 t

(s} = (5} = [N1[Bi] [Fu] [Bi] {3).. it



126 METODO DA FLEXIBILIDADE (METODO DAS FORCAS) CAP. 7

B L/EQ 0 0
[Fn] = |f] = 0 BJ3EJ  B2EJ ]

0  PBREJ EJ

_ EQl 0 0

(Fult = [k] = 0  12BJ5 —6EJR |
0 —6EJE2  4EJJI

Logo, conforme foi visto, os hiperestéticos sio:

EQ) 0 0 [a b zi
X,
= 2
X, { = —[Fu]' By 8}, = — 0 12EJ/13 —6EJ/I? a ﬁ Ui
; h 2
X
0 —6EJ? 4EJfl o éh—t l
" )
ou
b.7] - EQ at,
X 0
Nio hd forgas vertieais.
Os esforgos estio na Fig, 7.4.2
EJa D1
EJx At EJx Bt !
N BN ~
>4 B
M
EQoc tgd E EQotg
Edﬂfg
N
Fig. 7.4.2

2. Mesma grelha estudada no Ex. 2 do Item 7.2.
tura com ¢, =0, e {, = — ¢ ¢ b =&

h = altura da viga e conhecido At = 2t

Variagio de tempera-
Obter os esforgos e reacoes. E dada

I
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Fig. 7.4.3

Solugdo. O vetor das deformagdes térmicas dos elementos desmembrados
(veferido &s coordenadas locais) é

{E}I =

(ver as coordenadas locais do exemplo citado e as expressoes obtidas anterior-
mente para §).

Ora, a matriz [B;] j4 foi obtida:

-1 0 0 7
l 0 1
0 ‘=1 D
1 0 0
(Bi] = 0 1 0
0 0 1
Y- TG o
0 0 =1
|__l 1 0 -
Logo At 2
oy b
h
[B4)” {5} 0
&
% Th

Hiperestdticos (utilizando as matrizes do exemplo citado):

hn__.
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‘Ya = -
3 X f = — [Fu]t[By)T {8} =

7

2
1638 5040 —819] a—'i-":— % 0
~ — Soarem | 504t 6931 —252 zt - 0 .
8100 —2520 9o | [a S5 0 ~0,286E/a -
\ P,

Os valores nulos de X; e X4 eram de se esperar, dada a simetria da estrutura
e da variagio térmica.

Os diagramas de flexdo e tor¢io sdo os da Fig. 7.4.4

-
0,286 t-:Jﬂ'AT," \ { 0,286 EJ

0,286 E Ju &
&

at
h

]

Momento fletor ¢ reagdes Momento lorsor

Fig. 7.4.4

7.5. Aplica¢do As Estruturas Hiperestdticas Submetidas a Recalques de Apoios
No sistema principal, coordenadas auxiliares terdo a finalidade de designar
as reagdes {A} e os recalques de apoios {a}.

Seja [C] uma matriz de transformagiio, para exprimir as reagdes em fungio
das grandezas hiperestdticas {X}. Tém-se:

(A} = (€] (X}.

Ora, os problemas de recalques (bem como os de temperatura e modifica-
¢oes de montagem) comportam apenas a solugio homogénea, pois os esforgos
decorrem somente dos hiperestaticos, nio existindo cargas aplicadas. As a¢oes
{4} e {X} estio em equilibrio, donde se conclui que

{4}7 {a} + {X}7 {2} =0

—
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{a} sdo os recalques e {x}, sio os deslocamentos na diregio dos hiperestiticos
(ocorridos no sistema principal).
Incluindo nesta dltima igualdade o valor de {A} acima obtido:

{X}7[C]7 {a} = — {X}7 {z}a

(valida para qualquer {X}_):
Logo:

{z}o = — [C]7 {a}

(no sistema principal).

Na estrutura hiperestitica, os deslocamentos {x} sdo nulos. Suas_ parcelas
obtidas no sistema principal (que deve ‘“‘imitar’” a estrutura dada) sdo:

{x}a — deslocamentos segundo X; causados pelos recalques no sis-
tema principal:

[Fu] {X} — deslocamentos eldsticos segundo X; causados pelos préprios
hiperestaticos.

A superposigio dessas parcelas da:
{z} = {z}a + [Fu] {X} = {0}

ou

— [C]7 {a} + [Fu] {X} = {0}

(equagdes de elasticidade para o caso de recalques).

A solugiio & {X} = [Fu][C]T {a}.

As reagies sio: {4} = [C] {X}

ou simplesmente

{4} = [C] [F-u}'; [C]7 {a}.

Note-se que esté tiltima expressﬁg é da forma {A} —_- [H]_{a}r onde [H]
€ uma matriz de rigidez, obtida a partir da matriz de rigidez [F;;]-* por uma
mudanca de coordenadas

[H] = [C] [Fu]* [C)"

-
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Os esfor¢os provocados pelos recalques sdo:

{8} = [B)] {X} = [Bi] [Fu]*[C]7 {a}.

Como se vé, os esforcos e reacdes podem ser obtidos diretamente a partir dos
recalques {a} conhecidos.

Nota., As expressoes {A} = [H] {a} e {8} = [B] {a} |, (onde

(8] = [Bi] [I’”] 1[C]?7) sdo oportunas quando se trata de investigar efeitos de
inleragio estrutura-solo, nos quais a estrutura e o solo formam um sistema,
composto, estaticamente indeterminado (a solugdo de rotina para os problemas
estruturais considera apoios rigidos).

7.5.1. Exemplo

A mesma grelha j4 estudada sofre os recalques do esgaste A indicados na
Fig. 7.5.1. Obter os esforgos na estrutura.

A B
. |
Al 1 B
——
O.mj_x

0,002 rad

[

Fig. 7.5.1

Solucdo. A TFig. 7.5.2 mostra um sistema de coordenadas para reaqdes e
recalques no qual:

{4} = [C] {X};
-1 0 0
+1 0 1
@=- % & o
0 0 -1
[ -1 0

R a8
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\“’\

Neste sistema de coordenadas, os recalques sio:

—0,002!
0
a} = { 00

0
0

3,16 8
{X} = [Ful[C) {a} = { 036l ¢ X 107 —
—1,581 3

Os esforgos estdo na Fig. 7.5.3

(Valores & serem multiplicados por 10“’—) (Va]ores a serem multiplicados por 10— -—— EJ

-2,80
1,58 1,58
-0,36 -1,58 0,36
2,80
1,58 0,36
Momentos fletores Momentos torsores
Fig. 7.5.3

7.6. Efeitos de Carregamento e Tensdes de Montagem

A estrutura da Fig. 7.6.1 (viga armada hiperestitica) deverd ser submetida
ao carreg’eﬁmeuto de 0,6 tf/m, aplicado na viga de rigidez. Por meio de um
“esticador” G, deseja-se introduzir na estrutura esforgos iniciais, que, somados

3(;8 ljlchanegarnento, tornem equilibrados os momentos fletores na vigs de rigi-
7
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Para igualar os maiores momentos fletores positivos e negativos nesta viga,
basta que no ponto D o momento fletor negativo seja a metade do momento

; ! O s
isostatico do meio (%), isto é 2,4 mt, como se vé na Fig. 7.6.2.

Portanto, o objetivo a atingir é: regular o esticador, encurtando a barra de

6. para obter em D o momento final negativo de 2,4 mt. Sédo dados:
E = 2 X 108 kg/em?; Q = 5 cm? (barras articuladas) e 5
J = 133 330 cm¢ (viga de rigidez).
Solugao. A Fig. 7.6.1¢ mostra o carregamento nodal equivalente, A es-

trutura dada tem 1 grau de hiperestaticidade. O sistema principal é o das

partes d e e da figura.

Bn El
- 300 025 100 —0,25 | —300 7
—300 0,75 —100 0,25 '+ 300
100 —0,25 300 —0,75 | —300
. —100 0,25 —300 —0,25 ! 300
[B] = 0 0 0 0« 125 |
0 0 0 0 ! —0,7
0 0 0 0 ' 1,00
0 0 0 0 « —075
. 0 0 0 0 : 1,25 _
05| 1
R
1 —0,5
I—___-'__—'t
10,5
L
1 =10" 150.000 1
e iy
130.000 |
I.__I._J..__.
180.000 1
__1__‘_.__I
}30.000:
g 150.000

(unidades em kgf e em).

R

7.6. EFEITOS DE CARREGAMENTO E TENSOES DE MONTAGEM

(a) 0,6t/m (b)

ey Yy Y Y 2§ o | C ¥ 1 ¥ v %

133

]

E_ ¥ )

A !?_,r.
B F 12 E 333,2 3,263312 2

l ¢

"AI"‘““-J‘—‘ 8m —F 4

(¢) /1\3,‘.—” 3,9/11\

B B

I o
4

(d)

1 3
2 "
Q

2,4’ Il,si T

/me 2m}*

S.P.

e) (f)

1

"&\Ls s, S (A“" 3@ ‘:)4
e

Fig. 7.6.1

Para o conjunto:

[Fi1] = [By)7 [f][By] = 430 X 10-¢ Lkm_ [Fu]! + 2325 <8
g em

¥

(Frol = [Bi]7 [£][Bo] = [—240,000 455 —240 000 — 225] X 10-.

Vetores das cargas (ver Fig: ¢):

3 900

—200 000
3900 [

—200 000

{R} =

das modificagdes de montagem;:
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0

0

0

0

{m=1 O

0

—é

0

\ O /

a. Efeito do carregamento:

X5 = — [Fu] ! [F] {R} = 4460 kg.

b. Efeito da protensdo — o
i X% = — [Ful ' [Bi]” {8} m = + 23256.

Os esforgos sfo:

S ) —120 000
Ss 4320 000
Ss —320 000
S, +120 000
Sa = 0 +
Se 0
S, 0
Ss 0
| S, 0
~ 300 0,25 100 —0,25!— 300 ] —240 000
—300 0,75 —100 0,251 300 +240 000
100 —0,25 300 —0,75 ,— 300 3 900 —240 000
—100 025 —300 —0,25| 300 —200 000 4240 000
4 0 0 0 0! 1,25 3 900 - 7 050 ;-
0 0 0 0 ,—D75 —200 000 — 4 200
0 0 0 0 | 1,00 4 460 + 2 3256 5 600
0 0 0 0 1—0,75 — 4 200
| 0 0 0 0! 1,25 | 7 050

O esforco S; (momento fletor em D) deve atingir

S; = — 24mt = — 240 000 ecm kg.

Logo, desenvolvendo a primeira linha tem-se

102 000 — 697 5006 = — 240 000 6 = 0,49 em.

T

il

7.7. MUDANCA DE SISTEMA PRINCIPAL

Substituindo é por este valor, sio obtidos os outros valores de S.

- 240.000 cmkg

240.000 cmkg

+ 5600 kg

Fig. 7.6.2

7.7. Mudanca de Sistema Principal

Em certos casos, quando j4 se desenvolveu parte do cilculo e se obteve a
matriz [Fy], surge a conveniéncia de mudar o sistema principal. Trata-se de
aproveitar parte do trabalho realizado, dbtendo diretamente a nova matriz de

flexibilidade.

7.7.1. Transformagio dos Hiperestdticos

Com bas'e em simples condigdes de equilfbrio, é possfvel obter uma matriz
[T] que exprima os antigos hiperestdticos {X}, em fungio dos novos hiperes-

téticos {Y}:
{X} = [T] {Y}.
Assim, no caso da Fig. 7.7.1, obtém-se:
X1 Y'l
X, l = [ | Y,
onde:

Yy=1) (Y,=1)

i [.—10;’1 ij? ]

Note-se que a matriz [T é quadrada e ndo singular (em todos os casos), poi;a
& transformacio inversa é possivel;

L b= i)

Neste exemplo: -1 = [ Bl ]
[T] s
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estrutura a resolver

(a) _,I._

(b)

T 12S.P. gl

cngh—~s)

Y1 Yg-E o

i 223 . P ,f,),,

Fig. 7.7.1
7.7.2. Determinacio da Nova Matriz de Flexibilidade [Fnly

Convém nao perder de vista que a mudanga de sistema principal (com a
troca dos hiperestiticos X, para os hiperestiticos ¥;) pode ser encarada como
uma simples mudanga de sistema de coordenadas, cujo estudo foi feito anterior-
mente (ver item 6.3). A matriz de transformacio [T], acima citada, identifica-se
com a matriz [C],, também de transformacio, referida. A matriz de flexibili-
dade no novo sistema é

[P]2 = [C}E [F]I [C]l'z-

_ Logo, no presente caso, feita a mudanga de sistema principal, a nova matriz
[F 1]]1! sera

[Fuly = [T17 [Fu): [T).

Esta expressao é importante porque permite obter diretamente a nova ma-
triz, sem que seja necessdrio fazer a composigio através dos elementos.

Nova matriz de incidéncia [B,]y. Por serem:

[Pn]: — [El]T [f] [gllz

J— e
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[Fll]i’ = fﬁz];[f] [El.]‘l’
a substituigio de [Fy]. na expressio de [F1)y acima, dé
[Fuly = [T17 [BA) [f][Bi): [T).

A comparagéio dos dois valores de [F'y]y obtidos (que s@o vélidos para qualquer
matriz [f]), mostra que

[Bi)y = [Bil. [T).

Esta expressdo permite obter diretamente a nova matriz de incidéncia [Bi]y.

7.7.3. Exemplo

) Na estrutura hiperestdtica da Fig. 7.7.2, a matriz de transformagio que ex-
prime {X} em fungio de {Y} é:

Yi=1) (Ys=1

m=[; V]

(X s@o os hiperestéticos no 1.0 sistema, Fig. b, e ¥ sdo os do 2.° sistema, Fig. ¢).
No 1.° sistema principal obtém-se:

_ —a 2a
[Bi]. = I: 0 —2a ]
0 0.

a3E]  —a¥EJ ]

(Fils = [
—aYEJ  20a%3EJ

0 . . F 4 — —
No 2.° sistema principal as matrizes [By]y e [F]y podem ser obtidas diretamente
por transformagcio: ,

I —a 2 2 —1/a 0 1
[Byly = [ 0 —2a } [ = —2a 0
0 0 1 0 2a 0

[Fn]!_:[ 2 1][ a*/3EJ —a¥EJ ][2 —13’(;] _ [4aYEJ a*3EJ
= —ad/EJ 20a3/3EJ 1 0 _[ a¥/3E] af3EJ]‘
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Estes resultados podem ser comprovados mediante a composi¢ao dessas matrizes

a partir dos elementos.
—

(a)
2a

(b) a
12S.P.

(c) 'Y'l
22S.P.

1 2 n
Za<3

3

I

Fig. 7.7.2

7.8. Escolha do Sistema Principal

Como se sabe, a determinagao dos hiperestéticos {X} implica na inversio,
da matriz [Fq,].

-
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Demonstra-se que esta matriz jamais é singular. Suas linhas e colunas
sdo linearmente independentes. HA4 situagdes, entretanto, em que o determi-
nante de [Fq] assume valor muito pequeno. Se isto acontecer e a estrutura
for hiperestdtica de grau muito elevado, a inversio, mesmo em computador,
pode acarretar hiperestéticos (e portanto esforcos) com larga margem de erro.
Diz-se, neste caso, que o sistema principal est4d mal condicionado.

Para evitar esse inconveniente, é de grande importincia que os termos da
diagonal principal da matriz [Fy] (Fu, Fas, Fys ... Fas) sejam predominantes
em suas linhas ou colunas. Fisicamente isto implica em que a acdo de cada
hiperestdtico X; acarrete maior deslocamento na diregio do préprio X,.

(c)

Fig. 7.8.1

1. No caso de viga-contfnua da Fig. 7.8.1a, o sistema principal da Fig. b

é_ mal escolhido. Observe-se (Fig. ¢) que, na primeira coluna da matriz de fle-

xibilidade, o termo Fy;, situado na diagonal principal, serd menor do que Fy;
e da mesma ordem de grandeza de Fy.

_Ji o sistema principal da Fig. 7.8.2 é bem escolhido, pois satisfaz & con-

digdo citada, além de levar a vantagem de conduzir a uma matriz [F11] clapey-

roniana,
= Ell Elz
[Fu] = Fy Ezz 23 *
a3

0 Fg
2. Na estrutura da Fig. 7.8.3 existe 0 mesmo inconveniente, se adotado
0 sistema principal indicado. A matriz [Fy,] é quase singular.
De fato, para X, = 1, os esforgos de flexdo sio aproximadamente o dobro
dos que surgem para X; = 1. Assim, fixadas as coordenadas locais e obtidas
as matrizes [B;] e [F1], observa-se que:

e
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a. a segunda coluna de [B,] ¢ aproximadamente o dobro da primeira coluna;

¥ e
b. em conseqiiéneia, se for Fy; = ¢, serd aproximadamente,

= ¢ 2¢
Ful ~ ,
[P [ 2%  4¢ ]

cujo determinante é muito pequeno.

ANANA =1

%=

P s A = _,ﬁﬂi,,g, .

m

1

Fig. 7.8.2 Fig. 7.8.3

Se, nessa estrutura, J for o mesmo para todas as barras, chega-se a
= al 8 18 ]
Fu) = =+ ;
Ful = 357 [ 18 34

cujo determinante é |Fy;| = 324 — 272 = 52.
Se as colunas tiverem J muito grande |Fy| — 0.

Como regra geral, para fugir a tais inconvenientes:

1. evitar empregar grandezas hiperestdticas de dimensio diferente (forgas
e momentos, por exemplo), preferindo sempre os hiperesidticos momentos;

2. escolher o sistema principal, de sorte que seus esforgos e sua eldstica se
aproximem ao maximo dos esfor¢os e eldstica da estrutura dada (romper vinculos
onde se prevé que os hiperestaticos tém pequeno valor e, portanto, influém pouco
no conjunto).

Quando nfio é possivel deixar de empregar hiperestéticos-forga misturados
com hiperestiticos-momento, a matriz [F1] sal mal condicionada. Neste caso
a utilizagio dos fafores escala pode eliminar oS inconvenientes surgidos.

7.9. Emprego dos Fatores-Escala, para Obter uma Solucio‘Bem Condicionada

O objetivo é evitar a disparidade entre os valores dos termos da matriz [F1i)],
principalmente dos termos da diagonal principal entre si.

| —————— NER——
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Na estrutura da Fig. 7.9.1 seriam obtidos:

- =0 =1
[B)] = l:—a -1 ]
0 -1

Se fosse ¢ = 10 m, os valores numéricos seriam:

(Fu] = [ 400 50 ] 10

50 8 | GEJ
(os inconvenientes apontados sio bem claros).

'Para corrigir este desgquilibrio, pode-se utilizar uma unidade diferente para
o hiperestitico-forga. Assim, ao formular a matriz [B,], seria obtida a primeira

1
coluna empregando X,, = = (e nio X; = 1) com o que vem

-1 -1 3
. — 4 5
(B~ | <1 =i e [Ful = —“—[ J
.'I] 0 -1 [ 11]1! GEJ 5 8
sem oS inconvenientes acima.

—

e
b
N

Hile =
Fig. 7.9.1 3ﬂd
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Convém verificar as conseqiiéncias deste artificio sobre a marcha e o resul-
tado da solugdo, num caso qualquer.
Sejam:
X: X, . . . X, os hiperestiticos

¢, Gi41, - - . Cn 08 valores

de X considerados na formulagéo da matriz [B,], (fatores-escala).

A matriz de incidéncia comum, sem os fatores-escala, seria:

bii biti4ny - - . bin
(B)] = banyi b G4 <o

com os fatores escala, seria:
byi ¢; By Gy s saviex
[Bily = | basvies basmamcin ...

bniCi  baGen Gt ovvninns

Como se pode observar, as colunas de [B;], estdo multiplicadas pelos fato-
res-escala. Logo, é licito coneluir que

[B:le = [Bi] [C]

onde

[C] =

é a malrz (diagonal) dos fafores-escala.

Matrizes de flexibilidade modificadas:

[Fu)e = [B4)T [£] [Bil, = [C)7 [B)7 [£] [By] [C]

(Ful. = [C1[Fu] (€]

7.9. EMPREGO DOS FATORES — ESCALA

(note-se que um termo qualquer F,,, = F; C; C;)

[Flo]* == [EJ]? [f] [Eu] = [C]r [Ellr [f] IEo]

ou

IFm]t = [C] [Fm]

porque [C]" = [C],

ou em geral Fy, = Fy e

As equagdes sdo: [Fy), {R} + [Fu], {X}. = {0},
donde {X}, = — [Fu];! [Fu). {R}

ou

{X}, = — (CF [Ful* [C]Y ([C] [Fy)) {R} = — [C}* [Ful [Fu) {R}

ou finalmente

X}, = [CT {X}.

E curioso observar que, embora os valores formais dos hiperestdticos tenham
mudado, os esfor¢os na estrutura néio sdo afetados:

{So} + [Bo] {R} + [Bil, {X}, =
{So} + [Bo] {R} + [Bi] [C] [C} {X} =
{So} + |Bo] {R} + [B)] {X} = {S}.

{S}s

I?ai se conclui que a aplicagio dos fatores-escala ao gerar a matriz [B,] pode
ser feita, sem que haja necessidade de corregio na solugdo.

7.9.1. Exemplo

GJ*Na grelha da. Fig. 7.9.2, EJ e GJ} sio comuns as 2 barras. E dado
0
=% _ 05

EJ

Solugdo. Como se observa na Fig. d, o hiperestdtico X; é for¢a, enquanto
X, e X; sio momentos.

, 1 ; : ,
Serd usado o fator-escala < Para o hiperestdtico Xj.
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e

Matriz de incidéncia (normal):

= O 0 1 0 0
0 0 0 0 1
= 0 0 0 -1 0
Bl=]1 _1 o0 -1 0 o
0 0 0 1 0
L o 1 0 o0 1_]
(a) 4 (b)

! |=-/z
’\(/é lp c.n.e.q
ot E

{5}

4 P‘g__ %
4

1[/176

¢.locais
y _3 E
e — -t |

P

Fig. 7.9.2

1/l
s )
1

Matriz de incidéncia [B.], modificada:

Matriz dos fatores escala:

-

7.9. EMPREGO DOS FATORES — ESCALA

= I 0 00
0 0 1
oy - 0 -1 0
0 1 0
. o0 o 1 |
Sendo
2 0 3l
; 0 12 0
_ 3. 0 6
1= 6EJ 62 0 12
0 24 0
12 0 12
vem
7 160 —12
Fyl, = [Bil. [f1[By) = 0 0
6EJ | 122 12
Ful = BB = =2 | % T
[Ful, = [Bi), [f] [Bi], = oSBT :; Ig
o 80 8 40
Fulst = o [ s 32  4|; @ = [
2 40 4 59
X5 — 280P/936
X, = — [Ful;'"[Fyl, {R} =] — 28PI/936
X5 ). — 23P1/936

Efetuando o céleulo dos esforgos
{8} = {So} + [E.,I:E“] [

obtém-se os diagramas da Fig. 7.9.3.

s

R_
X, [

PJ2
Pl4

}.

|

145
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252
936 P3

399
/= 4

23
936 P,

936 i
e 5 ©
936 Pi
257 PL
936

Fig. 7.9.3

7.10. A Troca do Sistema Principal em Parte da Solugdo

A resolugio de uma estrutura hiperestitica tem analogias com a resolugio
de uma equagiio diferencial. Assim, no cdleulo dos esforgos e reagoes, h4 duas
parcelas, ambas computadas no sistema principal:

1. o efeito dos hiperestdticos X, X ... X, (atuando sem carregamento
exterior), que constitui a solugdo homogénea;

9. o efeito do carregamento exterior no sistema principal, gue constitui a
solugio particular.

Como se sabe, a solugio particular é qualquer solugio que satisfaga 4s con-
digoes do problema, nio envolvendo combinagio linear das solugdes da parcela
homogénea.

Logo, é lfeito induzir daf que o sistema principal, utilizado para ayaliar os
efeitos do carregamento exterior, ndo tem obrigagio de ser o mesmo empregado para
aplica¢do dos hiperestdiicos.

A seguir, demonstra-se que esta proposigio ¢ verdadeira.

Considere-se ums primeira solugiio, envolvendo um 1.° sistema prineipal,
com matrizes de incidéncia [B,] e [Bi], cargas exteriores {R} e hiperestéticos
{X}.

Obtém-se (computando apenas a parcela das cargas nodais):

(S} = [Bo] {R} + [Bi] {X} = ((Bo] — [B] [Fu)* [Fr)) {R}

7.10. A TROCA DO SISTEMA PRINCIPAL EM PARTE DA SOLUCAO

ou ainda

{8} = (1] — [B\] [Fu]* [Bi7[4]) [Bo] {R}.

_ Uma segunda solugio, envolvend 20 g — R
(Bil.; (R}, (XD, o vendo um 2.° sistema principal, daria [B],,

{S} = (1] - [EJL: [F’u]'1 [EIT [m [Eo]‘ {R}.

Considere-se agora uma soluci § i i
3 Solugdo mista, em que o 1.° sistema principal foi
ssado' para compor a matriz [I__?,} (e portanto acarretou a mesma ma.trig [Fy]
: g ]prlmgn'al solugio) [1}3 uin 2.0 s:isi;ema principal foi usado para montar a matriz
ols - claro que [Fy], serd diferente e os hi i i
B 0ls os hiperestéticos {X},, serdo outros.

{8}s = (1] = [Bi] [Fou} [B)]" [f]) [Bol. {R}.

Sabe-se que os esforgos dados pel 40 sdo iguai

be-s¢ ' pela segunda expressio sio iguais aos dados
pela primeira. Vai-se demonstrar que os da terceira igualdadegséo iguals ao0s
da segunda. Nesta segunda igualdade um dos termos é

(Bil, [Ful;* [B))] = [Bi] [C] ([CT" [Fas] [C)-"[CTF [By]” =
— [B1]) [C] [C}* [Fys]* [C]7* [CI[By)T

ou finalmente:

[Bul, [Ful; [BAT = |By) [Fru]! [Ba]F.

Levando este valor na se i ifi
! ; gunda expressio de {S}, verifica-se que ela se torna
lgual & terceira. Logo, {S}, = {S}, isto &, a solu¢do mista é exata.

Nota. Na transformacio fei i

L. - tr yrmagio feita para demonstrar a proposi¢do, admiti

I-{[‘Xa;ni de mcrldénc:a estdtica relacionando os dois_ sist.emfs (r;'in(’:ipa.is,ldl:_grtqeu;m[aaseéteg
= [C] {X}« ey portanto, [Bile = [B1] [C] e [Fuls = [CF [F1i] [C].

7.10.1. E I i i inci
d:ergg} :c g: Validade da Troca de Sistema Principal numa das Partes

A ¢ i i 1 2 - LI -
fomece:astrutura da Fig. 7.10.1, resolvida com o sistema principal ali indicado,
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= I3 = 9l3
[Fy] = — 3ET [Fu] = 3ET
P
Xa b 'a"
Sy WA I —1 ]{&_{’_} ol {SPIQ }
{Sz}-[ﬂ ol P P[9
J g0
T—- L L
£ 24
L
E,J *L’ 12S.P.
=
i -
— P 777777, wp
1
—
.ref. 2 cloc.
c.re A‘-— ‘z_
Fig. 7.10.1

Se, entretanto, para aplicar o carregamento e obter a matriz [By],, utilizar-se
um novo sistema principal (Fig. 7.10.2), obtém-se:

. 0 s 83
[Boly = [ 1 ] e Fua = W
3EJ 8B 8

- _BEJ . 8 ,_ | 8p
X}, = = g X3ggs 9

R

T
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e
S1_[0—1] ‘Z _{SP;‘Q]
) L1 1)< i3 P/9
(mesmos resultados jd obtidos).
A Fig. 7.10.2 mostra estes efeitos.
1
—_— 2
g
9
L pg
8 ]
— P a—
9 5
22s.p 9 P
s, M
Fig. 7.10.2

7.11. As Grandezas Hiperestaticas como Grupos de A¢des — Simplifica¢des Peculia-
res as Estruturas Simétricas

O conceito de grandeza hiperestdtica — como agio meecdnica a aplicar onde
se rompeu vineculo, com a finalidade de substituir a ligagio eliminada — ndo
implica em que se trate de aciio isolada.

Podem ser n grupos de agoes, atuando simultaneamente no sistema prineipal
em que se romperam n vinculos. Esta consideragio é particularmente impor-
tante no caso das estruturas simétricas.

Assim, no caso da estrutura 6 vezes hiperestdtica da Fig. 7.11.1a (que é si-
métrica), a escolha do sistema principal da Fig. d proporeiona a fixagido de grupos
de hiperestdticos simétricos (Fig. b)e anti-simétricos (Fig. c).

Sejam:

[f] — a matriz de flexibilidade da estrutura desmembrada;

[Bi]s — a submatriz de incidéncia [B,], referente aos hiperestiticos simétricos
da Fig. b;

[By]s — a submatriz de incidéncia referente aos hiperestdticos anti-simétricos
da Fig. ¢;
[B1] = [[Bi]s![Bi]4] a do conjunto.

Ao compor a matriz de flexibilidade da estrutura integrada [F,], obtém-se

[_ s ] (1 [(Bils} (B] = (Pl
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.- [ ..
(a)
X1 Xg Xs Xz Xz X;

(b)
Xg X5 Xg Xg Xs Xe
(c)
& o L
(d) ,J,, SP

Fig. 7.11.1

ou

[ (B1]% [/1 [Bils '| [B:)§ (1] [Bila ] _ [ [?1_:]3 1: . _({ ) _].
(B, [f]1[Bils | [BiX[f][Bils

A significagdo de cada uma das submatrizes de [Fy] é evidente: representa
a soma dos deslocamentos segundo a diregio de um dos hiperestiticos (do grupo
S ou grupo A), quando se torna unitério o grupo de agdes correspondente a outro
hiperestdtico (simétrico ou anti-simétrico). Ora, nessas condigoes, é claro que
o grupo simétrico produzird na diregio do grupo anti-simétrico deslocamenios
cuja soma é nula, e vice-versa. _

Portento, a mairiz de flexibilidade [F;i] terd duas submairizes nulas, como
estd indicado acima. Serd uma matriz subdividida, com subdivisio em diagonal,
pois sé existem [Fii]ls e [Fi]a.

Nas grandes esiruturas, em que mesmo a inversio em compulador pode cons-
tituir dificuldade, esta diagonaliza¢do é de grande ulilidade, pois cada submatriz
pode ser invertida separadamente. Convém lembrar que niio é possivel resolver
a estrutura hiperestitica sem inverter a matriz [Fu)].

R e

7.11. AS GRANDEZAS HIPERESTATICAS 151

A outra matriz de flexibilidade que interessa i solugio é a matriz [F}]. No.
presente caso, tem-se:

_ (B 1§ _ [Fiols
(Ful = [— —--| (7181 - [ _]
[B1]a [F10]4
Admita-se que as coordenadas de referéncia destinadas as cargas sejam
dispostas simetricamente (embora os vetores {R} ndo obedegam A simetria).

As equagdes de elasticidade séo:
[ [(Fols T [ (Fuls| © ] (X} } 0
===l {BYV+ |-t - ¥ =0
[Fols | 0 {[Fula { {X}a { 0 }

X}s
{X}4

donde:

I

— [Fulg [Fuls {R}
— [Fuld [Fuls {R}.

I

~_ Como se v, os hiperestdticos dos primeiro e segundo grupos tém solugio
independente.

Deve ser observado que:

1. se o carregamento dado for simétrico, tem-se

[Fyo)s {R} {0} e [Fuls {R} = {0}

{X}. = {0} (o 2.° grupo é nulo);

2. se o carregamento proposto for anmti-simélrico, serd

[Fyls {R} = {0} [, {X}s = {0} (o 1.° grupo é nulo).

Se a estrutura for simétrica em relagiio a dois eixos (v e &), como na Fig. 7.11.2,

& Tuptura dos vinculos e estabelecimento dos hiperestdticos pode ser feita de

Sorte que estes sejam grupados em quatro conjuntos:

L. o dos simétricos em relagio a v e h;

2. o dos simétricos em relagio a h e anti-simétricos em relagio a v;
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3. o dos simétricos em relagio a v e anti-simétricos em relagio a h; — na Fig. ¢, para hiperestiticos que produzem efeitos simélricos tanto em
4. o dos anti-simétricos em relagio a v e h. relagio a wu como em relagio a v (SuSv);
(" — na Fig. d, para os simétricos em relagdo a u e anti-simétricos em relagio
| a v (Sudv);
[
[ (a) (b) (c)
v
h I h P J > P/2 ; P/2
Ewls et —— 7777777, — [T 777R— Yzzzza,
| I 1 W Ty O3
Xz Xe
I 1 ! |
1 u I u
v L aip ot
I |
Fig. 7.11.2 0 f :v o e
- H 1 X3
A matriz [F1] ficard subdividida em quatro submatrizes, dispostas em banda: 77 Yogra ,JL P/2 Tz P/2 ,;:: ‘_(./_;}‘"
[FH]S»S:.‘._ (d) (e) (1)
= F
[Fu] = ; I ”]S”M[F‘ ] i Xs
1) s ‘IZZZZZZ%_—»‘_ pZZZZ% ¥Z77773,
_ 7 A
[F”]AuAh N Xg X" pe \-/Xs %J \I X'Ir X\;-/
Haverd quatro partes independentes na solugéo, fornecendo os quatro grupos
de hiperestaticos:
Xg Xg Xs Xg Xe X7 X7
3 VS ™~ 7] B
{X}sisn; 1 XVsoan; Xlaws € X} aoan- ‘/r;;‘a - ':‘Ph i.';} ‘:;-:\) ,-L-\
|
Se o earregamento for, por exemplo, simétrico em relagio a h, s6 ndo serdo
nulos os primeiro e terceiro grupos. Se for anti-simétrico em relagio a ‘ambos
0s eixos, s6 existird o quarto grupo. . {g) (h) (i)
1
7.11.1, Exemplos [ = i) & &__..2 5
Y >
1. Considere-se a estrutura simétrica da Fig. 7.11.3a (todas as barras nio-
rigidas tém mesmo EJ). Um arranjo de cargas e reagoes conduz (a menos de Tg
erros pequenos de esfor¢os normais) a situagio da Fig. b, que se pode considerar L a_ o
anti-simétrica em relagio ao eire horizontal u e ao eixo vertical v (dupla anti-sime-
tria). 10
A estrutura dada é 6 vezes hiperestdtica e o sistema principal escolhido B 1 6 ‘....\5 8
foi odas Figs. ¢ a ¢. = ;

Reservando a coordenada de referéneia n.° 1 para o carregamento (Fig. g),
foram fixadas as demais tendo em vista 4 grupos de hiperestiticos: Fig. 7.11.3
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— na Fig. e é prevista a situagio AuSy;

— finalmente, na Fig. f, h4 um hiperestitico correspondente & anii-sime-
iria biaxzial (Audv).

Observe-se que no total h4 6 hiperestiticos (tantos quantos graus de indeter-
minac¢io havia).

Evidentemente, a matriz [Fy,] vai ter 4 submatrizes, dispostas em banda:

[ Y Yy | | | =
| 0 [ . 0
Ve Ya | ; |
_____ o N T
7 L [ Yus Vs | |
[F] = 0 g | 0
| ¥ss Yo | F
_____ S S e e e e
0 : 0 [ Y | O
_____ TS RS (S
= 0 I 0 | 0 | ¢n

Sendo o carregamento anti-simétrico para os 2 eixos, 86 serd utilizada a equa-
¢do que interessa ao hiperestitico X; e a4s matrizes [Fm] e [Fu] reduzidas aos
elementos Yz € Yt

1] O 8 6 —3al =
11 0 -3 an
0] 1 6 —3l
1] 0 -3l 2
[Bl=|0] 1 ;[ﬂ=J— 6 —3I
1l 0 SEJ -3l 2
O:f-erl 6 -3l
1l 0 -3l o
4| — 4/l 12/4
4 l —4/i . = 12/4

(Bo) (By)

ahE pavy "ol g _ P

o=~y oy B =5

6E.J 00\ P 5
o (” 6EJ ) R i

Dai vem o diagrama final da Fig. 4.
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2. A grelha simétrica da Fig. 7.11.4a tem barras de mesmo EJ, Nio h4

engaste entre as barras.

O carregamento (assimétrico) e coordenadas de refe-
réncia para cargas constam da Fig. a.

Os hiperestéticos estio divididos em grupos X, X; X, e X;, de sorte que:

X, é simétrico em relagio a X e a ¥ (SxSy);

X5 € (AXSY);
X 6 (SxAy);
X; 6 (AxAy).

i e
11 2.!/

o s &
, .,/_ St

Af A

(e)

X7

A
;
gl
& @ ra¥

g

Fig. 7.11.4
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Adotado um sistema qualquer de coordenadas locais, a matriz [F] é:

32
il 72
(Pl = 357 18
16
Tendo em vista o vetor {R}:

3P
(R} ={2P
P

chega-se a solugdo da Fig. f.

7.12. Exercicios Propostos

1. Na grelha da Fig. 7.12.1a, todas as hastes sio iguais, com E, J e [ supostos conhecidos,
Num modelo simplificado para estudar os esforgos na viga carregada GHL, as hastes de
apoio AB, CD e EF foram substituidas por apoios eldsticos, de mesma flexibilidade

=g
Resolva pelo método da flexibilidade, obtendo momentos fletores e reagdes na viga GHL,

(Sugestdes. Sistema principal e coordenadas locais da figura.)
p
G
A B
L L
: | £ 1
G H
S. Principal > 3 5
7\ F 770%
sy Fay

s
e
o P
-

C. Locais: ﬁ

Fig. 7.12.1a

..
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Resp. Na Fig. 7.12.1b.
p2®
40
6 W § L
i
21pf X 18pf ﬂ
40 40 40 40
¢ Fig. 7.12.1b

2. Resolva pelo método da flexibilidade, obtendo momentos fletores e reagdes. (Sugestdo.

B
. = 2
3ET" sendo EJ = 7200 tm?,)
Calcule também o deslocamento vertical do ponto D.

Coordenadas locais indicadas na figura, com f =

P=6t .
Rigido
4 4
¥ F]
2T
o

3

C. Locais

Fig. 7.12.2a

Resp. Fig. 7.12.2b; ri=05X102m.

6émt
—
1t
T 6mt &mt llt

: 1t
1t

A

1 }

6t
Fig. 7.12.2b
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3. As barras da estrutura da Fig. 7.12.3 (contidas num plano horizontal e com apoios isos-
thticos) tém segio reta retangular, com altura constante & = 0,5 m. Havendo diminui-
¢io de temperatura de 20°C na face superior das vigas e aumento de 20°C na face inferior,
caleule as rotacdes despertadas segundo as duas coordenadas de referéncia. O coeficiente
térmico é a = 107%/°C.

Perspectiva

Fig. 7.12.3

T —~4>(104}
= d).
Resp. {7‘2}8 { AR TR (rad)

4. Na estrutura hiperestdtica da Fig. 7.12.4a, as hastes vertical e horizontal tém segfio re-
tangular com h = 0,5m e EJ = 33333 tm% A ligagio entre essas hastes é feita por
uma pequena placa de material eldstico, que permite livremente as rotagdes (como ar-
ticulagiio), mas reage a deslocamentos lineares relativos entre as extremidades B das
hastes. O elemento eldstico de ligagio (coordenadas locais 1 e 2) é definido pelos seus

coeficientes de flexibilidade fi = 10~ % : Joz = 0,5 X 10~2 ﬁt‘- e fiz = for = O.

O conjunto é submetido a variagdes desiguais de temperatura t; = — 15°C (na face externa

das hastes) e &, = -+ 15°C (na face interna). Resolva pelo método da flexibilidade e
obtenha o diagrama do momento fletor.

(Sugestao. Sistema principal com articulagées em 4 e C.)

4
B b ¥ I 4
1 c v I : d
I : C. Locais
~—
t; 2
5m i . —

|
L. |
,1" 10m +

Fig. 7.12.4a
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Resp. Na Fig. 7.12.4b,

mrrr

5. A estrutura da Fig. 7.12.5a¢ é submetida ao carregamento indicado.

15mt

6mt

Fig. 7.12.4b

da flexibilidade e obtenha o diagrama do momento fletor.
p=1t/m

BB Ol 2T

¥ ¥ ¥y Y|

B
! EJ=10 tm 5

| Rigido

' A
-Jl‘—4rn 4‘ 4m zll"

Resp. Na Fig. 7.12.5b.

on —+

Fig. 7.12.5a

3.92 mt

Fig. 7.12.5b
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Resolva pelo método

A mesma estrutura do Exerc. 7.12.5 sofre um recalque vertical de um centfmetro, do

ﬂPOiO A, pav (]). Considerando sé os efeitos do recalque, resolva novamente e obtenha

0 diagrama dos momentos fletores.

Resp. Na Fig. 7.12.6.

3,20 mt
! . +

Fig. 7.12.6
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Na estrutura da Fig. 7.12.7a, as articulagdes em A e B sfio cilindricas, proporcionando
engastamento & torgio. Resolva pelo método da flexibilidade, obtendo os momentos

fletores e torsores para os dois seguintes casos:

7.

(a) Agdo da carga concentrada P = 4t (ver figura);

(b) Efeitos de recalques do apoio 4:

pav = 1cm, vertical, dirigido para baixo, e p4p = 10"‘_‘ rad, rota¢io em torno do eixo
z, no sentido do movimento dos ponteiros do relégio. .
As duas hastes tém EJ = GJy* = 50 000 tm? devendo ser computada a influéncia

da torgdo.

S. Principal
sugerido

Fig. 7.12.7a

Resp. (a) Na Fig. 7.12.7b.

(b) Na Fig. 7.12.7c.

4t L

7,4mt —+ ”

10,4 mt A
2,961

14,8 mt

Il.OM
14 8 mt

Fig. 7.12.7b
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6,67mt
] : Tr
A
-4
3,33mt
6,67mt
‘
s
Ib\
Fig. 7.12.7¢

8. A estrutura considerada compde-se de um bloco central BCDE, rigido, e 3 vigas iguais
com se¢io retangular de altura b = 0,5 m; EJ =9 000 tm? e coeficiente térmico a= 10-%/2C,

(a) Resolva e obtenha as reagdes e momentos fletores causados pelas duas forgas P = 2t
da figura 7.12.8a;

(b) Resolva novamente, considerando apenas um aumento de temperatura de 30°C na
face inferior das vigas, sem modificagdo na face superior (admita que o bloco nfo se
deforma).

(Sugestao. Coordenadas locais da figura.)

H— 3m 3m 3m
A/ B/+ 0/7'_ 7'-
_7'd /

Fig. 7.12.8a

Resp. (a) Na Fig. 7.12.8h.
(®) Na Fig. 7.12.8c.
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1,26 mt

h,301

1,68mt
5,16 mt 0,561t
'1,72 '
Fig. 7.12.8b
4,20mt
5,58mt
331
1,40?1 &
2,79mt ll,set
0,931
Fig. 7.12.8¢

Metodo da Rigider
[ ou Método dog Deslocamentos )

8.1. Matriz de Rigidez de uma Barra

No Item 7.1, foi estudada uma forma completa de determinar a matriz de
flexibilidade de uma barra, abrangendo varios tipos de coordenadas e os casos
de pegas curvas, planas ou nio, com segio constante ou varidvel. Foram con-
siderados, inclusive, os casos em que se julgam significativas as deformagoes
provenientes de todos os esforcos.

Deste modo, @ determinagio da matriz de rigidez do elemento se torna mais
comoda, em geral, pela simples inversio da matriz de flexibilidade. Isto serd valido,
por exemplo, nos casos de barras curvas, nos de barras com J varidvel ete.

H4, entretanto, uma dificuldade a contornar. E que quando se usa o mé-
todo da rigides visando obviamente & solugio em computador, niio hd grande
empenho em reduzir o mimero de ccordenadas locais (no easo da matriz de fle-
xibilidade, os elementos sio pegas engastadas ou biapoiadas, para que nfo haja
coordenadas interdependentes). Assim, surge agora fregiientemente o caso do
elemento com extremidades livres, com 12 coordenadas. A Fig. 8.1.la mostra
um elemento-barra para o método da flexibilidade e a Fig. 8.1.1b, o que poderd
Ser empregado no método da rigidez (com 12 coordenadas locais). Neste caso,
seria. obtido:

[ {‘S}e l - [ [Kce] [Ked] ] * {S}!‘ l
{S}a [Ka)] [Kad {s}a

onde foram designados com o indice ¢ as deformagdes e os esforgos correspon-
dentes as seis coordenadas da extremidade esquerda e, com d, as referentes A ex-
remidade direita (de nes 7 a 12).

A matriz K, que é (12 X 12), fica entio com 4 submatrizes:

K. [Ku] ] _

L [ (K] [Kad

1
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Nio resta a menor divida de que se podem referir as submatrizes [K..] e
(K4 (Fig. 8.1.1b) & matriz de flexibilidade [F] de elementos como os 8.1.1a

[KM] = [Fdd]_l: [K..] = [Fer]_l-
of
2' 1 4
—g el
(a) /3

Fig. 8.1.1

Quanto as duas outras submatrizes, uma das quais é transposta de outra,
observagdes feitas em 7.1 permitem concluir que

1

(Kol = - [T [ = - [{} ;—?—] (F.]

Portanto:

(matriz 12 X 12)

\

)" -
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[I] '_‘[T}T [F!r]"l
u simplesmente | [K] = [------'— ------- ] [ ————— ]
SRS S T ol

No caso da barra plana da Fig. 8.1.2, é fdcil obter diretamente a matriz de ri-
gidez:

1 \3 E, J . n 6 r\ 4 .
1 / £ I S
2 5
Fig. 8.1.2
- EQ 0 0 -EQ 0 0
0 12EJ/I*°  GEJ2. 0  —12EJ)I®  GEJ/
(K] = 0 6EJI2  4AEJ]l 0 - 6EJ2 2EJI
- EQ) 0 0 EQl 0 0

0 ~12EJfi2 —G8EJ/I* 0 12EJ[13  —6EJ/*
i 0 6EJI2  2BJI 0 — GEJ/IZ  4EJl

Em cada coluna, devem ser nulos, por motlvos de equilibrio (Z X =0 e
ZY=0):

— a soma dos 1.° ¢ 4.° termos;
— a soma dos 2.° e 5.° termos.

Notg._ Tratando-se de uma barra sem apoios (com seis movimentos livres), esta matriz
de rigidez tem de ser singular, pois no mesmo sistema de coordenadas, a matriz de Jlexibilidade
— que seria a sua inversa — ndo pode existir. E de fato, é facil notar que a primeira e
& quarta colunas sio linearmente dependentes (uma delas ¢ multipla da outra).

8.2. Grau de Indeterminacio Cinemética

- O menor nimero de deslocamentos nodais 7, cujo conhecimento é neces-
Sirio para que se determinem univocamente as deformagdes (e os esfor¢os) nos
elementos é o grau de indeterminagio einemética.

3 Serd considerado na solugdio através de d coordenadas destinadas a esses
eslocamentos eleitos como incdgnitas .

8.3. Solucio Geral pelo Método da Rigidez

Considere-se o caso geral da resolugio de uma estrutura submetida:

a. a deslocamentos (recalques ou outros) impostos a alguns de seus nés;

b. a agdes nodais aplicadas (forgas e momentos).
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Fixadas as coordenadas de referéncia (das quais d sdo peculiares aos deslo-
camentos eleitos como incdégnitas z), a estrutura se torna cinematicamente deter-
minada. Convém frisar que a escolha dos d deslocamentos ndo é arbitrdria,
pois depende de uma andlise que deve levar em conta os tipos de deformagdes
(axiais ete.) dos elementos considerados significativos. Em principio, haveri
coordenadas onde houver cargas aplicadas, deslocamentos nodais impostos,
deslocanentos z-e reavdes a calcular.

A matriz de incidéncia cinemdtica [A] terd entdio duas submatrizes: [4,] para
transformar {z} em deformacdes {s}; [A¢], para transformar em deformagdes
0s demais deslocamentos nodais segundo as coordenadas:

9 = [} 120] 2

A maltriz de rigidez da estrutura desmembrada é fungio das coordenadas locais
e seu aspecto em submatrizes dispostas em banda j4 é conhecido:

[ k)
(%l
(k] = '

1 [k]n

A matriz de rigidez total, da estrulura integrada, é

[R] = [A]" [k] [4]

ou
L rAF . 2 (A" K] L] | LA (K] 1)
K =2t m @@ ] = | 210 et T =L
18] [[Ad’"]”[[MII 1] [[Al]“"[klmul'm,}?mm
ou
2 _ [ 1Ew] | [Koi]
L= [[I‘cmli [fm]
onde

[Ko] ¢ a matriz de rigidez (quadrada e simétrica) que d4 as agdes nodais ou
reagdes {R} segundo {r} (na hipétese de {ax} = {0}), associadas &s
configuragdes deformadas com {r} unitdrios; i

é a matriz de rigidez cruzada que dd as agdes ou reagdes {R} associadas
a ‘configuragoes deformadas com {z} unitdrios;
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[Kyp] € a matriz de rigidez eruzada que dé as agdes {X} nas diregoes de {2},
associadas a deformacdes com {r} unitdrios e {z} nulos;

[Ky] é a matriz de rigidez direla (quadrada e simétrica), que di as.agdes {X}
associadas a configuragdes deformadas com {2} unitdrios e {r} nulos.

As equagdes de equilfbrio sio
{_{fi’_}_} - [_[{_5031_1_[1?311_] {_{3‘_},}
{X} [Em]: [Eu] fa} ]

Se forem conhecidos os deslocamentos mpostos {r} e as agdes aplicadas {X?},
pode-se resolver o 2.° grupo de equagdes obtendo:

[Ky] {r} + [Ku] {2} = {X}

donde {a} = [Kul' (X} — [Ky] {r})

Conbecidas as incdgnitas {z}, tem-se:

R} = [Ku) {r} + [Kn] {x} (agdes e reagdes).

Os esforcos sio:

18} = {So} + [K] {s}

ou

{S} o {Su} =+ [k] [[1{0] i [;{1]] [‘};‘%‘}

J

{8} sfio os esforgos de engastamento perfeito.
Observagio. Se niio houver recalques, mas apenas cargas aplicadas, {X}, obtém-se

(X} = (K] {z}
donde

{z} = [Ku)! {X}.

Os esforgos so:

{8} = {So} + (K] [43] [Kna]™* {X}.
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8.3.1. Primeiro Exemplo

Estrutura com 2 graus de indeterminagio (rotacdes dos nds C e D), onde
se desprezam as deformagoes axiais. Coordenadas de referéncia na Fig. 8.3.2a e

locais na Fig. 8.3.2b.
P=p{
S I‘ o

Ero

LI

Fig. 8.3.1
Solugdo
-0 0"

1 0

_ 1 0

[A]] = 0 1

00

0 1

0 X

L0 0]
Matriz de rigidez
-8 4 =
4 8
4 2
EJ 2 4
k] @ [k] = —
] ] l S 4
4 8
4 2
L 2 4.

Matriz [K,,] da estrutura integrada:

- _ B 7
(K] = [A]7 [k] (&S] = EJ [1 ]

{ 2 16

Observaedo. No método da rigidez direfa, as matrizes [K] sio formuladas por observa-
¢iio direta das barras que eonvergem nos diversos nés. Este modo de proceder evita a formu-
lacdio da matriz de incidéncia e ¢ comodo para programagio em computador, Exige, porém,
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uma andlise e cuidados especiais na numeragio dos elementos e verificagio de correspondéncia
entre coordenadas locais e gerais,

~ e
! /
(a) JN
3 4 7 8
= -~ -
(b) 7 .
2 6
1 5
Fig. 8.3.2
P l P=pk
C3I ¥ ¥
1 7¢ 4% Wl 7
) o224, pe /2\ & A /g \ 4
PL ﬂ.[ I_E.L oL I
2 2 2 2
(\ LE

Fig. 8.3.3
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Cargas nodais na Fig. 8.3.3:

{x} =
Solugdo
1| l [16 -2
Iu] T O188EJ | -2 12
Esforgos:

Sy 0 F
Sa 0
Ss pl*f12
S. \_ ) —pt¥12 .
S (= 0 + [k]
Se 0
Sy pl*/8
Sg —plf8 ) B

8.4. Processo da Rigidez Direta

I

coooo+-H+—HO
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_ ¢
12
2
T4
—pl?12 s 151.
—p12/24} - 225613.]{ 4

0] —30
—60

g o 151‘)?3 60

1 2256E7 | _ ) -1z |, Pl
0 4pl® - —IE 1128
1 == —16

1 2256 EJ 133

0 —145 )

E interessante resolver a mesma estrutura utilizando o processo da rigidez

direta, que é comodo neste caso.

Considerem-se as coordenadas da Fig. 8.4.1,

~ W2’

] (N5
4
B

> o W Z
‘?)3@ a8 8/
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onde 1 e 2 definem as rotagdes inc6gnitas a considerar e 3, 4 ¢ 5 localizam rea-
¢bes-momento e recalques angulares porventura ocorridos nos apoios.

E necessirio exprimir a correspondéncia entre as coordenadas gerais e
locais, que pode ser assinalada nas préprias matrizes de rigidez dos elementos
I, II ..., barras da estrutura:

® o ® ®

. _EJ[8 41® . _EJ[4 210
@ ® ®@ ®

EI[8 4]1® . EI[4 210

(K] = ! [4 8]®,[k}1v~— ; [2 4]@,

Note-se que os nimeros colocados em circulos em cima e ao lado das eolu-
nas e linhas, respectivamente, indicam a coordenada de referéneia correspon-
dente, em posi¢iio, & coordenada local de que trata a coluna ou linha da matriz
de rigidez das barras.

Assim, no caso da barra I, a primeira coluna é gerada atribuindo-se deslo-
camento unitario s; = 1. O ntmero 3 colocado em ecima indica gue a coorde-
nada de referénecia n.° 3 também se refere i rotagio no mesmo local. H4, por-
tanto, coincidéncia entre a coordenada local n.° 1 e a de referéncia n.c 3. E assim
por diante.

Para obter, a matriz de rigidez [K] da estrutura integrada, basta ecaleular
cada termo K;; somando-se todos os valores contidos nas matrizes das barras,
que tenham a ordem 7j na numeragio contida nos efrculos.

Por exemplo, K, = _E;J Bddy = IZ}EJ
= 2ET - BJ
Ky, = —7 i Kn= 5 @+8+4= 16;EJ b Y s
Os resultados sio 12 2'4 0 0
= 2 16!0 4 2
Ej= =l et ome e
4 0!8 00
0 4,0 8 0
0 2!0 0 4

(nesta matriz podem ser identificadas as submatrizes:

™ IT}.I }_{lr
[K] i R'rl Kf’r:’
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o significagdo dessas submatrizes ¢ conhecida).

Para o carregamento dado no exemplo em estudo, e considerando nulos
o0s recalques nos apoios, tem-se:

12 214 0 0 T —jpfzﬂ?
By | 2361042 15| | —piies
= e e =
f £+ 0o/so00f]o g‘*
0o 4/0 80| |g B
0o 2l0 0 4 5

A resolugdo da primeira parte da:
EJ 12 2] T I'—?)fnﬂ?] ; lﬂ‘1] pla l15}
T[ 2 16) 2] |—pi24a] = | 2256EJ | 4

A segunda parte das equagdes fornece as reagdes (momentos):

|

0
Ry . 4 0 - . s 00 ||0
S Tuey ML S ) [10}(—%)4— 08 0|lol=
R — plf L 1o 2 4 2256 00 4 ||
8
_ 32 pE
- 1128
—145

(estes sio valores ji obtidos, na solucdo anterior).

Nota. Como se pode perceber, neste tipo de solu¢io ndo hd necessidade de formular a
matriz de incidéncia cinemdtica [A], para poder chegar & estrutura integrada. Nio ¢ di-
ficil perceber, por outro lado, que as ligacoes cinemdt’cas entre os elementos do sistema apa-
recem (como ndo podia deixar de ser), embora discretamente, apresentadas sob a forma de
correspondéncia entre mimeros-indices, como estd mostrado nas matrizes [k]r, [£]j1 ete. 1
incontestdvel que, do ponto de vista computacional, este modo de proceder ¢ mais objetivu
e, por isso, tem emprego corrente nos rasos de rotina. Serd constatado depois, em sitvagoes

i ) <5
:«1% & 5\ (b) kl
3 4 7

b

Fig. 8.4.2

que envolvem estruturas de configuragio e lige e a formulacio direta

da matriz [K] vai trazer outras dificuldades.
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A solugfio através da matriz de incidéncia, menos prética em termos de rotina, é geral,
pois decorre de consideragdes energéticas.

Outra particularidade curioss é que a matriz [K] obtida ndo ¢ singular, fato este que
decorre de nio ter sido considerada inteiramente livre a estrutura, quando se destinaram coor-
denadas paia reagies apenas quanto aos momentos de engastamento nos apoios (Fig. 8.4.2a)

Be fossem estabelecidas para reagdes as coordenadas da Fig. b, resultaria uma matriz [K] sin-
gular, pois seria a matriz de rigidez de um sdlido livre.

8.4.1. Segundo Exemplo

Vai ser resolvida agora uma viga com engastes eldsticos, eapazes de permi-
tir rotagdes proporcionais aos respectivos momentos de engastamento (tipo de
ligacdo éste que ocorre freqiientemente nas associacdes entre pecas de estrutura
e, mesmo, Dos apoios).

No presente caso, é dada a rigidez 4 rotagdo dos engastes eldsticos K; e Ko,
Apenas para efeito numérico admitiu-se que os valores correspondentes sejam

EJ [ mt
K= K= {0

O problema tem 2 graus de indelerminagio cinemdtica: as rotagies realmente
ocorridas em C e B.

Na decomposicio em elementos (Fig. 8.4.3¢), os engastes cldsticos, fun-
cionando como verdadeiras molas, sdo considerados.

) ,onde E, J e | sio os das barras.

Resulta:
00 4 2 rigidez dos engastes
o 10 2 4 eldsticos.
1 01|’ l 4 2
0 1 2 4
01 1
Matriz de rigidez para o conjunto:
i = — EJT9 2]
_ T _ .
Kl = 7 A= 5[0
Carregamento nodal equivalente:
Pls
w -{"F]
Resolugdio: 0

Ty ™ 1—_ e 5 -2 Pl/8 _ 5PI*[328E.J
{32} BT XY = ey [—2 9“ 0 I*{—szaxazsw]
Os esforcos {S} sdo:
{S} = {So} + [k][A1] {a}

| ..
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tod Hsads SMients o alemeiss) O diagrama dos momentos fletores estd na Fig. 8.4.4. (cotas a serem multi-
pode ser aplica : :

P
plicadas por 3.—2{%)‘
Si Pl8 10 51 . 51
Sz —Pif8 20 —21
S = 0 -+ 5 —Iﬂ— = 5 ﬂ T
Sy 0 16 (328 16 [ 328 21
Sa 0 2 2 16
Se 0 -2 — 2
P

4 ki Ke>

4 7N B v

e

La) Observacdo Fig. 8.4.4

Cdlculo de reagdes. Se as coerdenadas referentes ds reacdes jd ndo estiverem incluidas
no sistema de referéncia, podem ser obtidas pela maneira j4 vista no método da flexibilidade.

Sejam {A} as reacdes a caleular (os seus deslocamentos seriam {a} (Fig. 8.4.5a).

'\ {:'Ea g Fazendo a; = 1, depois as = 1 e ag = 1 (sempre gom x; = xq = (), ocorrem as (!011figu;
1 (b)

ragoes das Figs. b, ¢ e d, que permitem fazer:

} \ ! 1/ 1/1 0
IP/z P/2 t :; Y ;1}’,3 : _'
83 o 0 0 0 | | @ _ i i
sq [ T 0 411 =1 ag ¢ = [C] {a}
85 0 +1/ —1/1 ag
1P/2 P/p s 0 ! i
1 Y
N R )
I ¥ (a) 4 A
L I I l
2 3
(c) ¢.n. equiv.
154 Ia\
1=ul L— T~ o
G P <
1 2 3 :
(d) 2 Q o
coord . de ref i

(c) e

[+]
.
AN
I
|
l o
[}
| &

(d)
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Pelo principio da contragradiéncia, tem-se

{A} = {4o} +[CIT {8}.

Onde {4,} sio as reagdes de engastamento perfeito.

No presente caso,

Ay P2 W oyto 0 0 0
|As]=[P,!2]+[—1ﬂ -1 0 11 17 0]
Ay 0 0 0 0 =1l =11 0

8.4.2. Terceiro Exemplo

METODO DA RIGIDEZ CAP. 8

51
2 m {194P{328}

152P/328
—18P(328

16 | 328
2
-2

Resolver a grelha da Fig. 8.4.6. Sao dados EJ = GJ; (constante).
Fixadas as coordenadas, Figs. d e e e considerando as configuragdes deformadas

das Figs. f, ¢ e h, resulta

[~ +1 0 0]
0 1 0
0 0 1
4£1 0 0
[Al] == 0 -1 0
0 0 —1
+1 0 0
0 0 1
| 0 -1 0]
3 0 —~3
02 0 |
—31 0 4
z 24 0 —12
(k] = 21{ 0 2 0
—-121 0 8B
24 0 —12
0 22 0
| —1210 81 |
gy [81 12 9l ¥
[Ku] = 55 [123 1 0 xy=4 ©
9 0 141* e
3 9 [ 15412 —1681 —991]
[Kul! = ———— | —1681 633 108
4047EJ | _ gy 108 417

8.4. PROCESSO DA RIGIDEZ DIRETA

g
¥
I I I .
g E{o)
_r_zﬁ__*_ 1 —p
212 o2
Y, N A R 3 (b)
P 3
p

(e?)
P o ’

(d)

n
—
-
=\

Fig. 8.4.6

177
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Como nio hé carregamento, mas apenas deslocamentos impostos (conheci-
dos, ndo coincidentes com z), as equagdes de equilibrio sdo:

(BB - L

(onde {R} sfio as agdes mecénicas na diregiio dos {r}, associadas as configura-
coes deformadas).

Solugéo
O segundo grupo de equacdes d4 os deslocamentos incégnitos {z}:

[I_(lo] {£) + [Ku] {z} = {0}

donde

{z} = — [Kul" [Ku] {r}

Observe-se’ que a solugdo é semelhante & que apresenta o método da flexibili-
dade, quando hd carregamento exterior aplicado,

Estes valores de {z}, levados ao primeiro grupo de equacdes, ddo as acdes
{R} (que no caso de recalques constituem as reagdes de apoio correspondentes):

{R} = [Koo] {r} + [Ku]" {x} (Obs.: [Koi] = [Kwl")

ou ainda

&) =

([Koo] — [Kuo]” [Kusl™* [Kuo)) {r}.

178 METODO DA RIGIDEZ CAP. 8
z —187 1 40,743 pl
' 2pl® 50 —0,041 pi®
* -1 Y)Y —m —m— 204 1 Ut
e = [Kul? X = Z007F7 e —0,027 pi?
3 238 p —0,330 pl
{Se} = {So} + |kl |44 {2} = 0,082 pi*
0,069 pl*
—0,412 pl
0,096 pl*
0,124 pl®
0,288pl2
0,541 p42
"\
~ 0,261p42
\ >
\ 2791
0,5p2
/]
41
7 W
2/ 0,124pi2
0,069p1
EREE 0,096 p 42
/\M 0,082 pa?
4 [F11} i
Y I N S S ) S S 4
7 0,041p12
0,412 pk
q Reagdes
2
0 330p4
1,257 pk
Fig. 8.4.7
8.5. Efeitos de Recalques de Apoios

Os deslocamentos impostos aos apoios ou outros nés da eqtrutura (expressos

fpl

em coordthadas de referéneia) compdem o vetor {r}.

Os esforgos nos elementos sio:

s =t [ o] {12

ou

{T}
{x}

{S} = [¥] ([Eo] + [21] (iﬁno] - Iﬁmlr [ffu]"l [R?m])) {r}.

Se a solugdo for conduzida pelo processo da rigidez direta, o tratamento

é semelhante.
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8.5.1. Exemplo

Mesma grelha do exemplo anterior. O apoio B sofre um recalque vertical

[
P2 = 1000 [
Obter 0s momentos fletores e torsores.
Cc
1 §
A BP r |
g AS 1 2. ¥
7 T IP 7 () P ol
1 .
1 Tk
i E
(c) \—EI
Fig. 8.5.1

Solugdo. A matriz de incidéncia [41] j4 foi obtida no exemplo anterior.
As coordenadas de referéncia incluem agora mais uma (coordenada 0), na dire-
¢do do recalque pp. Tem-se:

—_—

,._‘
=
i=2
et
Il
cooococ~ooo

(fazendo 7o = 1 e obtendo as deformagdes em coordenadas locais).

Ja foi obtida a matriz de rigidez:

= EJ
[Ku] = o [

Diagramas na Fig. 8.5.2 (Cotas a serem multiplicadas por 7

8.5. EFEITOS DE RECALQUES DE APOIOS

Resultam agora

24
(K] = [AF 1K) (Aol =1 0 ;};
121
e
(Rl = [Al" [ ] = 2222

J4 tendo sido obtida [Kun]™!, pode-se chegar diretamente a:

3 » 15412 —1681 — 99l 24 :
= | 1R8] 633 108 0
4947E 1000
3 L - oy 108 417 121
—0,51 X 10-%
= 140,55 X 103
—0,53 X 10

No local onde houve recalque, a reacdo vertical é

R = [Kuo] {r} + [Kw]" {2} = (0,012 — 0,006 — 0,003) -%'-;-"r-_

EJ
12

R = 0,003

-0,03
0,27
-0,30
2,83
—0,551
—0,831
—2,78
—0,531
0,831

EJ
I

—{’5}-] = X 10

{8} = [k][[zo]i [‘q‘]] {x}

10-3E.J

) .

181
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1,96
0,83
0,24 0,30 0,27 0,53
4 CITTIFTTI17]
7 | =
0,55
M.F. Oife 2 M.T
2,00
Fig. 8.5.2

8.6. O Método da Rigidez nos Casos de Variacdes de Temperatura e Modificagdes
de Montagem

8.6.1. Reacdes de Engastamento Perfeito de pma Haste Sujeita a Temperatura
ou Modificactes

Anteriormente (Item 7.2) tratou-se da determinacdo das deformagdes de
uma barra por efeito térmico:

Considerou-se inclusive o caso de barras curvas e a possibilidade de a varia-
¢do de temperatura nfio ser uniforme.’

O passo inicial para resolver, pelo método da rigidez, uma estrutura de barras
em tais condi¢des é separar essas barras, engastando-as nas exrtremidades e obter
a8 reagoes de fizagdo provocadas pela temperatura ou modif icagtes de montagem,
Com essas reagoes de fizagdo (tendo os sentidos trocados), compde-se o carregamento
nodal equivalente, que daré lugar a solugio de tipo j4 conhecido.

Sejam:

{s}+ — o vetor das deformacdes térmicas do elemento (ou modificagoes
de montagem);

{k}; — a matriz de rigidez do elemento 7.

E evidente que, estando fixadas as extremidades da barra, haverid nos seus
extremos agdes {Sp} tais que, atuando eldsticamente, produzem contradeforma-
¢oes {s}. (eldsticas) capazes de anular os efeitos de {s}he

8.6. 0 METODO DA RIGIDEZ NOS CASOS DE VARIAGCOES 183

ht =10} | ou | the= - tohe

A Fig. 8.6.1a mostra a barra; na Fig. b sdo vistas as deformacdes térmicas
(ou modificagdes) sem restrigdes, acarretando movimentos das extremidades; a
Fig. ¢ mostra as agdes de fixacgdo {S;} anulando esses movimentos,

180} = [k] {s}e = - [K] {s}..

(a)
(b)
{c)
—_—
T {so

Fig. 8.6.1

Caso de wma barra reta com se¢do constante, dados E, @, b, J, @ e temperatu-
ras diferentes nos dois lados, acarretando variagoes {, e At = {; — 1,

Para as coordenadas da Fig. 8.6.2b, conforme foi visto anteriormente:

a i, {

Si At 2

Syopm LEOE 0D

51 c:uf-éi l
h
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Sendo a matriz de rigidez:

8.6. 0 METODO DA RIGIDEZ NOS CASOS DE VARIAGOES

5. Os esforgos sdo
_EQ 0 Q.1 T12.1 fad I3 11017 111407 ren
T 0 {S} = lSo; + [-Iﬁ] lAll \Wr = |SOJ = [k] [AI] [Kll] [‘4!] 180;‘
12EJ 6EJ e =
(k] = 0 T {S} = (1] — [k] [44] [Ku] ™ [&41]7‘) {So}.
B 6EJ 4EJ E,0hJ,ol ¢
i 2 l | (a) 7 n ¥
vem
g l . ) At 2 (b) T
0 o 12BJ _ 6EJ e - 7
Sez { = T ¥ =
Sos 687 4EJ || —a B
0 rn=as) S r— h
L 3“ l = ﬂ
ou (c) 7
— EQuo ¢
Bai 0“ ;
Soa [ = :
At
Sos — EJa "2 (d) Edm's—h' eve8t
._..a\. é;
E interessante notar que ! ndo influi. / )
Enotg Enatyg
8.6.2. Resolugio da Estrutura
Fig. 8.6.2

1. Estabelecidas as coordenadas de referéncia e loeais, formulam-se as
matrizes [A1] e [k]. Nos casos de modificagoes de montagem, basta considerar essas modifica-

¢es nos valores de {Sy}:

2. Caleulam-se as reagdes de fixacdo {So}, como foi visto atrés. 8
= o — s I ifieace ] 1t S,
SO tese 85 dated viodais sivalentes L {So} = [k] {—s0}, onde {s0}, é o vetor das modificagdes feitas

— seja diretamente (como ja tem sido feito); ¢ 142-10 °C
.-

t;=+30 °C |

(X} = —[A))" {So}. 1— I 5m

: h _L
4. Resolve-se pelo método da rigidez, como se fossem cargas exteriores ERIAE
(X} 8 B

(Kl {2} = {X} {z} = [Kul" {X}.

— seja indiretamente (ou, a rigor, mecanicamente), por meio da seguin-
te expressio que explora a contragradiéncia (Clebsh):

AN

Fig. 8.6.3
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8.6.3. Exemplo
Estrutura da Fig. 8.6.3, na qual:
Q=02m? J=05X10"m* h=1m; a=103°C; At=+40°C;

30 -__LO = 10°C. R

0T Ty
/f T2 40t[
4 el 4_6_1' N ..
2 3 %\ 3 4 ”.L4o: f

S 6
c.n.e.g.
Fig. 8.6.4
Tem-se
1 00 ™ 400 0 0
01 0 0 . 42 —60
o 0 0 1 |. (49_+a| 0O —60 400
[ =1 g 1 o [} [KI=10 800 0 0
=1 '@ 0 0 96 —240
0 0 1 " 0 —240 800
Soa —40 t
. 0
Sos o —40 mt .
So4 - —40 t ’
Sos 0
Sos ~+40 mt
—40
" 100 0-107]_% 40 ¢
X}=—=[A"{S}=[0101 00 “a0f =140t
000 1 0.0 1 0
- 0
40

B 496 0 240
[Knl=] 0 812 —60 | X 102
| 240 —60 1200

L 0,2230 —0,0033 —0,0447
[Kul-* = |—0,0033 0,1230 0,0068 | x 10-*
0,0447 0,0068 0,0925

8.7. SUBDIVISAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ

) 8,79 X 10-* m
g2 = [Kul* {X} =1 479X 10 m ¢;
T3 —1,52 X 10-*rad
—40 35,2 —4,8 mt
0 1,69 —1,69 %
- —40 21,0 _ ) =190 t
{S} = {Seo} + [k] [44] {z} = —40 i 38.3 = —1.70 4
0 —4,8 —4.8 t
40 —21,0 19,0 mt
19,0mt
3,Imt
19,0 mt

5,0mté_

Fig. 8.6.5

8.7. Subdivisio da Matriz de Rigidez

Em certos casos, a matriz [K;;] é de dimensdo tal que a resolucio da estru-
tura fica complicada pelo elevado nimero de grandezas a serem manipuladas
(incluinde a inversio da matriz).

Mesmo para cargas quaisquer, desde que o carregamento nodal néo exista
em todas as coordenadas de referéncia, x;, serd possivel subdividir [Kj,], permi-
tindo operar por partes.

A estrutura da Fig. 8.7.1¢ (na qual pretende-se desprezar as deformagdes
axiais das barras) fem 7 incégnitas-deslocamento, pelo método da rigidez (os das
Figs. ¢ ¢ d).

Entretanto, as cargas nodais s6 existem segundo 1, 2 e 3 (Fig. ¢). Podem
ser considerados assim dois grupos de incdgnitas:

L. &y, a2, 23, onde hd cargas nodais; 2. ¥4 ¥s Y6 € Y7, onde ndo hd cargas
nodais.

Tem-se
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b
3
|
3
b |
¥

(a)

1
X Al
' \J"’ \

(¢ )-coord. p/hip.x;

:\4 5~
7 |/ Y

Lo

(d)- coord.p/hip.y;

Fig. 8.7.1
Portanto,
Kl = [JE:]_] [ [ (A1} (] =
(4" il
[*[_?_1__[}]_[@“_]__[9] (K] [4,]_ ] [_[{9_:]_ J?ivl]
(A7 [k] [A:] 1 [4,)7 [k] [4,] [Kye] 1 (Kl
onde
(K.:] = acoes segundo x; associadas a 2; unitérios;
[K.,] = ac¢ocs segundo x;, associadas a j, unitdrios;

g —__-Tf-

8.7. SUBDIVISAQ DA MATRIZ DE RIGIDEZ 183
[K,:] = acdes segundo ¥, associadas a z; unitdrios;
[K,,] = ag¢odes segunde y,, associadas a y; unitdrios.

Observe-se que [K=] e [Ky,] sio quadradas e que [K.] = [K..]".

As equagoes de equilibrio, do método da rigidez, sdo:

i e e s

Estas equacdes, desmembradas em dois grupos, podem ser resolvidas em
partes.

O segundo grupo de equac¢des da:

[I_(ar:] {r} + [Kw] {y} = {0}

donde se tira:

{y} = — [I_{w}_i [Ry:] {=}.

O primeiro grupo de equagdes é: [Ki:] {z} + [Ka) {y} = {X}. Introdu-
zindo o valor de {y} acima obtido, vem:

({RnI = [Rzy] [I_{wlhl [I—{W}T) {z} = {X}.

Se se fizer

[I_{zz = [K::I T [Rzy] [Kﬂv]_l [KW}T

tem-se

(K=l {z} = {X}.

Em resumo, a solugdo tem esta seqiiéneia;

1. Caleular (K]

2. Caleular [K.il, = [Ks] [Kn] ! [Kx)".
3. Caleular [K..J:

4 Caloular {z} = [KuJi' {X}.

-_5._ Caleular {y} = — [K,,]"' [K,]" {X}.
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Observagdes

1. A estrutura, em conjunto, exigiria a inversio de uma matriz (7 X 7), no exemplo dado.
Em lugar disto tem-se: no item 1, a inversdo de uma matriz (4 X 4) e, no item 3, a inversdo
de uma outra (3 X 3). A vautagem ¢ grande, quando a estrutura é de alto grau de indeter-
minacio.

2. A matriz [K.:|+, quadrada e simétrica, tem significacio mecfinica. E a mairiz de
rigidez reduzida para a estrutura cinematicamente indeterminada, contendo apenas as coorde-

nadas 1, 2 e 3.

Este tratamento é obrigatoriamente aplicado na andlise modal de vibragoes
de sistemas eldsticos diseretos, quando somente algumas massas so consideradas.
Neste caso, os deslocamentos {x} correspondentes a massas significativas en-
trardo nas_equacdes matriciais do movimento vibratério por meio da rigidez
reduzida [K.:)s, expurgando-se a influéneia dos demais movimentos {y;.

8.7.1. Exemplo

Estrutura da Fig. 8.7.2a (EJ = 5 X 10*tm? para todas as barras), com
4 incdgnitas. Deslocamento:

Z1 : :
{ } onde existem acdes nodais;
L

‘ v } onde ndo hd ac¢des nodais,
Y

Solugao ~0 0 0 0'2'|
100 02
1000
B il 0100
(@) = [(A1}A)]= [ 0 0 0 02
! 010 02
0100
0010
000 02
L0 01 02
—4 2 -
2 4 = i a1t 7] [ﬁ 1]
Koo = (A7 [K][4] = 104
? l [K::] = [4:]" [k][A.] ¢ lag
e T4 2 Mol el an <) e
i 'Y el R [2 1,2
2 4 K.,,] =[4,]" [k][4,] = 10¢ & =
;: i [ lm] iy v ] b y] - 1’2 1’4—1 .

8.7. SUBDIVISAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ

Inversio de [K,,):

(Rt = [ 0,143 -0,
V. =

[I_(H}ﬂ- = [Ku] = [I_{:;,-] [Kyv]_l [f_cxy]T = 1(¢ [

Inversido de [Kezls:
0,206

(K.]:' = 104 l
—0,002

—0,119 0,795

19

0,113

-
g -
o
3
S
3.
3

— l-\

s |/ )
(c)

mrm rrmm

Fig. 8.7.2

3 4 7 8
(d) HH
6
5

191

]XIO“’

4,855 0,141
0,141 8,855 ] .

].
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Carregamento:
—10 mt
- {7em)
+10mt
1 = = 2,08
= [Kulst {X =| ; ]X10—4ra.d.
|Igl [Kaala” X} + 1,15
y.‘l - = T T 0,462 }
= — [Ku]' K= = » 10-* (rad
{y‘} Rl Kol (2) { i )

0 [— 2,77 — 2,77

0 — 6,98 — 6,98

10,00 — 3,02 6,98

@ — 10,00 0,28 — 9,72

yR IR ol 1 IR A . 0 3,70 _ 3,70

0 3,70 3,70

0 0,46 0,46

0 0,47 0,47

0 — 0,46 | — 0,46

Momentos fletores na Fig. 8.7.3.

6,98
0,46

_.ét 277

3,70 0,47

Fig. 8.7.3

8.8. Estruturas com Pecas Rigidas

Como é 6bvio, neste caso tais elementos ndo sdo considerados na fixagdo
das coordenadas locais. Mas a sua presenca influi no grau de indeterminagao
cinemdtica da estrutura, reduzindo o ntimero de incdgnitas, o que exige uma ané-
lise prévia cuidadosa.

Numa estrutura de concreto armado (como a da Fig. 8.8.1), a grande rigidez
das lajes no seu plano e a forte predominincia do momento de inérecia *das vigas

&

8.8. ESTRUTURAS COM PEGAS RIGIDAS 193

(corp a cplaboragﬁo das laj_es) sobre o das colunas torna vidvel que, para cargas
harzzonm‘s (ventowetc.), seja feita a hipdlese de so serem deformdveis as colunas
(por flexdo e torgdo), como se estas fossem engastadas nas lajes rigidas.

A

Fig. 8.8.1

I b{as _condigaes desse modelo matemdtico aproximado, a estrutura terd apenas
:ﬂﬂ'ﬂg’mtas: 0s 9 deslocamentos 1, 2, 4, 5, 7, 8 (de translagio) e 3, 6 e 9 (de
rotacdo) das 3 lajes, referentes a pélos 0y, 0, e 0;, arbitrariamente escolhidos.

Note-se que, em ¢ iéncei i ini
56 ; onseqiiéncia destes, ficam definidas as icoes dos ext
de todas as colunas. PRI, SRS

o I\godema.men.te,- tem sido dada grande énfase (em comunicagdes, pesquisas
rabalhos especializados) a essa maneira de considerar o problema das estru-

turas de e.dificios Sujeitas a cargas horizontais ou a efeitos dinfmicos (vibragdes
Por méquinas, vento ete.).

8.8.1. Exemplos

1. Como exemplo d i i
plo de estrutura com pegas absolutamente rigidas, consi-
dere-se o quadro da Fig. 8.8.2a, que vai ser resolvido: &

@. para a agdo do carregamento;

o
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b. para a acéio exclusiva de um recalque vertical do apcio B = 0,9 em (para
baixo). & dado EJ = 10*tm?.

S6 ha 2 incognitas a considerar: os deslocamentos horizontais

Solucao.
A coordenada geral 1 foi

das 2 vigas (coordenadas gerais 2 e 3, Fig. 8.8.2¢).
reservada para representacdo do recalque.

Das cargas nodais equivalentes (Fig. b), o momento de 2 mt ndo terd agdo, visto
que as barras rigidas ndo vdo girar, no item @, agio do carregamento.

15
50

-

[=L N a2

1

i

[k] = 160 1

(Tratando-se de estrutura plana com carregamento no plno, nio foram considerados efeitos
de torcio.) )

Sendo
T 0, 107 |
-1/9 | 0 0
0 : 1 0 r
- 51| ~-1/9 00
[A] = [[ ‘1n],I [-11]] - ~5/9 'l =1 4
0 | a 0
-58 | =1 1
E 0 0 0
tem-se
- i = | 30/9 = 64000
= 1920 : [ K] = 160 3 [ Kool = —5—
[Kp] = 19 l_ 1} [ K1) 6 {~60£9] [ Kool 31

7 o Rt 1 i 1 l].
[Kii] 1920 [1 2

4,8
Resolugio do item a — {X} = Jl i }(toneladas):

8.8. ESTRUTURAS COM PECAS RIGIDAS

18} = {8} + [K][4)] {2} =

0,96 ¥/
> J
.
MERE
WErm

(a)
J—spo
rigido
J 5m
J—s @
rigido +
J 5m
i

195

-24 3,6 1,2 ¢
—2’0 9:0 7,0 mt
0 3,6 26 t
0 + 910 — 9,0 mt
-_2‘4 1:2 - 1,2 t
_21'0 3:0 1,0 mt
0 1,2 L2 t
0 3,0 ) 3,0 mt
2 mt (b)
2mt
T -
Lol 2|mt '4t 2,4' }
4 2|mt
_L 2,41
- ——
—
E 2,41 4,81
2mt
™ 2|mt
- it mm rrJn
(c¢)
e
5 Y% 7 8
mrr
Tk
¢. locais
i
(e) (1)
Xg=1

Fig. 8.8.2
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Resolucao do item b — recalque — 1 = 0,009 m: 9. Resolver a estrutura da Fig. 8.8.6a, na qual as partes rigidas estdo in-
dicadas. Partes ndo-rigidas:

Ta 1 11 30/9 + 2,5 < — colunas — EJ = 4000 tm?
Ixa} - [1 2] I_ oo ] X 160 X 0,009 = {Jr i } X 10-*m. i — BT = 10000kt

A resposta (momentos fletores em mt) estd na Fig. b.

0
—2,0 mt Convém observar que o carregamento atuando nas partes rigidas pode ser
0 gubstituido por 2 componentes iguais aplicadas nos nds.
—_— r _ .
S} = (1 [LAd] | A1 ] {{jr}= 20mt | (Fig, 8.8.4). (o)
1 0 0,6 t/m
0 A %ﬁ& - - ¢
4m
3 s k '\\\ |
3 i 4m
7 ™ S —"-
5 4 59 - i k\\m\\\\\ v
3 .4 -~ N
llé 4 é E - _*_
™m 1 Lﬂ' 4m
2,0 & -'}-
i

mn 1
Fig. 8.8.3 Fig. 8.8.4 ,’_ 10m + 10m

O fato curioso de ndo haver esforgos nas colunas superiores tem sua légica: a
presenca da viga rigida do primeiro teto praticamente isolou a parte superior

da estrutura dos efeitos do recalque, de sorte que o quadro superior se desloca (b)
rigidamente (sem momentos nas colunas), ficando a flexdo por conta apenas
das colunas inferiores (ver a Fig. 8.8.5).

7,5mm

2,00 0,70

4l 4,80 7/ 5,60
= = A

6,40 5,60 5,60

Fig. 8.8.6
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3. Trata-se de um bloco rigido sobre 2 colunas, p

EJ = 1,25GJ;.

T—i———-_

199

ara as quais

A estrutura tem trés graus de indeterminagdo cinemética. Coordenadas de
referéncia na Fig. 8.8.7d, localizadas no pélo O (meio do vio).

As cargas nodais equivalentes sdo 6t e 12 mt, trans
0. (Fig. b).

:-I

Il
O=OOoO~=O
QO -~ O
o0~ OO

n g7 [2 0 120
[Ku] = 1000-[ G 256 0 ;

120 0 800
6 t
{X} =1{ 24 mt
0
NS | 1,000
L 1000
o = -1 1 = —
T [Kn] ! {X) o 0,094
T3 - 0,150

Os esforgos, calculados em conseqiiéneia, dio:

Sl 7 52 mt

S-z 0,26

S; _ 11,28 mt

S, 7,52 mt

Ss 0,74 ¢

Se —-11,28 mt
= Kg-l X

feiq

Fig. 8.8.8

portadas para o pélo
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4. Como uma quarta aplicacio importante, considere-se o caso do viga-
mento de uma escada, com dois lances e patamar rigido, sem apoio intermedidrio
(Fig. 8.8.10).

As duas vigas sdo retangulares e admite-se que GJ§ = 1,2 EJ, sendo ainda su-
postas rigidas & flexdo no plano de sua maior dimensdo. A carga & uniforme-
mente distribuida, vertical, ocupando toda a escada, no valor de 1 t/m? de pro-
jecdo horizontal.

11,28 7,52 ~—
7,52 E
11,28 B
61 su
~t ]  twevy

18,80 0,74t F

i

41,28 et m’H

M.F. M.T.
Fig. 8.8.9

O sistema 86 tem um grau de liberdade. Eseolhendo para pdlo o ponto f do
patamar (que é fixo), sdo interdependentes as rotagdes do patamar rigido em
torno de y e z (Fig. b) ¢ ndo hd rotagdo em torno de 2.

A coordenada de referéneia n.° 1 estd localizada no préprio eixo y, para-
lelo & uma das diagonais do patamar.As coordenadas locais estdo na Fig. ¢.

Matriz de rigidez da estrutura desmembrada:

EJ L
i B 0 1,2
0 1,2

Para formular a matriz de incidéncia {4} (no caso, um vetor), basta observar
que, fazendo r; = 1:

-
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a. os pontos b e d se deslocam % = (0,353 m na vertical, Ve 0,265 m

Bt 16
542 3
horizontalmente e ———fg— = 0,442 m perpendicularmente ao eixo da viga;

V2

b. segundo 2, a rotacdo ¢

= 0,530.

(a)

ot — —

Fig. 8.8.10
Portanto,
_ L 5VE V313 .
81_+16X5 Tk 16 = - (0,619 = s;
e 80 . - 10D x,
o VSROE & il i
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K1 = 0,230 + 0,187 + 0,230 + 0,187 = 0,834 E.J.

Sendo

Xi=—-2X2X070+2X25X0,353+1X 0,707 = — 0,356 mt,

1t/m
Ly v ¥ ¥ 1

2mt

. ! ' :

METODO DA RIGIDEZ CAP. 8
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tem-se
= 1,271
T = K?% X = — EJ
e
I . 2,00] 06 0 — 0,619 — 1,868 mt
Sl _ o _| 0 024 — 0,884 % 0,356 = 0,076 mt
S:( |- 2,00[ 06 0 — 0,619 hed — 1,868 mt ("
Sy 0 0 0,24 [ |— 0,884 — 0,076 int

Os diagramas de momentos fletor e torsor estio na Fig. 8.8.11.

5. Na estrutura de edificio da Fig. 8.8.12, sujeito & ac¢o do vento de
0,10 t/m? numa das fachadas, admite-se que o bloco superior seja rigido, consi-
derando-se apenas os efeitos de flexdo e torgiio nas colunas. Obter os esforgos
nas colunas, supostas circulares, com EJ = 25000 tm? e GJ§ = 20000 tm? e
engastadas nos extremos.

— —f
N
- -
—_— —
-
-

BEABEERR]

—r i
—_

—T
3
4
Ii#i#iiil
o

—+— 10m

RXIRIRARRER
f
'

5m

3

=

3~
1

Fig. 8.8.12

D&f_i&ﬁ as hipéteses feitas, hi 3 graus de liberdade do sistema: dois deslocamentos
orizontais de um pélo qualquer do bloco rigido e uma rotacdo em torno do pélo.

Na Fig. 8.8.13a estio indicadas as coordenadas de referénecia (pdlo no centro

geométrico do quadrado formado pelas quatro colunas, que é o centro eldstico
4 suspensdo). As coordenadas locais estdo indicadas na Fig. b.

v ..
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i L e 8.8. ESTRUTURAS COM PECAS RIGIDAS P
“+12 mt
Carregamento nodal (parte rigida: X}y =1+ (8} t ;, aplicada no pélo): 3 Ve
2 5
! \ \
24 0 0 ] i \[ 4
0 24 0 . 5 B 1A T Sp——t
0 4 2,5m =
24 0 0 .1._ o e L 9 12
0 240 e y 2 a\ 11\
. 0 0 4 v T
[fn'] = 103 2’4 0 0 *_ o/ \O —T= . e _""']0
0 240
0 0 4 mm mrm
24 0 0
0 2490
2 0O 0 4 (a) (b)
2EJ GJ3 : ki G
(por ser ——— = ..400*£— : 'Iu = 4000 mt/rad) .
l Fig. 8.8.13
|
I |
— =1 'éb 3,68
—I —— l' et _L e’ ey
| & H || ‘t
i
! ]l l{j’_‘h
1
(rs = 2) (rg = 1)
[~ -2,5 1 0 7] v
-2,5 0 1 o 6,32 ~/] 6,32 0,35
1 0 0 R
4 e 0 1 0
0 0
2,5 1 0 xH
-2,0 0 1 £
s 1 0 0 _
v
AL
_ _ - 136 0 0 6,32 6,32 |/
(Ku] = [A][K][A) =100 O 96 O ¢ ~
0 0 96
M.F. M.T. (todas as colunas)
(emmt) (emmt)
A matriz de rigidez resultou diagonalizada porque o pélo é o centro eldstico da
suspensdio ¢ oS8 cixos 2 e 3 sdo conjugados. T
ig. 8.8.
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x I—t— 0,088 X 10-? rad
z2 ¢ = [ K] {X} =1 40833 X 10*m (;
X3 l 0

Isll [ 1470 t Se) [ 1470 tl
Se g =1 — 0,-‘328 t ' Sa = 0,-’328 vt

18] | o3s2me) Usi) 10352 mt
Sy 2,530 t S1o I 2,530 t l
Sgp=4—-0,528 t g; Su¢=170528 t,-
Sy 0,352 mt Sia l 0,352 mt l

Os diagramas de flexdo e tor¢do mas colunas estio na Fig. 8.8.14.

8.9. Emprego das Epuras de Deslocamentos (Williot) Quando se Desprezam as
Deformacdes pelo Esforco Normal

Quando se considers dever desprezar as deformagdes pelo esforeo normal,
o numero de incégnitas fica consideravelmente reduzido (e, portanto, lambém re-
duzida a dimensdo das matrizes manipuladas na solugdo). Em contraposicdo a
isso, esta vantagem é compensada por dificuldades de mecaniza¢io da solugio,
face & necessidade de fazer apelo & Cinemdtica (stravés de_épuras) para que se
possam exprimir as matrizes de entrada: a de incidéncia [A] e, em certos casos,
o velor do carregamento nodal equivalente [X.

Considere-se a estrutura da Fig. 8.9.1a (6 incégnitas considerando-se o
esforgo normal e 3 sem essa consideracio). Desprezando as deformacoes axiais,
existem as incdgnitas (21, 24, x3) da Fig. d.

O carregamento nodal (Fig. ¢) tem forcas em outras dire¢des exigindo coor-
denadas de referéncia provisérias (4, 5, 6, Fig. ¢). FEstas acoes serdo depois
transformadas para o sistema {X} (Fig. d).

Para gerar a matriz de incidéncia [4;], sio necessérias as configuracoes de-
formadas:

1. para 2, =1¢e 2: = 1, que ndo tém dificuldade (Figs. f e g);

2. para z; = 1, exigindo uma épura de deslocamentos como a de Williot
(Figs. 7 e h). Nesta épura da Fig. 4, todos os deslocamentos absolutos dos nés
sdo vetores (Og, 0f) que partem do pélo 0. O deslocamento relativo vertical

de G em relagdo a F é fy no Williot (o da figura tem a escala 1 unidade — 2 ¢m).
A matriz [4,] serd, entdo:

=1

0
1,414

0
=1

0

(4] = | —

SO~
—o~oco0oo0

8.9. EMPREGO DAS EPURAS DE DESLOCAMENTOS

(c)

¢ .nodal total

o DA, o

- _J \
coord. p/ incogn.
(%g,%g,%3)

s |

(e) 6
coord . p/carregto

Fig. 8.9.1

207
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%

(i) +5

0,d,e

f

Fig. 8.9.1 Continuacio

(Observar o valor —I da coordenada 3.)

Fig. 8.9.2

Transformagiio das cargas {R} para {X}. Pretende-se obter um carrega-
mento (X' que seja equivalente a todas as cargas nodais (mesmo as cargas da
Fig. 8.9.1 que tém as direcdes 4,5 e 6 em (e)).

Se forem designadas por {R} as cargas da Fig. ¢ e por {X} as que formam
um sistema equivalente, aplicado apenas segundo as diregdes {x}, pode-se for-
mular uma matriz de transformacfo (c), tal que

{r} = [e] {a}

8.9. EMPREGO DAS EPURAS DE DESLOCAMENTOS

OO0
OO D

0

0

1
0,707
0,707
-0,707

Pelo principio da contragradiéneia, tem-se {X} = [e]" {R}.

Ora,

O carregamento nodal equivale ao da Fig. 8.9.3.

o
12

:

+ pl?/12

— pl*12
+ 0,707pl

4 #\\m
12 12

Fig. 8.9.3

8.9.1. Exemplos

Resolver a estrutura da Fig. 8.9.4.
Para todas as barras EJ = 4000 tm?.

Desprezar as deformacdes axiais.

Solugdo

Ha 3 incégnitas (z, 2s, ;).
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—10 mt
10 mt
{R} = 0 :
6 t J
6 t
"0 0 0,250
1 0 0250
e 1 0 —0,075
(=14 1 oo
0 1 —0,250
L 0 0 -0,250
1 0 0
ot | 01 0
l | {Cy=10 0 1
00 0
10mt | 0 0 —0,75
10mt
cargas
40 20
20 40
16 8
(k] = 10? 8 18
32 16
16 32
4 56 8 13,2
[Ku] = 8 48 —13,8 | X 10%
132 —138 138

A 0,331 —0,205 —0,521
[Knl* = 10-* | —0,205 0,419 0,615
—0,521 0,615 1,838

—10
1 000 0 +10 —10 mt
{X}=[0100 0 ] 0 (=1 +10mt
0.0 1,0 —075 +6 —45 t
+6
Ty £ 1—0,30_-
Ty ¢ = [Knl* {X} = {+0,347 } X 10-2
l-:-s l+0,310
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Esforgos: 0

7,4
M.F
(emmt)

1,4

Fig. 8.9.5

8.10 Consideracio dos Efeitos do Esforco Normal

METODO DA RIGIDEZ CAP. 8

—14mt
— 7,4 mt
+ 7,4 mt
— 7,4 mt
+ 7,4 mt
4+ 1,8 mt

Em coordenadas locais orientadas segundo a dire¢do de cada barra, a ma-

triz de rigidez é (Fig. 8.10.1):

0 12EBJ/1*  6EJ/I*

(k) = 0 6EJ/I2  4EJ[l
EQI 0 0
0 —12EJI5 —BEJ/l*

0 6EJ/I*  2EJ[l

.

Fig. 8.10.1

— EQ 0 0 —EQI

0 0 "}

—12EJ)I*  BEJ/I?

— G6EJ[I* 2EJ|l
0 0
12EJ[I* —6EJ|I*

— 6EJI: 4BJI _|

B il
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Para referir a rigidez a coordenadas com dire¢des paralelas as de referéncia
(Fig. b), h4 que operar a transformagdo:

(k] = [T [k): [T,
onde
cosf senf 0

—senf cosf 0

& 0 0 1
[T = cosfl senfl 0

—senfl cosf 0
0 0 1

A solugéio se desenvolve como segue:
L [k] = [T & [T; )
2. [Ku] =[A7[k][4:] = ‘; (AT (k] (4]

(onde [4,] estd referida a coordenadas j4 transtormadas):
3. {2} = Kul" (X}

4. Para os esforgos, com referéncia s primitivas coordenadas locais,
{8} = {So}s + [T4] [ki] [A1); {x}

(é vantajoso obter os vetores {S} barra por barra).
8.10.1. Exemplo

Ver Fig. 8.10.2:
EJ = 20000 tm?;

EQ = 100 000 t.
Dados sobre as barras

Barra @ — 6., = arctg % :

send, = 0,80; cosf, = 0,60.

/1 10 000 0 0
[k.) = 0 240 —1200 |.

0 —1200 8000
0,60 0,80 0
(T = | —0,8 060 0 |.
0 0 1
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3754

(ko] = [Ta)" [ka] [Ta] = [4685
960

Barra ®: 6, = 90e.

16 667 0
[kcs] = 0 1110

0 —3333
0
[Ty)] = [ —1
0

Barra (©): 0. = 0.

CO -

METODO DA RIGIDEZ CAP. 8

4685 960
6486 —720 J
—720 8000

0
—3333]
13333

0 1110 0 3333
0 |; [ke] = 16667 0 |
1 3333 0 13333

16667 0 0
[Te] = [1]; k] = [k] = 0 1110 —3333 |.
0 —3333 13333
98 6t
1,814, 1t/
@ ot T
6Em [2
Oy 1O 1 P ’
I _L - |4
/ TTTTTY —_—— 3
2m (c)
s e _I.—*_ c.de ref
6m —L— 6m —
1071 9
(b) 1 N @ ;
)
8
2,9mt
c.locois
c.nodal eq. o
Fig. 8.10.2

B e

8.10. CONSIDERAGAO DOS EFEITOS DO ESFORGO NORMAL

[41]

1
0
0
1
0
0
1
0
0

r

0
1
0
0
1
0
0
1
0

—OoOoOEOoOO~ROC

215

21530 4680 4290 0
4680 24260 2610 [; {X} ={—107}.
4290 2610 34670 2,4

H [Kn] = [

Fig. 8.10.3




TSSO

216 METODO DA RIGIDEZ CAP. 8 g.11. EXERCICIOS PROPOSTOS 217
71 ]38 —151 —02 0 Como exercicio, componha a matriz de rigidez da estrutura em conjunto de dois modos
ol 1 —151- 727 —36 —107 § = distintos: (1) pelo emprego da matriz de incidéncia [A]; (2) pelo processo da rigidez direta.
3
r, | 16870X10° | _ g5 _ 36 501 24

Resp. Na Fig. 8.11.1b.
1 15936

11,04
i e b eRd 8,46
. 4,30 — 33,6 - 29,3
S ={ 382 +{— 12;={+ 20
— 5,40 + 6,6 + 1,2
)\ 0 -77,0 - 77,0 1
{Se} =40 p4+{— 20 ,=4¢— Z,UJ.
0 71 + 7.1 M (cotas em mt)
0 — 15,7 — 15,7 :
0 ! Fig. 8.11.1b
{S.:} =4¢—30,+ 4,1 =¢+ 1,1 g
3,0 —$1.3 - 8,3 ! o . .
2. A Fig. 8.11.2a mostra uma estrutura existente, que se deseja ampliar, acrescendo-lhe o
quadro DEF, com articula¢io na extremidade D. A observagio direta da estrutura exis-
Para comparacgio: a Fig. 8.10.3a mostra o diagrama de momentos fletores deste tente mostrou que uma for¢a horizontal de 0,52 t, aplicada em D, produz um deslocamento
k ~ . ¥ = i horizontal de 1 milimetro, o que define a rigidez da estrutura existente considerada como
caso; a Fig. b mostra o que ocorreria desprezando-se as deformagdes aziais. um elemento do novo conjunto (coordenada local n.° 1 sugerida). Resolva pelo método
da rigidez para obter os momentos flefores na nova estrutura e o empuxo transmitido
8.11. Exercicios Propostos 4 estrutura existente.
1. Resolva pelo método da rigidez o quadro da Fig. 8.11.1a, obtendo os momentos fletores. 11/m
Sugere-se desprezar o efeito do esforgo normal sobre as deformagdes e utilizar o ele- C 3% ¥ ¥ ¥ 3 |
mentos e coordenadas locais assinalados na figura. c
¢ 5t : r Estrutura ‘-: : Estrutura If 5m
+—— m
1,2 t/m Ay -existente = b e a calcula” +
dl— fF ¥ ¢ v | A B F
_ -J’—— 20m %—-
1 £y=20000 EJ= 10000 3 |
tm? 5 g tm® . 5m
Q

e coord. de referéncia

o
o
-
l—‘ 10m + 10m ——+— Modelo adotado ALl
1 6
S~
L~

EJ= 9600 tm "k“

4
4 7 1 — [ s - | g
. Y ya¥ r.)
3 Elementos com
7 by ceord. locais
Ed=

5000 tm®

Fig. 8.11.1a Fig. 8.11.2a
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Resp. Na Fig. 8.11.2b, Forga transmitida F = 7,80 t («). P=8t

32mt

e 50m# 32mt | |

?m‘ﬁ”?/ +—5m +5m.—+—5m—l-

Fig. 8.11.2b

Fig. 8.11.4a

Resp. Na Fig. 8.11.4b. (cotas em mt).

3. Resolva pelo método da rigidez a estrutura da Fig. 8.11.3a.

1,5 1/m e
—
[ T + — 52
T ] 20
1,3
4m EJ= 4000 tm" '
—L— l
L Fig. 8.11.4b
-+—3m 8m Ne? 3 . .
| 5. Resolver pelo método da rigidez o quadro com colunas eldsticas e tetos rigidos assinalados
) na Fig. 8.11.5a.
Fig. 8.11.3a
Resp. Na Fig. 8.11.3b.
J == o0
10,26 mt ]
—
—
&
3,86 mt = ™ | ] P
£ - e |
118 e 777777777 3
Q o
' £H|3 2 /J—u—m e E
— n " " ﬂ—
-* " ﬂ .7
- F1] i
| o | W = e
L.
0,84mt T
L HE
Fig. 8.11.3b. wmr wr 7rr
-};— 6m + em _)F“

4. Resolver pelo método da rigidez a viga da Fig. 8.11.4¢, na qual EJ = 4 000 tm? é comum

t ¥
4s 2 hastes e K = 1600 — ¢ a rigidez do apoio eldstico.
m Fig. 8.11.5a




Resp. Na Fig. 8.11.5b. Cotas em mf,

N
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8,33 3,33 3,33
/
/
/
3,33
12,5% 3,33 W
/ g /
/ 3,33 3,33
g
7
2500 777 5 . b 3337777
Fig. 8.11.5b

Para um carregamento geral qualquer, e mesmo desprezando as deformagdes pelo esforgo
normal, o quadro no espaco da Fig. 8.11.6a tem 6 incdgnitas-rotagio. Para o carrega-
mento da figura, entretanto, sé nio sio nulas as rotagdes nodais segundo eixos paralelos

a x, havendo portanto duas incégnitas.

Re:.o]va. pelo método da rigidez, observando que as barras ED e EG s6 serio submehdas

4 torgio e as demais & flexdo. Para todas as pegas, EJ =

F

RERZERE

_,r_
_J._

GJ¥ = 10 000 tm®

G

J//

| — B Crrim
5m
10m + 10m ~—y

Fig. 8.11.6a

Resp. Na Fig. 8.11.6b.
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Fig. 8.11.6b
7. Resolva pelo método da rigidez, admitindo que EJ = GJ§, para todas as pegas.

(Obs.: A estrutura existe num plano horizontal e tem carga vertical.)

W

*—-Zm 4‘ 8m

Fig. 8.11.7a
Resp. Na Fig. 8.11.7b.
12,50
6,80,
12,50
8,00

v
1,10 [TITTP
5,20 M (mt) 5,20 T (mt)

Fig. 8.11.7b
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8.11. EXERCICIOS PROPOSTOS

A estrutura da Fig. 8.11.8a tem duas vigas soliddrias por engaste em um bloco rigido

central, apoiado elasticamente no solo, com médulo eldstico 8 = 1000 t/m?

Adotando

o modelo sugerido pela prépria figura (ver coordenadas locais) resolva pelo método da

rigidez:
a. determinando a matriz de rigidez do elemento central;

b. obtendo os deslocamentos eleitos como incégnitas e os momentos fletores nas vigas

e reacgoes (inclusive no solo).

1t/m
CI 3 ¢+ ¥ ¥ ¥ 3 ¥ ¥ § ¥ 1

£ EJ=24000 tnf

Y % )2 -
Coord. de ref.
%
1 ]2 :
A s ) 2
-3 bl BT N
Coord. Locaois
Fig. 8.11.8a
e 6000% 0
Resp. a. [kln = k.:; :‘cj: :| F il
0 18 000 —
rad

313 5 Kool

2]~ | 0,458 X 10~ rad

Ver Fig. 8.11.8b.

9.

13,04 mt
10,23 mt =
S—
-
— ‘f-
—
MIﬁ'&/r i
[ A T
2,72t X 5,91t
1,69 s
(—’ 4,43 t/m
3,06 t/m
Fig. 8.1L.8b

223

A estrutura da Fig. 8.11.9a, na qual a viga AC é rigida e as demais sio eldsticas, com

EJ = 12 500 tm? sofre um recalque vertical do apoio B, de 12 milimetros (| ).

pelo método da rigidez e obtenha os momentos fletores nas pegas nfo-rigidas.
tura existe num plano horizontal.

Ay

Rigida

- e I

Fig. 8.11.9a

Resp. Na Fig. 8.11.9b.
24 mt

ﬂ 12 mt
7% T "
Fig. 8.11.9h

Resolva
A estru-
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[ratamentn Matricial
do Processo de Gross

9.1. Introducio

O processo numérico de Cross, como se sabe, visa resolver as estruturas
por iteragio aplicada ao método da rigidez.

Quando empregado em estruturas sem deslocabilidades lineares, permite
operar com grande simplicidade as aproximagdes sucessivas, que evifam a reso-
lugdo das equagdes e, portanto, a prépria inversdo da matriz de rigidez. Seria
ocioso ressaltar o valor pritico deste processo em tais casos.

Se existem deslocabilidades lineares dos nés, o tratamento cbnvencional por
Cross j4 6 menos vantajoso, acarretando a resolugdo de equagdes simultdneas
num gegindo passo ou fase de cdlculo. Grinter, Gere e outros autores propdem
solugdes iterativas para a fase deslocdvel da solugdio, embora de convergéncia
mais lenta.

A aplicacio do formalismo matricial a este processo (que tem sua filosofia
prépria como processo numérico) visa a mostrar: (1) a riqueza e a generalidade
da anélise matricial; (2) a propria razio da convergéncia do processo de Cross.
O emprego deste tratamento nas estruturas indeslocdveis serd feito aqui nos
moldes da solugiio proposta por Laursen (ver bibliografia), que se limita a tais
casos. A seguir, serd apresentada a extensdo, idealizada pelo autor (e ndo vista
em qualquer publicacio), de tal formalismo s estruturas de nds deslocéveis.

9.2. Aplicacio as Estruturas que sé Tém Rotaciies Nodais (Sem Deslocabilidade
Linear)

9.2.1. Coordenadas — Vetores dos Momentos nos Nés

Considere-se uma estrutura de nés indeslocdveis, tal como a da Fig. 9.2.1a.
Pelo processo de Cross, as grandezas bdsicas sdo os momentos que as barras

transmitem aos nés. Para designar e ordenar tais momentos, institui-se um '

sistema de coordenadas, como o da Fig. 9.2.1b, no que fica definido um vetor dos
momentos nos nés, {S}.

Todas as coordenadas ali estdio estabelecidas com os sentidos positivos da
convencdo de Grinter, usada no processo de Cross.

9.2. APLICACAO AS ESTRUTURAS
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Para equilibrar, distribuir e transmitir momentos, serio utilizadas matrizes
de transformacao. §

C 73737 "

(a) !

i

203 6330 i
G

1

Fig. 9.2.1

9.2.2. Operador de Equilibrio e Distribuicio

sa‘mug: uma matriz [D], capaz de modificar os momentos nos nés, introduzindo
aneamente em todos eles, quando desequilibrados, momentos equilibrantes

{S}a = [D] {S}

Se u; f vce e
_[D] DOde”;e orem os coeficientes de distribui¢do do processo de Cross, a matriz

T f i . ;
B ormulada facilmente. No caso citado se tem, como nas matrizes de
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Si=1) (S2=1) Sa=1) Ba=1 (Ss=1) Se=1 (81=1)

- 0 0 0 0 0 0 0
0 —M2 —M2 0 0 0 0
0 M3 —Ms 0 0 0 0
[D] = 0 0 0 — M4 —Ha 0 —u
0 0 0 —Ms —MUs 0 —Hs
0 0 0 0 0 0 0
L0 0 0 —H7 ~M7 0 ~H1

9.2.3. Operador de Transmissdo (““Carry Over”, do Processo de Cross)

E uma matriz capaz de propagar aos nés vizinhos os efeitos dos momentos
equilibrantes aplicados aos nés pela matriz [D]:

{8} = [T] {8}«

No presente caso, tem-se:

(S] - 1) (.Sz = 1) (Ss = 1) (84 = I) (Ss = 1) (Sn = 1) (ST = 1)
- 0 0,5 0 0 0 0 0 7]
0,5 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0,5 0 0 0
m=1 o 0 0,5 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0,5 0
0 0 0 0 0,5 0 0
L 0 0 0 0 0 0 _

9.2.4. Vetor dos Momentos de Engastamento Perfeito

E constituido de elementos com o mesmo significado usual neste processo.
No caso em estudo, se, por exemplo, a carga P estiver no meio do véo lm:

0
0
+ Pliys

— Plyys
0

0
+ qlivss

{So} =

9.2.5. Mecanismo da Iteracio, Segundo Cross

1. Inicialmente, estando os nés engastados, os momentos sdo {So}.
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2. Libertando simultaneamente todos os nds, surgem momentos equili-
brantes:

{8} = [D] {S}.
3. Transmitindo os efeitos para os nés vizinhos;
{8} = [T] {S}1.
4, Novamente equilibrando todos 0s nés, tem-se:
{8}s = [D] {8} = [D][T] {8},
5. Agora, transmitindo:

{S}s = [T] {S}s.
6. Equilibrando:

{8}s = [D] {8}4 = [D] (7] {8}s.

E assim por diante, até que as parcelas equilibrantes ou transmitidas se
tornem despreziveis, termo por termo, conforme é usual nos processos iterativos.

9.2.6. Simplificacio das Operacdes. Convergéncia

A soma dos momentos {S} seri;

{8} = {So} + [D] {So} + [T] {S}1 + [D][T] {S}1+ [T] {S}s +
+ [DI[T] {S}s+ .....

Pode também ser apresentada sob a forma:

I

{8} = {So} + [D] {Se} + (11 + [D)) [T] {8}, +

(2] + (DY [Z] (8a:tssasis

Fazendo

(11 + [D) [T] = [E]

¢ reajustando ga numeracgio das parcelas {S}, tem-se:

B



s s
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[D] {8} = {8}

[E] {St:

I
—
7,]
f—t

[E] {8} = {S}s

{8} = {So} + {S}i+ {S}2+ {S}s+ ...

onde, a partir do indice 2:

{S}" = [E] {S}"_l.

Uma aplicacdo, feita a seguir, mostrard a automatizagio do processo.

Observagao. A expressio de {S} pode ser apresentada como soma de uma série geo-
métrica:

{8} = (8o} + {Sh + [E] {8} + [E]* {Sh + [EP {Sh + ...

ou

(S} = {So} + (U] + [E] + [E1* + [EP + ...) (D] {S}.

Como se vai ver, a razio [E] é uma matriz de elementos de pequeno valor (< 1), o que
justifica a convergéncia.

9.2.7. Exemplo

Seja proposto resolver a estrutura da Fig. 9.2.2a, cujo engaste A é elasti-
co, de rigidez K, = 13000 mt/rad, sendo dado ainda EJ. = 20 000 tm® As coor
denadas sdo as da Fig. b. Os valores absolutos da rigidez das barras e do
engaste permitem estabelecer os cocficientes de distribuigdd u da Fig. ¢. Ope-
rador de equilibrio e distribuigdo:

[~ -0,35 0 0 0 0 0 0o 7
0 -0,28 -0,28 —0,28 0 0 0
0 ~0,40 —0,40 —0,40 0 0 0
(D] = 0 -0,32 —0,32 -0,32 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 —040 —0,40
L. S0 0 0 0 0 -060 —0,60
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Operador de transmissio:

—

0 05 0 0 0 0 07
05 0 0 0 0 0 o0
0O 0 0 0 05 0 0
[T]=] 0 0 0 0 0 05 0
0 0 05 0 0 0 0
0O 0 0 05 0 0 0
.0 0 0o 0 0 0 0|
Operador [E] = ([I] + [D]) [T]:
0 0325 0 0 0 0 07
036 0 0 0 -0,14 —0,14 0
=020 0 0 0 0,30 0,30 0
[E] = |—-0,16 0O 0 0 —0,16 0,16 0
0 0 05 0 0 0 0
0 0 0 030 0 0 0
0 0 0 —0,30 0 0 0|

Note-se que esta matriz é a razio da série geométrica cuja soma d4 o valor total
de {8}. Seus termos sdo pequenos e decrescem muito com a potenciacio de

[Z].

mt

Kg=13.000- 1,2t/
;, EEXEEEEN
FA 1,75J¢ D 2EJc E —

Sm
EJe EJe
(a) —F
3m
rrrr B —_— —Cc+

I
+ 20m + 20m —.I-
Y CRE &,

(b)

(c)
2.5_-'3,]:, 0,35 0,28 0,32 0,40

s

Fig. 9.2.2




230

TRATAMENTO MATRICIAL DO PROCESSO DE CROSS CAP. g

Momentos de engastamento perfeito (ver a Fig. 9.2.2a):

,_H\
[
(=]
!
|
+
s
ocoooocoo
o ©

- 11,2
— 16,0
{S}J = [D] {Su} = 12,8 »; {S}z

16,0
24,0

{S}s = [E] {8}. = 2,5 ¢; {S}s = [E] {S}s =

0
0
0
{S}s = [E] {S}s = 0,
0
0
0

Momentos finais;

{8} = {8} + ... + {S}e =

— 44
—13,6
—13,5

27,1

il

—27,8
27,8

= [E] {Sh

i {S}e=I[E] {8}s =

mt
mt
mt

mt
mt

—3,6
—-2,2

?
—2,6
—8,0
—3.8

3,8
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Diagrama de M. F. na Fig. 9.2.3:

emt ___ __o78

13,6 -
278
hJ*" 13,5 ,
44

m%’ 6,8

Fig. 9.2.3

9.3. Aplicacio ds Estruturas com Deslocabilidades Lineares dos Nés

3.1. Neste caso, 0os momentos nos nds (inicialmente engastados e imo-
bilizados quanto &s translagdes) sofrem depois alteragdes devido a dois tipos
de movimentos que sdo liberados alternadamente:

1. rotagdes equilibrantes dos nds, sem deslocamenlo de transla¢do, como foi
visto em 9.2, utilizando o operador matricial [D];

2, deslocamentos dos nds, sem rotagio, onde as vigas funcionam como se
fossem rigidas e as forgas cortantes, equilibrantes nas colunas — responsdveis
Por momentos adicionais nos nés — distribuem-se proporcionalmente A rigidez
de cada uma, correndo o equilibrio e distribui¢io de momentos por conta de
um operador [L].

9.3.2. Operador de Translagio [L)

Deixando de parte a formulagio do operador [D], ji detalhada, trata-se
agora de compor a matriz [L] de equilibric e distribuicdo dos efeitos da trans-
lagdo dos nds, sem rotacdo.

E fato conhecido na técnica estrutural que, ndo havendo rotagio dos nés
(como no caso da estrutura da Fig. 9.2.4, na qual a viga tem .J — =), a aplica-

-—F—-I- J =@
— e s el Gt — — —
Qj Q;
mrr :
: Ki| i Kj i
mrn

o

Fig. 9.2.4
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¢do de uma forga horizontal F, na dirccdo da deslocabilidade, acarreta os cor-
tantes serem transmitidos aos topos das colunas com os valores:

P 3K,
@i, .... proporcionais a o has colunas engastadas e
K,
@;, .... proporcionals a ~F’—, nas colunas articuladas.
¥

Assim, da forca aplicada F, cada coluna absorve um quinhdo, com o seatido
de F,

Qz’=51;F ou szﬁjF,

onde 0 é um coeficiente de distribuigio de Sfor¢as:

3K,
_l"?_
5 =
3K; . K,
Zi l,z Zj T?J“
K,
12
B; = e e
3K; . K
Zi : 2 2‘1 '}23

E{Ki (? K’; sdo os valores da rigidez das colunas, conforme é usual no processo
e Cross.)

]:Estes cortantes estdo associados, no caso das barras biengastadas 7, As acdes
nodais da Fig. 9.2.5.

Q¢

=" ol
_2— R
I Ny 2

oes
b
= g

Fig. 9.2.5

No caso das barras engastadas e articuladas, os efeitos sio os da F ig. 9.2.6.
Se em um dos nds extremos de uma coluna (nio importa em qual deles) houver

9.3. APLICAGAO AS ESTRUTURAS COM DESLOCABILIDADES

M ) y y
um momento aplicado M, o cortante } vem ter ao né superior e dai se aplica
o i M, ;
na viga, provocando agdes equilibrantes @Q; = — 51'—]_1", as quais despertam

1
momentos em sentido contrdrio a M nos nos extremos de todas as colunas. Ver

Qj
—k QjL; 7797
_
g
Ly

Fig. 9.2.6

O operador matricial [L] é capaz de modificar o vetor dos esforcos {8} nos
nés, equilibrando e distribuindo os efeitos da deslocabilidade por meio de esfor-
cos adicionais {S}; na forma

, 1S}, = (2] {8},

Para obter cada coluna 7 de [L], basta fazer S; = 1 na coluna 7 e obter
efeitos equilibrantes, de modo semelhante ao utilizado para o operador [D].

M/4;

————

i J:-—— M/

R
M/8;
(a)
i
ol
(b)
—t=a;, —F>o —=
N S e L
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9.3.3. Segiiéncia de Operacdes

1. Calculam-se as agdes de engastamento perfeito {So}.
{'}

o du. Equilibram-se as agdes aplicadas, computando os efeitos da deslocabi-
ade:

{3}1 = [L] {.So}

3. Consideram-se as rotagdes dos nds, empregando o operador [D]:
{8}s = [D]({So} + {8}y).
4. Transmitem-se os momentos: {S}; = [T] {S},.
5. Libera-se nova translagio equilibrante:
{She = [L1 ({8} + (8}9) = (LI (U] + (7)) (S}e.

Note-se que {S}; + {S}s= ([T]+ [L] (1] + [T])) {8}: ou fazendo

(7] + [Z] (1] + [T]) = [R]

(operador de transmissio de momentos e equilibrio a translagio), tem-se:
{8}s + {8} = [R] {S}.
6. Equilibram-se novamente os momentos nos nds, pela rotacdo:
{S}s = [D][R] {S}..
7. Prossegue-se aplicando alternadamente os operadores [R] e [D] até que

haja convergéncia.

Rea : = ol o .
o eajustando a numera¢io dos {8}, para o que se vai usar simplesmente
sy a8 parcelas a considerar sio:

L {8} = {So} + [L] {Ss} (partida);
2. {S}2 = [D] {Sh (rotacio);
3% {8}; =[R] {S}. (transmissdo e translacio);
4° {8}.=[D] {8}, (rotagdo);

5.5 {8}s = [R] {S}4
6. {S}s = [D] {S}s

(transmissdo e translaciio);
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Os operadores [D] e [R] se sucedem alternadamente e as parcelas {S} di-
minuem até se tornarem despreziveis.

9.3.4. Convergéncia
Em resumo, tem-se, para {S}1 = {So} + [L] {So},
{8} = {S}:+ (D] {S}1 + [R][D] {S}: + [D][R] [D] {S}:+
+ [R][D][R] D] {S}s+ ......

ou

{8} = (11 + [D] + [R] [D]1 + [D][R] [D] + ...) {S}1

A matriz multiplicadora de {8} pode ser posta em termos de uma série
geométrica, desde que se grupem as parcelas duas a duas:

{S} = (1] + [D)) (1] + [R][D] + ([R] [D])* + ([R] D)) + ...) {S}s

O primeiro fator é conhecido ¢ o segundo é uma série geométrica matricial,
cuja razio [R][D] tem, em geral, maioria de elementos nulos e os demais muito
pequenos. Assim, é de prever-se a convergéneia,

Note-se que a soma da séric é

(1] - [R] DD~ = [s].

Caso se obtivesse cssa soma por inversio — o que ndo parece muito de
acordo com os objetivos do processo de Cross — os esforgos {S} estariam expli-
citados, para qualquer tipo de solicitagio, em fungdo dé¢ {S}i.

No exemplo que segue, serd feita a operagic parcela por parcela, para que
g¢ acompanhe a convergéncia.

9.3.5. Exemplo
Seja proposto resolver a estrutura da Fig. 9.2.8a, para o que foram ado-

tadas as coordenadas da Fig. b, que incluem as agdes de cortante que as barras
transmitem ao né.

A rigidez relativa da coluna CA é k = 6, a da coluna DB é k =6 e a da viga

No n6 ¢ i = 0,6 e ps = 0,4.

. No n6 D :p; = 0,4 e ur = 0,6.




O operador [D] é, entdo:

0 0 0 0 00 0 07
0 -06 0 -06 0 0 0 0
0 0 0 00 0 0
mj=| 9 -0+ 0 -04 00 0 0
6 0 0 0 —-040 —04 0
0 0 0 0 00 0 o0
0 0 0 0 -060 -06 0
.0 0 0 0 0 0 0 0

O operador de transmissio [T] ndo tem dificuldade na sua formulacio:

0 03 0 0 0 0 0 0
05 0 0 0 0 0 0 0
0o 0 0 o0 o0 0o 0 o0
mp=|( 0 0 0 0 05 0 0 0
0O 0 0 05 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 05
Lo 0o 0o 0o o o0 05 0|
2t
4 1,5t/
(a) C  J=0,08m* D
fii J=0,024m*
J=0,048m4
4m A l
+— BEEERE vmww eee

5

3
(b)

1

| S -y
%

Fig. 9.2.8

D s
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Para formular o operador de equilibrio e distribuicdo para translagio [L], é neces-
gdrio constatar inicialmente que, existindo uma deslocabilidade linear comum
a0s n6s C e D, as forcas se distribuirdo pelag colunas CA ¢ DB em partes respec-
tivamente proporcionais a

kea 6 ~ kps 6 iy
= = = —_— = , 1 — = —‘—* —: 0]0 3 5
2 T 0,3750 ¢ . ol 037
isto €,
0,3750 0,0937
= : —1 e Liddhim——— 2 ’
s 0,50 e 04 0,3750 4 0,0937 G2

0,3750 + 0,0037
Assim, no modo visto no Item 9.3.2, tem-se:

(S1=1) (S2=1) (S3=1) (Ss=1) (8s=1) (Ss=1) (S:=1 (8 =1)

—0,400 —0,400 1,600 0 0 1,600 —0,200 —0,2007)
—0,400 —0,400 1,600 0 0 1,600 —0,200 —0,200
0 0 —0,800 0 0 0 —0,800 0
] = 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 —0,200 0 0 0 —0,200 0
—0,200 —0,200 0,800 0 0 0,800 —0,100 —0,100
| —0,200 —0,200 0,800 0 0 0,800 —0,100 —0,100_]

O operador [R) ser4: [R] = [T] + [L] (1] + [T])

- —0,600 —0,100 1,600 0 0 1,600 —0,300 —0,3007
—0,100 —0,600 1,600 0 0 1,600 —0,300 —0,300
0 0 —0800 0 0 —0,800 0 0
IR] = G 0 0 0 0,500 0 0 0
0 0 0 0500 0 0 0 0
0 0 -0200 0 0 —0,200 0 0
-0,300 —0,300 0,800 O 0 0,800 -0,150 0,350
[ -0,300 —0,300 0,800 O 0 0,800 0,350 —0,150

Note-se que as coordenadas 3 e 6 (cortantes no topo) foram utilizadas com a
exclusiva finalidade de permitir a entrada e distribuigdo das agoes provenientes
do carregamento exterior. Nas operagdes posteriores nao hi preocupacio com
as parcelas destes cortantes, automaticamente equilibrados na formula¢fio dos

-

efeitos de momentos, em cada operador (1% 2% 7° e 8* colunas). Assim, nos

| Vetores {S} os terceiro e sexto termos ndo foram considerados, para ndo compli-
car desnccessariamente a matriz [L] e a prépria seqiiéncia de operagoes.
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Cdlculo dos vetores {S}: E, prosseguindo:
(2,00 0,05 (0 0,02) 0
= 2,00 0,35 —10,22 0,13 - 0,08
:f,gg 0 0 0 0
1 = 2,U¥ 0r02 . - 0!15 0 . =t A O)O-
{Su, o 5100 f {S}? =i 0,21 ’ {S] 8= 0’01 ] {S}B ™ 0,07L ] {S} 0 — 0 9 »
0 0 0 0 0
0 0,18 0,02 0,06 0,01
0 0,36) 0 0,09 [ o
Efeitos iniciais (ver Fig. 9.2.8a).
0,01 0 0 0
Apés a 1.* translagdo (sem rotacdo): 6,30 ) 0,04 - 0,02 0,01 - 0,01
2,80 0 0 0 0
0,60 £l 0 1. ) -0,02| _) 0t v _) O
8} = {So} + |L| {8} = ¢ 290 Sha=1)_g02pi ®re=1 i () = —o01(i Bhu=1 ¢ ¢
J i 0 =] 5’00 . 0 0 0 {]
— 0,60 0,02 0 0 0,1
2,40 0,03 0 0 0
2,40
6,98
0 -'0,72
— 4,68 y
9
o (8} = (Shi+ {Stat ... + {Shu=1_@iot (em mt).
{8}2=[D] {S}1 = 1:04 b, «
0 6,19
1,56 [ 5,43
0

P

: : O diagrama dos momentos fletores estd na Fig. 9.2.9.
Em seguida, aplicando alternadamente os operadores [R] e [D], tem-se:

. h 6,19
2,34 -1,72 =
0 0 -
0,52 —1,14 il

= 1 == ] M — = ==} H

{S}a {R] {SJ 2 - 1}56 3 {S}l [D] {S}B 0,16 ? f ,—-""
- o 10
o s 6,19

[ 1,95 0 )

0,10 ) 0
0,96 - 0,62
0 0 .
0,08 - -0,

(e = [R] (8} = {_ 0% 4 (o= 101 (53, = 02 L 545 T
0

0,48 0,05 -
0,60 0 | . Fig. 9.2.9
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Nota. Efetuando o preduto [R] [D], verifica-se que realmente a razio da série geométrica

0]

¢ uma matriz de elementos muito pequenos, o que explica a convergéncia. 0

E interessante aproveitar as matrizes [D], [L] e [R] instituidas para obter, na mesma 0
estrutura, efeitos de protensdo. Admita-se que a viga seja protendida, com cabo parabélico 20.0 (s} (8o}
de flecha = 0,75 m (Fig. 9.2.10q). PN ol s [L] {So} = {0} .'. {Sti= {8}.

’ (S} =11 2000 (L) (S} = 0}
0
T=40t
Cc C 0
N — = 0

o

e

f=0,75m

Operando como foi visto, tem-se:

rrrrrn

{a)

b
Tep— e — — — —

0 2,4
12,0 — 3,6
0 0
B 8,0 n, = )—40 (.
v (8} = [D) {8} = {_ g (i (Sha=I[BI{S} =17 g ¢
0 0
— 12,0 - 18
0 —-78
(»)
Eds . et i i o
p=21L=0,61/p
4 ‘ — 0,1
0 0 0 :
4,5 - 2,3 1,7 — 00
0 0 0 31
—05 13 _1-0
{S}a=q_ 3’3] L 7 8)s = {1)“—] ; SYs=1q_ 02 (' {8} = 0,5
1o} g, L ¢ o
c =13 -1, —0,2 - gg J
'—) -%Th-zo.om mm L 0 (- 1,8 9 VT
+20,0mt Cj-l °
Fig. 9.2.10 5 ¢ @ 0
0,6 - 04 0,2
Se a forga de protensio for 7' = 40 t, obtém-se os momentos de engastamento 004 g 002
pCrf@ltG {is}s = 4 6 ’ {S}il = 0’2 H {S} 0= N 6
0 0 0
— 2 = 0 -0,2 0
+ 3 Tf = + 20mt. 0 - 0,4 0
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2,3
11,8
*

(8} = 248} =1" 175

17,2
*

- J72
-10,2 }

17,2

10,6

I

34 Parte

APLICACAO A PROBLEMAS

DE VALORES CARACTERISTICOS —
DII\[AMICA E INSTABILIDADE
ELASTICA DE ESTRUTURAS
DISCRETIZADAS




Gonsideragaes Gerais
Sobre 0 Problemas de Valores
Garacteristicos — Analise Modal

10.1. Definictes

Aparecem freqilentemente, em certos problemas de Engenharia Estrutural,
sistemas de equagdes lineares simultdneas que no formalismo matricial sdo do

tipo:

[4] (X} = AB] {X} M

onde:

— A e B sido matrizes quadradas de mesma ordem n, ambas simétricas, nas
aplicacdes estruturais, sendo pelo menos uma positiva definida (seja [B] a matriz
positiva definida);

— A é uma escalar, que pode assumir n valores (valores caracterfsticos), cada
valor A; tornando possivel a verificacdo das equagdes com rafzes ndo-nulas; e

— {X;} # {0} (vetor caracteristico associado a N\).

Note-se que, se [A] for positiva definida e [B] ndo for, dividem-se ambos
08 membros da equagdo por A, obtendo

+ [4] (X} = [B] {x} &

a{gora com a mesma forma e as mesmas restrigoes da primeira equagdo, sendo

—_

N 08 valores caracteristicos.

Se [B] for uma matriz diagonal com elementos positivos, ocorre um problema
especial de valores caracteristicos (de solucdo menos trabalhosa).
_ Se [B] for positiva definida (e portanto ndo-singular), pode-se partir da pri-
meira equagic dada e pré-multiplicar os dois membros pela inversa de [B]:
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[BI* [4] {X} = [1] {X}
ou

[H] {X} = A[1] {X} @

ou ainda

[H] {X} = M {X}. 3)

Obtém-se assim o sistema de equagtes homogéneas

b1 h;g wews g I I
hor hes .... hon :?2 = % e
)Lnl hn?_ iF hﬂ!l Tn ﬂ;n
(H] — A1) {X} = {0} @
(hii — N his s M T1 0
hay (hgz = h) oo heon T2 0
. e P - .o PR . = ! . (4')
hnl hn2 e (km: == A) In 0

Este sistema de equagdes lineares homogéneas (4’) tem sempre a solucio trivial
TI=Ty= ... =Zn .=.D (solugio que nas presentes aplicagdes ndo interessa).
A.s.solugﬁes ndo-triviais (com z; 7% 0) 86 se tornam possiveis se a matriz dos coe-
Jicientes for singular, isto 6, se seu determinante for nulo:

|[[H] = A[I]| =0 (5
(hir — N) ki cov ham
by (haa = N) ... hom 0 &)
A S g . = " it
hnl hnz - (hun — X)

A tdltima, Eq. (5), é conhecida como equagdo caracterfstica. ¥ do grau n em \:

10.1. DEFINICOES

AN OAN T4 C N 24 ...+ Caa A+ Ca=0. (619)

Esta equacdo teri n rafzes Ai, A2 ... Ay, cada uma delas sendo um valor carac-
teristico (ou audovalor, ou valor préprio, ou raiz latente) da matriz [H]. Se [B]
for positiva definida (como se estd supondo), todos o0s A; sfio reais. Se [4] tam-
bém for positiva definida (como sucede nas aplicagdes usuais), fodos os valores
caracleristicos N; s@o postlivos.

Levando cada valor N; is Egs. (4'), obtém-se um sistema indeterminado.
Arbitrando um dos valores de x (por exemplo, o primeiro, 71,) e considerando
(n — 1) equagdes, determinam-se os demais valores das rafzes s, @3 . .. Tni.

Assim o vetor

T

Tag .
{X;} =1 - | estd associado ao valor A,
Tng

Em resumo, as solugdes sdo

T T2 Tin
L21 Lo Ton
M — . ,)\2--—) ¥ v A ’
Trnl Lna X'nn
Os vetores {X1}, {Xs} .... {Xa} sdo chamados velores caracleristicos, velores

proprios, vetores modais ou simplesmente modos de [H].

Observagdo. Como se viu, nio foram obtidos valores absolutos para os elementos de
cada vetor e sim valores relativos, uma vez que, em cada caso, arbitrou-se um dos valores .

Os vetores modais {X,} costumam ser nermalizados segundo uma das duas
seguintes formas:

a. tomando cada um deles multiplicado por uma constante, de sorte que
um de seus elementos (o 1.° termo, por exemplo) seja unitdrio;

b. escolhendo em cada vetor {X,;} o fator constante, de sorte que
{Xi}7"[Bl{Xi}=1
(normalizagﬁo em relagdo a [B], que funciona nesse caso como matriz de pesos).

Dispondo todos os vetores modais {Xi}, {X.} ... em uma matriz, tem-se:
11 T12 ... Tin
Xa1 Xaz ... Ton
[M] = N e (matriz modal).
ZTny Tnz2 ... Tnn
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Os valores caracteristicos Ay, A: ... podem ser dispostos em matriz diagonal:

MO O ... 0
[S] = g 3” ?\s 3 (matriz espectral ou espectro de [H]).
0 00 A

4l

O problema dos valores caracterfsticos surge sempre que se deseja diago-
nalizar uma matriz. Em particular, na Mecénica Estrutural encontra-se tal
problema associado & andlise de vibragdes, A instabilidade eldstica, & andlise
de tensdes e deformagdes, bem como A diagonalizacio das matrizes de flexibi-
lidade e de rigidez empregando o centro eldstico.

10.1.1. Exemplo

Seja proposto obter os valores caracteristicos e vetores caracteristicos da
matriz H dada a seguir:
4 -2 0
[H] = [-2 4 -2
0 -2 4

Trata-se de tornar possivel a verificagio, com rafzes ndo-nulas, do sistema de

equacoes:
4 -2 0 [«rl I
-2 4 -2 Xy = A T
N =2 4 \:{ta Z3
ou ainda:
4 -2 0 T AO 0 I
-2 4 -2 Ta — 0 )l 0 XTa
0 -2 4 Z3 0 0 A 3

ou finalmente:

4-XN =2 0 Ty
-2 (4-=AX) — 2 Ty ={
0 ‘_? (4—-k) g

A equagio caracterfstica é:

4—-XN — 2 0
—2 (@4-=N -2 |=0
0 -2 @4=N

A3 — 12N 4 40\ — 32 = 0.
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Uma das raizes é A=4, conforme se pode verificar pela substituicio. Dividindo
por (A—4) e resolvendo a equagdo do 2.° grau, sdo obtidos dois outros valores
de \:

A=4-2v2=1172 e A=4+2v2 = 6,828

Portanto, os valores caracteristicos sdo:
)\2 = 4;

A= 1,172; A; = 6,828,

Fazendo A = A; = 1,172 e arbitrando 211 = 1,00, duas das trés equagdes acima
déo x1 = 1,41 e x5 = 1,00,

O primeiro vetor caracteristico ou vetor modal, associado a Ay = 1,172, é
1,00
{X,} = {141 ;.
1,00
Fazendo A = A: = 4 e procedendo da mesma forma, obtém-se, para 1, = 1,00,
Laa = 0 e Xz =— 1,00_

Logo, o 2.° modo, associado a A, = 4, é

{ 1,00 }
{Xz} i 0 ;
- 1,00

Para N = \; = 6,828, seria obtido o 3.° modo:

- 1,172 0 0
A mairiz espectral é: [S] = 0 4,000 0 g
0 0 6,828

1,
{Xﬁ} = { _15
1

b

SES

A matriz modal é M]=| 1,41 0 -1,41

™ 1,00 1,00 1,00 :l
| 1,00 —1,00 1,00

Observagao. FEste problema de valores caracterfsticos bem poderia estar ligados ao
estudo dag vibragdes livres ou da flambagem pela compressdo axial da coluna da Fig. 10.1.1.
8s coordenadas =z, rs, 73 fossem as indicadas, os modos {Xi}, {X.:}, {X;} definiriam a
Cnfiguragio deformada da coluna, quando a freqiiéncia (no caso da vibragio) ou a carga cri-
13 (no caso da flambagem) tivesse valor associado a cada autovalor A1, Az, As obtido.

L
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Diz-se que n vetores de mesma ordem {A;} ..... {An} sdo linearmente independentes
se a condigio

Cy {41} + Ca {42} + .... Cn {44} 5 {0} se

verifica quando todos os escalares Cy, Cy ... Cp sdo nulos:

=0y = =(Cp =
12 Modo 22Modo 2 Modo
o — — — — — — — —_— — —
X1 1,00
e — — — — — — — —
1,00 1,00
X2 1,41 71,41

| s _ _|wo/ _jue0l T

1,00
60— - — —_—— — —_——— -
Fig. 10.1.1

Os vetores ou modos caracteristicos sdo linearmente independentes, isto &, a condigio

1,00 1,00 1,007 [ Ch 0
1,41 0 —1,41] Cyt =10} (no easo do problema estudado)
1,00 —1,00 1,001, 0

s6 admite a solugdio trivial C; = 0, Cy = 0, C3 = 0.

h Egtu. propriedade significaria, no exemplo citado, que a combinagiio linear de modos de
vibragio ou de flambagem jamais poderia dar lugar & auséncia de vibracio ou de flambagem.
Por outro lado, se {4;}, ... {4} forem linearmente independentes, qualquer outro vetor

de mesma ordem {A} pode sempre ser obtido como combinagio linear daqueles (desde que
nio seja nulo).

Assim, no exemplo em estudo, a configuragio deformada

1,00
— 0,50 participa dos trés
modos:

— 0,40
1,00 1,00 1,00 1,00
Ci{ 141 ¢ + Cy 0+ Ciy—141 t =1—0,50 }
) - 1,00 1,00 — 0,40
Para determinar os “fatores de participagio” Cj, Cs, (3, bastaria resolver as equagdes:

1,00 1,00 1,00 ([ 1,00 Cy 1,00 1,00 1,00 1,00
1,41 0 —141 [{1Ct=1—050}.0.1¢Ct= [ 1,41 0 —1,41 |{—0,50}-
1,00 —1,00 1,00 [ Cs —0,40 Cs 1,00 —1,00 1,00 | |- o040
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C; = —0,026; Cz = 0,700; C3 = 0,326 (da eldstica exemplificada, o 1.° modo participa com
—2,6%, o 2.° com 70% e o 3.° com 32,6%).

Ao serem estudadas certas propriedades dos vetores caracteristicos, vai-se ver como de-
terminar diretamente os fatores de participagio Cy, Cy, ... Cn.

Deve ser notado que a determinagio direta dos valores e vetores caracterfsticos, como
se viu é operacdo trabalhosa, envolvendo a resolugio de uma equagio do grau n em A, além
da obtengdo dos vetores modais (cada um deles dependendo de um sistema de n — 1 equagdes
lineares). Por esta razio, os métodos numéricos sio, aqui, de grande valia, freqlientemente
sendo aplicados com apelo & computagio eletrénica.

10.2. Propriedades dos Valores e Vetores Caracteristicos

10.2.1. Ortogonalidade dos Modos

“0Os modos caracteristicos {X,} e {X;}, associados a autovalores distinios
\; # \;, sdo ortogonais entre si, tanto com relagio & matriz [B], como com rela-
¢io a [4], se ambas forem simétricas:”

{X}"[B] {X;} = 0
’ (6)
1X3T[41{X} =0
para \; = A,
As matrizes [B] e [A] s@o, neste casc, as matrizes “de pesos”’.
De fato, no modo i: [A] {X;} = N [B] {Xi};
no modo j: ] {X;} = N [B] {X;}.
Pré-multiplicando a 1.* por {X;}7 e a 2.* por {X;}":
(X} A1 {X3} = N (X} T [B] {X3} ™*
{X37[4] (X3} = N {X}7(B] {X5}. **)

Transpondo a (*): (X}714] (X3} = M {X37[B] {X3}. (=)

(Note-se que as matrizes de peso sioc simétricas.)
Subtraindo (**) de (***): (\: — \;) {X}T[B] {X;} =0

ou, por ser \; = \;: | {X:}7[B] {X;} =0

e, tendo em vista (**): |{X.}7[4] {X;} = 0.
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No exemplo estudado em 10.1 foram obtidos os modos {X,}, {X.}, {X;}
partindo da matriz [H], que se pode supor origindria de [H] = [B]-}[4], onde

2 00 8 —4 0
[B] = 0 2 0 e [A] = |-4 8 -4 |
00 2 0 —4 8
O problema era portanto
0 0 Xy
2 0 g ¢°
0 2 Ty

8 —4 0 I
—4 8 —4 Io = h
0 -4 8 X3

E f4cil verificar que dois modos (por exemplo, {X;} e {X.}) sdo ortogonais:

1,00 1,00
X} = {1,41 }. {Xa} = { 0 }
—1,00

[Nl V]

£l

8 —4 0 1,00
(1,00 1,41 1,00] |-4 8 —4 0 ;=0

| 0 —4 8 1,00
2 0 0 1,00

[1,00 1411000 0 2 o 0 }=0.
0 0 2 —1,00

Nota. Se. dois autovalores forem iguais, A; = Aj,~a propriedade nfo se verifica, pois gual-
guer combinagdio linear de {X;} e {X;}, tal como C; {X;} + C; {X;}, é também um modo.

10.2.2. Expansdo de um Vetor {¥V} como Combinaciio Linear dos Modos
Naturais

A ortogonalidade dos modos permite obter com simplicidade a solugéio do

problema apresentado no final de 10.1. Dado um vetor {V}, da mesma ordem
7 que a dos vetores modais {X.}, {X,} ..., isto &,

vy
vg
V=4 .4

obter {V} como expansio linear

V= C,.{X,) +.Cs 1Xe} + ... 4 Ch {X).

= —

-
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Trata-se de ealcular diretamente as constantes C;, Ca ... Cn, tais que

v} =3 Ci{x.

=]
Pré-multiplicando por {X;}7 [B],
(X;}7[B] {V} = 2 Ci {X;}7 [B] {X3}.
=1
Ora, o somatério do 2.° membro reduz-se a um termo, diferente de zero apenas
quando ¢ = j. De fato, quando j # ¢, tem-se

{X;}7[B] {Xi} = 0.

Logo
{X;}7[B] {V} = C; {X;}"[B] {X}}

{X;}7 [B] {X;}

6 =

No exemplo vistc em 10.1, no qual [A4] e [B] tém os valores j4 citados, che-
ga-se a

C'[ = {Xl} T [B] {{ I:'} s o 0?21 s 0,026
{X,}7|B] {X1} 8
2,80 2,61 e
e do mesmo modo C; = ;4— = 0,700 e C3 = g = 0,326,
1,00 11,00 1,00 1,00
~0,50 } = — 0,026 1,41 { + 0,700 0 Y4032 -1,41
—0,40 1,00 —1,00 1,00

10.2.3. Quociente de Rayleigh
Em 10.2, foi obtida a expressdo (¥**):

{X37[A] {X;} = N {X}7[B] {X3}.

Se for i = j, tem-se:

{X:}7 [4] {Xi} (8)
{Xi37 [B] (X3

R-1'=
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“Se se aplicar a Eq. (8), utilizando, em lugar de {X;} (modo exato), uma
aproximagdo {X}, o quociente

{X}7[4] {X}

M= X8l (x)

(quociente de Rayleigh) (9)

constitui uma boa aproximacdo para o autovalor A;.”

De fato, a expansio de {X} daria:
X} =Ci{X}+Co{Xa}+ ... +Ci {Xi} + ... + Cu {Xu}

onde C; seria predominante (muito maior do que Ci, Cy...Chs), porque {X} é
aproximagio de {X;}.
Ora, aplicando o quociente (9), obter-se-ia:

A= O+ N+ ... + O+ ... + O
PO 40+ FC +.+0C

Dividindo o numerador e o denominador por C} e considerando que

C;
il 2 1
¢, <€<<

(¢ muito pequeno para qualquer j), conclui-se que

L e [T

Esta propriedade fornece uma solucio numérica para obter A, Estimando
{X?}, préximo de {X;}, o quociente de Rayleigh dard bea aproximagio para A

Assim, no exemplo estudado, se se fizer para o 1.° modo a estimativa

1,00
{X} = 1!20 )
1,00
tem-se

8§ —4 0 1,00
{X}7[4] {X} = [1,00 1,20 1,00] | -4 8 -4 1,20 ; = 8,32,
0 -4 8 1,00
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2 0 07100
(X)T[B] (X} =11,001,201,000 [ 0 2 0 |{1,20 =688
o o 2]l100

8,32
O quociente de Rayleigh 6 A = o 1,20

(aproximacdo de A1, cujo valor exato é 1,17).

Nota. O quociente de Rayleigh permite chegar, por iteragio, aos valores de A1 e {X1}.
De fato, substituindo \ por Ag = 1,20 nas equagdes do exemplo citado (Item 10.1), vem:

(4—120 —2 0 N 0
[ -2 (4-1200 -2 ] zot =10},
0 -2 (4-120)12 0

Considerando duas equagdes e fazendo z; = 1,00, chega-se a zp = 1,40 e z3 = 1,00,

Obteve-se, assim, quase exatamente o modo {Xi}:

1,00
{X} = { 1,40].
,00

Voltando com este vetor ao quociente de Rayleigh, seria

Ar = 1,172 = A1

10.2.4. Diagonalizacio da Matriz [A]

Se as colunas {X;} da matriz modal [M] forem normalizadas como foi visto
de sorte que {X;}7 [B] {X;} = 1, esta matriz [M] pode operar uma transforma-
¢iio por congruéneia na matriz [A], transformando-a na matriz diagonal [S] (matriz
espectral):

(M7 [A] [M] = [S] (10)
ou

| I - A
T11 iz ... %T1n dyy Q12 | A1ne 11 T2, % 1
Ta1 Tz ... Ton aay Ao { Azn T2y Taz I Lan A,

| | =

1 I

| |

1 o
r . £ = 3 ; 5
Tni Tnz ... Tnn Ony Ong | Ann ZTn1 Tng | Tnn

De fato, sendo [4] {X;} = N\ [B] {X,}, ... [4] {Xi} = N [B] {Xi} e conside-
rando que [{X;} {X.} ... {Xa}] = [M], tem-se
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(4] [M] = [B] [M][8],

A
Ay

onde (8] =

Pré-multiplicando por [M]7:
[M]7 [A] [M] = [M]7 [B] [M] [8]
(tendo em vista que
{X:}7[B] {X;} =0

{X:}7[B] {Xi} = D).
Mas

1
1
[3]7 [B] [M] = : = [1]

donde se conclui a Eq. (10).
10.2.5. Outras Propriedades

1. As matrizes [H] e [H]T tém os mesmos aulovalores, As matrizes modais
de [H]T e [H] sao ortogonais entre si.

2. Se.[H] tem autovalores A, [H|! terd autovalores %
3. Os autovalores de [H] = C [H] séo
Ni= O\

4, Teorema de Cayley — Hamilton. Toda matriz quadrada [H] satisfaz
a4 sua prdpria equagdo caracteristica.

Foi visto que [H] {X} = X {X} d4 lugar & equagdio caracteristica

A+ C;R““l + Cz)\"_z + ...+ On_l)\ 4+ Cn = 0.

Ora

I {xi {(X}; (x)

I

[H] {X} = N {X}; (xx)
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B
£
2
B
-
o
R
5
X
5
e
L
I

A X},

e finalmente [H]* {X}

Il

A {X}.

Os autovalores de [H]* sio A?

multiplicando (*) por C», (**) por Cn, (***) por Cr.s ...

[H}” -+ C], [H]"_l + ... -+ Cn..z [lt.”a + Cn-.l [H] + Ca [I] {X} =
= k“ + Clkn—l + R + Cru_ixt‘2 + On"lx + C!I) {X}

Ou, tendo em vista ser nulo o 2.° membro:

[H]" 4+ C1[H]' + ... + Cocs [H* 4 Cucy [H] + Ca 1] = [0]

(Teorema de Cayley-Hamilton).
10.2.6. Exemplo

. 5 2
A matriz [H] = [ ] dé lugar ao problema de autovalores

2 2
[5 2]{:{';}= h[:rl ‘
2= 2 T2 Iz
A equagdo caracteristica 6:

5-A 2
| |= A — 7N+ 6= 0.

g B=)x

Portanto:

[2 2] -2[a 21 +e[s 2110 ol
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(xxx)

(xxxx)

(11)

e somando, tem-se




filrapaes Livres
e Sistemas Diseretizados

11.1. Graus de Liberdade

O niumero de graus de liberdade de uma estrutura com massas concentradas
(ou supostas concentradas) ¢ nimero de coordenadas independentes, necessarias
para definir a posigdo de todas essas massas.

Assim, a coluna da Fig. 11.1.1 suporta em A uma massa.

No caso geral, tem 6 graus de liberdade (3 translagdes e 3 rotagdes de A).

Se se admitirem como significativas apenas as deformagdes axiais da co-
luna, as deformagdes por flexdio no plano e as deformagdes por torgdo hé 3 graus
de liberdade (coordenadas 1, 2 e 3, na Fig. 11.1.1).

2 -8
B
q‘ /'—"‘\ t
l ¥ J-
[} "
1|1
Fig. 11.1.1

O quadro com viga rigida tem 3 graus de liberdade (coordenadas 1,2 e 3),
se forem consideradas todas as deformagdes planas das colunas. Desprezando-se
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as deformagdes axiais das colunas, tem apenas 1 grau de liberdade (coordenada 2),
ilustrado na Fig. 11.1.1b.

Uma viga com massa distribuida continuamente tem um nimero infinito
de graus de liberdade.

Se as massas sdo concentradas, as equagdes do movimento sfo equagdes
diferenciais ordindrias, cuja solugdo recai em sistemas de equagdes algébricas,
lineares e simultdneas. As estruturas com distribuigio contfnua de massa ‘ddo
lugar a sistemas de equagdes diferenciais de derivadas parciais, cuja solugdo
analftica é dificil. Em tais casos, é usual discretizar o problema, concentrando

(a) (b)

— e — — —

{c) (d)
mmn

Fig. 11.1.2

as m{_f.ssas em determinados pontos, de sorte a permitir o tratamento ora em
estudo.

11.2. Vibrac¢des Livres de Sistemas com Um Grau de Liberdade

Estruturas tais como as das Figs. 11.2.1a e b recaem no modelo da Fig. ¢:
uma massa M com 1 movimento possivel, submetida a uma ligacdo eldstica linear
de constante k (rigidez).

Tl b b

Fig. 11.2.1
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outras forcas e a massa estiver afastada da sua posicdo de

Se ndo houver
omitindo (pelo fato de se anularem) o peso e a reagdo es-

equilibrio, obtém-se,
tatica:

1. forca eldstica — kz;
2. forca de inércia (d’Alembert)

ot d*r
—M;=-M -

Aplicando o Teorema de d’Alembert, chega-Se a um problema de equilibrio:

5SX=0 .. | —Mz—ke=0. (13)

Observagdo. Se houvesse forga externa F(t), a equacdo niio seria homogénea:

MY —kz+Ft)=0

ou
MY + kz = F(£).
Estio sendo estudadas vibragdes livres sem amortecimento e, portanto,
Mz + kx = 0. (14)
Para simplificar esta equagdo diferencial homogénea, faz-se
k
SELL AR |
T (15)

onde p (pulsagdo ou freqiiéncia circular) tem a dimensfio de uma velocidade

angular

“+ px=0.

A solugio cldssica, pela substituiggo z=e, conduz & equacio
r + pz . 0
r==%=1tp e

x = C;cos pt + C:sen pt.
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As constantes C; e C; dependem das condigbes iniciais. Se no instante

inicial { = 0 houver uma deflexdo z, e velocidade 2y, chega-se a

/!
Cl=$ue Cz=££
p

4

o
T = z,cos pl + 'pﬂ sen pt

e, por uma transformacdo simples e cldssica,

T = zmcos (pt + @)

{ z, — amplitude;
¢, (constante) — &ngulo de fase.

Derivando (16) chega-se 4 velocidade e & aceleragdo:

W
v=z = —pz.sen (pt+ ¢,)
e
¢ a
z= — p*zmcos (pl + ¢,) = — pi.
O movimento é harménico simples, com freqiiénecia
= P
s 27
e periodo
. 3,.=2_1r_
r

_ amplitude & z,.
Se o movimento for de rotagdo, tem-se

B e ) T

(16)

17)

(18)

(19)

(20)
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k
e, para p* = T
6 = 6, cos (pt + ©.).

A rigidez k da suspensdo, no caso do pértico da Fig. 11.2.2a, é a forca estdtica
capaz de manter a deflexdo unitdria:

12EJ 24EJ
k=2 =2X I i E
3
t e
S ot F T
L I |

£
(b) ST ';-1
- 3E9
‘K_I(Z
Fig. 11.2.2
No caso da viga em balango,

Fig. b, é 3EJ

k =

13

Mesmo no caso simples de sistemas com 1 grau de liberdade, pode-se carac-
terizar o problema de autovalor. De fato, na equagio diferencial

" __:__ e
T i =10,

se for ensaiada a solugdo

& = zmcos (pt + @),

obtém-se " = — p’rn. cos (pt + @o) ..

k
— pirmcos (pt + @o) + —i;— Tmcos (pt +@,) = 0.

11.3. CASO DAS ESTRUTURAS 263

S6 haverd solu¢do ndo trivial se o valor caracterfstico p* = \ for p? = k.
M-
11.3. Caso das Estruturas com um Nimero Finito de Graus de Liberdade

Sejam 1, 2,3 ... n as coordenadas que assinalam as deflexdes das m
: 5 2 : ass
MM, ... M, (Fig. 11.3.1); 8
ky = c_oefieien_te de rigidez que dd a agio mecdnica (forga) segundo a
coordenada j, associada & configuracio deformada com z; = 1 e demais z = 0.

Kie K1
i

My

Xs=1

Fig. 11.3.1

Considere-se a estrutura vibrando, num instante ¢, na posi¢do assinalada

por abscissas x;, 22 ..., com acelerac¢oes :'é,, 5,:3

Cada massa M, estard sujeita a duas forcas:
Fi= — kaxy — kpzs ... — ks

(forga eldstica, tendendo a anular a elongacio z);

Fig. 11.3.2
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Fi= — Mz, (forga de inéreia).

Logo, as equagdes de equilibrio (d’Alembert) séo:

Sejam:

X} =

(] =

K] =

= Mriz\ o khil'-) — ks — ... — kyna, = 0
= ﬂfzg:’ — kyyzr — kosxa — ... — kouzn =0 (21)
— Mo % — km@®y — kng®: ... = KnaZa = 0.
Iy
2o} (vetor dos deslocamentos);
Tn
" M, (matriz das massa que neste caso é uma
M, matriz diagonal, sendo de notar que, quan-
do x; for rotagio, a grandeza associada é
I;, momento de inércia);
! M,
" kyy Kyz ... kia ] (matriz de rigidez da estrutura, que fun-
koy Koz .... Koa ciona como um sistema de molas eldsticas).
I_kn‘l kn? krm

As Egs. (21) podem ser escritas;

M,

M,

’ Mu gn knl kn? knn_ -'r;:n 0

¥ kv ke kln-‘ I 0
T kay koo ko, T2 0
8 R U | I 22)

ou

Solugao.

(M] ="} + [K] {z} = {0}.

Por analogia com o que se fez no caso de 1 grau de liberdade
pré-multiplique-se por |M]™! (a matriz de massas ndo é singular), obtendo
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{X} + M [K] {X} = {0} (23)
ou
114
{X} + [D] X} = {0}, (24)
onde
[D] = [M] [K] (25)
é a “matriz dindmica’’ (alguns autores assim designam a sua inversa).
As Eqgs. (24), lineares e homogéneas, admitem solugdes da forma:
)
= T
{X} = {X} cos(pt+ o) =1 . cos (pt + ¢u),
Zn
onde T; é uma amplitude.
De fato, derivando vem {52’} = — p?{X} cos (pt + ¢o) = — p*{X}.
A substituigdo nas Eqgs. (24) dé:
— p*{X} + [D] X} = {0},
(simplificando cos (pt + ¢,) que é fator comum).
Para
tem-se
D] {X} = ) {X}. 27

As Egs. (27) mostram que se trata. de um problema de valores caracteristicos:
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D=2 Da ... Din % 0
Dgl (Dgz o A) et Dgﬂ To 0

. e . i T g (28)
Dus Dui D=0 1% 0

A cada valor caracteristico A; corresponde uma freqiiéneia circular p; = v/A;
e um vetor modal

iy
(X} = E: (modo natural de vibragdo):
Lng
Zyi
\i — p; — freqiiéneia natural | f; = _2?.:_:__ — modo natural | {X;} = T
Tni

As equagdes gerais do movimento (solugdo geral do sistema de equacdes
diferenciais) sdo:

{X}=C1{X1} cos(pat+ ¢1) + C2 1Xs} cos (pat+ @) + ... + Cu X} cos (Put+ Hn).

Como se vé, o movimento vai participar de todos os modos naturais. Os
coeficientes constantes Cy, Cs ... Cu dessa combinagdio linear dependem das
condigdes que provocaram a vibracdo.

Na prética, interessam os modos correspondentes a fregiiéncias naturais
mais baixas (menores N), porque essas freqiiéncias sdo mais facilmente atingidas
pelas forgas excitadoras (vento, forgas excéntricas de méquinas, terremotos etc.),
hayvendo perigo de ressonéincia.

11.3.1. Exemplos

Determinar as freqiiéncias e os modos naturais de vibracdo da estrutura da
Fig. 11.3.3 (shear building) com vigas rigidas e colunas iguais com F = 2,1 X
X 10%t/m* e J = 0,00248 m*.

P 196t

As massas concentradas nos nfveis dos tetos sio iguais M = — =
g 9,8 m/s?

= 2 unidades técnicas de massa (sistema m-tf-g).
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Solugdo. A estrutura tem 2 graus de liberdade (translagdo dos 2 tetos,
coordenadas 1 e 2 da Fig. 11.3.4).

M
r — 7 S—]
rigido I
J J 5m
L M
e 1 —-2
rigido
J J 5m
mrr mrn —*' mm
(coordenadas)
Fig. 11.3.3 Fig. 11.3.4

A rigidez de cada coluna é

bm 2B

A matriz de rigidez da estrutura pode ser obtida como se vé na Fig. 11.3.5
(rigidez direta).

Fig. 11.3.5
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20
Matriz das massas: [M] = [O 2] .

Matriz dinidmica: [D] = [M]![K] =

0051 l-1 2

Equagdes do movimento vibratério livre:

1

(X) +500[_l

Para A\ = p?, tem-se:

3] @ -

=[“*5 OH ! _1]x1000=500[_i

[ (500 — N)

o (2}
— 500 (1000 — \) x|

0
0

J

Equacdo caracteristica;

(500 — N)  — 500 _—
— 500 (1000 — \) |

ou A? — 1500\ + 250 000 = 0.

. Ao=pi= 101
A =750 F 559{ Ao = 72 = 1300 (autovalores).
1.° modo (Fundamental):
Corresponde a Ay = pi = 191
g 18,8 rad

8

f] = _% = 2,2 CJJIS‘

™

Vetor modal correspondente: arbitrando z; = 1,000 e para \; = 191, uma das

equagdes (*) d4: 7, = 0,618.

Suf

11.3. CASO DAS ESTRUTURAS

1.° modo:
— 1,000 ;
(X} = {(},618} (ver a Fig. 11.3.6).
2.° modo:
A = pd = 1309
rad
P2 = 36,2 =
- P2 _ -
fa = 58¢cfs
%,21,000
%,1,000

3. modo:

{X1)7 [K] {Xa} = [1,000 0,618] [

12 Modo

Fig. 11.3.6

Fig. 11.3.7

para A = 1039 e z; = 1,000, tem-se

Ty = — 1,618.
i 1,000
X =

X} [ —1,618 ]

Verificagio da ortogonalidade dos modos naturais;

1000 —1000 ] { 1,000}

—1000 2000 | | —1,618
_ 2 0 1,000

X7 M) (X = 1,0000,618[ ]{ , }:0

{X:}7[M] (X} = [ 1o 2] -168

269
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Normalizaggo de {X1}:

{X,}7 [M] {X,} = 2,764 (valor que se pretende tornar unitério)

= 1 - 0,600 ,
= —— X = .
{X1} 576 X1} {0,3?2} (normalizado)
Normalizagio de {X,)}:
{)_{?}T [M] {Ez} = 7,336
= 1 0,372
Xo} = ———= 11X} = !
W) = g (X {-0,6{)0]
Matriz modal:
= 0,600 0,372
- { |
0,372 —0,600

Observagao. (Emprego do Quociente de Rayleigh na Solugdo).
Os autovalores e modos poderiam ser determinados por aproximagio, empregando o quociente

de Rayleigh,
As equagdes obtidas sdio:

1 - T1 } _ I: 2

wo [ ) S 1{at=2 [0

1,00
7 i
/ £ /
; 0,50 v ,
/ ’
/ /
ey it
Fig. 11.3.8
1.° modo:
Arbitrando {X} = { (1)’% } , tem-se:,
1 —177f 100
S AEY71E gy L0 osoi[ 1 T3 ]{a%0) x 100 s S5 il
— ~%4 - = — = = b
X3 (X} ™ (100 0,50] [ g g] { (l}:gg} 2,50

-quociente de Rayleigh dd Ap = ——- = 191

11.3. CASO DAS ESTRUTURAS

(500—\)  —500 z ] _[01™ _ =6
A equagdo [_500 (10000%) { n =101 da 300z — 5002 = 0
fazendo z; = 1,00 vem z: = 0,60.

Para (X} ={ 0}, 0

520
2,72

e a equagdo (*) dd

{X1} = { O,ggg }

2. modo:

O 2.° modo costuma ter um “‘né”. Arbitrando {X} ={ _i’gg }chega.-se aAp= g 200 =
= 1,250 .'. Este valor de A d4, na 1.* equagdo, — 500z; — 250z, = 0; para z; = 1,00
vem zg = — 2,00.
1,00
e
L - g it -
-~ -1,00\, 1
€ <€
\ hY
N AL
Fig. 11.3.9
1,00
O novo veto_r{ _2’00} déd
13 000
Ag = ——o— = 1300

A equagio (*) dé {X} = { —hgg}

9890
Este vetor conduz a \pg = ———— =| 1310
& 5,55 D

o) = { 1018 )

Nota. As préprias figuras sugerem que o 2.° modo (de maior freqiiéneia natural) envolve
energia de deformagio bem maior do que a desenvolvida no 1.°.
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O 1 modo imita, em geral, a eldstica produzida por for¢as estdticas.

9. Reservatério elevado na extremidade de uma coluna, deslocando-se por
translacio (coordenada 1) ou rotagio (coordenada 2) no plano da Fig. 11.3.10
(2 graus de liberdade). Sao dados:

t

— coluna: E = 2,1 X 10°—; J = 0,0305 m*, massa desprezivel;

m?
: . 196
— reservatdrio: peso = 19,6 t; massa = 98 2 (ti.t.m.);
raio de giracio p=05m .. I=2X05=05 (em unidades de momento

de inéreia no sistema m-tf-s).

o

Fig. 11.3.10

64.000

24.0 00_}——:

4.000 ~
24.00 x;=11007 | 12.000
xz:].‘OO I

Fig. 11.3.11
Solugdo.

Matriz das massas:
2 0
0 0,5

]_[12000 24000]
| 24 000 64 000

Matriz de rigidez:

12 6l
(K] = EJ [

o 6l 4

B . _aise i
11.3. CASO DAS ESTRUTURAS 273
Matriz [D]:
D] = [(MI[K] = [ 6 000 12 000
48 000 128 000
b Célculo dos valores caracteristicos:
(6 000 — M) 12 000 5 :
i (128 000 — ) | = A? — 134 000N + 192 000 = 0
; 2
M= p1 = 1450; A: = p3 = 132 550.
1. modo de vibragio
= i 38,1
A= 1450; f = 2'1:: = '*é'ﬂ— = 6,006 ¢/s.
Para z; = 1,00 — 2, = — 0,379;
— normalizacio: {X;}7 [M] {X,} = 1,928;
— modo normalizedn .{i} = -—l~_— [ 1000 } = I i ]
~/1,928 | —0,379 —0,272
2.° modo de vibragio
Ne=pi=132530; fa= b = 57,90c/s;
2r
| N 0,705
-0,2721 I
4 V:'Ho,osa
F ’ . I8
!
I
I
|
|
|
I 22 Modo
Fig. 11.3.12
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para zz = 1000 — z; = 0,095;

{Xa}7 [M] {X:} = 2,005;

F o L {0,095}h{0,068}
¥ /2005 11,000 ] T logos |

A Fig. 11.3.12 mostra os dois modos.
11.3.2. [Iteraciio Segundn a Técnica de Stodola-Vianello

J4 foi observado que o céleulo de vibragdes livres em sistemas discretos,
com n graus de liberdade é laborioso, porque envolve:

1. a resolucio de uma equagdio caracterfstica do grau nm: A"+ CiA™' +
4+ C A2+ ...+ Cn= 0, para que se determinem as freqliéncias naturais;

2. para cada freqiiéncia, a resolucdo de um sistema de (n — 1) equagdes
lineares simultdneas, a fim de que se obtenha o vetor modal {X}.

Na prética, interessa conhecer os primeiros modos (de menor freqiiéncia), mais
faceis de serem atingidos pelas condigdes de excitagdo externa.

A grande massa de trabalho deste problema, quando n cresce, impde a con-
veniéncia de substituir a solugdo direta, pelos processos de iteragdo, que dardo ndo
s6 os autovalores p? = N\, como também os modos {X;}.

Acontece que nos processos iterativos (e especificamente no de Stodola-
-}f’la.nello, que serd estudado) a solugdo converge para o modo de autovalor mais
elevado

Ora, a solugio vista acarreta as equagdes

K] {X} = p*[M] {X} ou [D] {X} = N {X} (@7)

onde (D} = (M} [K] (25) e p® =X, (26)

A iteracdo feita com esta formulagdo conduzird as freqiiéncias mais eleva-
das, o que ndo se deseja.

As equacdes acima podem ser transformadas. Pré-multiplicando a pri-

; 1
meira por F 4 [K]* tem-ge:

(K} (M] (X} = pi (X} (29)

-

T

e

e i

=
i
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ou
[E] {X} = u {X} (30)

que é também um problema de autovalores,

2 1
u~? (31

[E] = [K]! [M] = [F] [M] (32)

(sendo [F] a matriz de flexibilidade).
A iteragdo com base nas Egs. (30) atende aos objetivos visados, porque
converge para o maior M, ou menor freqiéncia.

T'écnica de Stodnla-Vianelle — Iteragio para obter a freqiiéncia fundamental
e 0 1.° modo

1,000
He ]

1. Arbitre-se, por intuicdo, um vetor {X}V = , considerando-o

Lu

1.® aproximagdo do 1.° modo {X,}.

2. Pré-multiplique-se por [E]:

[E] {X} W= {X""}; normalize-se o resultado (dividindo todos os termos pelo
primeirg, z;), para que o 1.° termo seja unitério:

1,000
(XD} = .

1m?:. Pré-multiplique-se novamente por [E] e normalize-se, obtendo novo
vetor:

1,000
[B] {X®} = 1X""} — dividindo por zi": {X®} =1 = .




276 VIBRACOES LIVRES DE SISTEMAS DISCRETIZADOS CAP. 11

4. Repita-se o tratamento anterior um niimero conveniente . de vezes, até
que o vetor resultante repita (termo por termo) a aproximacdo anterior:

[E] {X"-Y} = {X"} — dividindo por z: {X®W} =~ {X0-V},

Demonstra-se a seguir que, quando isto se verifica, serdo

(X™} = {X;) (1.° modo)
= py = -p1—3 (autovalor correspondente).
1

Demonstragio da convergéneia. O vetor arbitrado na 1.* aproximago, {X},
é combinacdo linear dos modos: {XW} = €y {X1} + Co {Xa} + ... + Cu{Xm}.
Na 2.® aproximagio tem-se:

[E] {X©} = €y [E] {Xi} + C:[E] {X} + ... Cm[E] {Xa}, ou ainda, sendo
pela Eq. (30) [E] {Xi} = pi {Xi}, vem:
[E] {XD} = Cipr {Xa} + Cops {Xo} + ... + Coptim X}
Na 3.* aproximacdo, multiplicando por E:
[E] (X®} = Cypd (X5} + Copd {Xa} + ... + Cupn {Xm}
e assim até:
(MIE] (X9} = Cyplt (X} + Copl? {Xa} + Copt? {Xm}
(**) [E] {X®0} = Cou! {Xo} + Copd ' {Xa} + ... + Captd! { X}

Ora, sendo p; > ps > ug > ... > un (g, é 0 maior u) ocorre na expressio
(**) forte predominincia da primeira parcela, pois

RELS>S> Ut >> L. > > ual

Conclusdes

a. Apés um niimero razodvel de aproximagdes, os produtos (*) e (**) dardo
lugar a vetores miiltiplos de {X,;} (e portanto dardo o préprio modo {X,}).

b. Se os vetores
[E] {X®-2} =~ Cyul-? {1?1} = {X&-1}
[B] {X™-D} = Cium! {X} = {X®)],
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ao serem normalizados, tornam-se iguais, é porque o fator contido no segundo
e ndo no primeiro é

Cyui! _
-C],u.l'_! _'lul'

11.3.3. Exemplo

Considere-se a grelha da Fig. 11.3.13, onde todas as barras sdo iguais, com
EJ = 16 000 tm?, e as massas sfio M, = M, = 2 u.t.m. (no sistema de unidades
m-tf-s) e M; =1 ut.m. Pretende-se determinar a freqiiéncia fundamental

e o 1.° modo.

Solugdo. Coordenadas 1, 2 e 3:

2
[M]=[ 2 ]
1

5 =2 1
K] = [—2 8 -2 ] X 3000.

1 ‘_2 5

{ 9 2 -1 ; 18 4 -1

K| = —— ; = ik o

(K] 120 000 2 6 2 s[E]‘—[K]l[«M]—-im 4 12 2]-
-1 2 9 -1 2 9

/ﬁ}ﬁ%

di ek Sade”

Fig. 11.3.13
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: E (X)
N.e da X} 1{ l’" {X}
apraringso (120000 X) (120000 x)
1,00 21,50 1,00
1 1,00 17,00 21,50 0,79
0,50 6,50 0,30
1,00 20,86 1,00
2 0,79 14,08 20,86 0,68
0,30 3,86 0,18
1,00 20,54 1,00
3 0,68 12,52 20,54 0,61
0,18 2,34 011
1,00 20,33 1,00
4 0,61 11,54 20,33 0.57
011 143 0,07
1,00 20,21 1,00
5 0,57 10,94 20,21 0,54
0,07 0,91 0.05
E (X
N da (X} Al g (X}
oprox-mants (120000 ><) (120000 x)
1,00 20,11 1,00
6 0.54 10,58 20,11 0.53
0,05 0,61 0,03
1,00 20,09 1,00
7 0,53 10,42 20,09 0.52
0,03 0,39 0,02
1,00 20,06 1,00
8 0.52 10,28 20,06 0,51
0,02 0,22 0,01
1,00 20,03 1,00
9 0,51 10,14 20,03 0,51
*| oot 0,13 0,01
Conclusdo:
-1 __2003
W= T T 120000°
p=114 "L - 230
¥ 1,00
{X1} = 2 0,51 }.
0,01
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11.3.4. Expulsio do 1. Modo — Convergéncia para o 2.°

A condigio de ortogonalidade permite modificar as equacdes do movimento,
afetando a matriz [E], de sorte que, na iteragdo, haja convergéncia para o 2.° modo.
Isto s6 se consegue pela expulsdo do 1.° modo.

_ Considere-se a coluna {X (W}, arbitrada como vetor de partida para iniciar
a iteragio.

Em geral, ela serd uma combina¢do linear dos m modos:
{x®} = ¢, {}1} + C, {fz} + ...+ Cx {Z...}.

Trata-se de forgar esta coluna a ser ortogonal ao 1.° modo.

Transpondo e pés-multiplicando por [M] {X ,j-:
{XO}T M AX,} = C (X7 IMI{X} + C (KT IM (X)) + ... +
+ Cn {Xn}7 [M] {X,} = 0.

As 2.2 3.0, 4.8 ... parcelas deste desenvolvimento sdo nulas, devido A -orto-
gonalidade dos modos. Logo, resta

(XD} 7 [M] {X,} = Cy {X3}T[M] {X,} = 0. *)

Ora, {X,}7[M] {X1} > 0 (6 diferente de zero e positiva).

Logo, a verificagio da condigdo (*) implica em que seja

C]—_-O.

3 Se a uolur!s. {XW} satisfizer a (%), ela ndo conterd qualquer participagio do
1.° modo e serd vetor de partida para uma convergéncia para o 2.° modo.

B Arbitrando um vetor {X}, ele em geral ndo vai satisfazer & condigdo.
ara que passasse a satisfazé-la, seria necessdrio transforma-lo, pré-multipli-
cando-o por uma matriz quadrada [L], “matriz de limpeza”, tal que

[L] {X,V} = {X,Y} (agora sem conter o 1.° modo).

A formulagio de [L], conforme serd visto no prosseguimento do exemplo
Bﬁt.‘l.(lgada, terd em vista modificar apenas um dos elementos do vetor arbitrado
{X }' (expr_lmmdu por exemplo o 1.° elemento em fun¢io dos demais), de sorte
que seja satisfeita a condigio de ortogonalidade (*).

A
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Suposta formulada a matriz de limpeza [L], a iteragfio para o 2.° modo serd
feita com (ver Eq. 30):

[E][L] {X} = u {X} (33)
ou ainda
(T] {X} = n {X} (34)
onde
[T) = [E] [L]. (35)

11.3.5. Continuagio do Exemplo
Iteragio para o 2.° medo
Formulacdo da matriz de limpeza [L]:
Condigdo de ortogonalidade com o 1. modo:
2 Xy

(1,00 0,51 0,01] 2 2t =0
1 I3

2z, + 1,02z, + 0,01z; = 0

ou ainda z, = — 0,510z, — 0,005z
I 0 _0,510 —0,005 &y
Xo t = 0 1 0 Ta
a3 0 0 1 Xz

;“matrix de limpeza” [L].

Preparo das equagbes para iteragdo:

11.3. CASO DAS ESTRUTURAS

: E {X} M
N da {X) . i {X}
il (mmo ) (m X)
1,00 12,54 1,00
1 —2,00 —23,88 12,54 —1,90
—2,00 —28,06 —2,24
1,00 12,28 1,00
2 —1,90 —23,37 12,28 —1,90
—2,24 —29,71 —2,42
1,00 12,48 1,00
3 —~1,90 —~23,70 12,48 —1,90
—~2,42 —31,34 —2,51
1,00 12,56 1,00
4 —~1,90 —23,88 12,56 —1,90
—2,51 —32,17 2,56
1,00 12,63 1,00 |
5 —1,90 —23,08 12,63 —1,90
—2,56 —32,60 —2,58
1,00 12,65 1,00
6 —1,90 —24,02 12,65 —1,90
—2,58 —32,78 —2,59
£,00 12,66 1,00
7 —1,90 2402 12,66 —1,90
—2,50 —32,87 —2,59
_ 1266 _ 1
M= 20000 = 2

J2 = 15,60 ¢/s.

Céleulo do 3.° modo

As condigdes de ortogonalidade do 3.° modo em relagdo ao 1.° e ao 2.° per-

18 « 4, ~—1 0 —0,510 —0,005
[T = 4 12 2 :| 0 1
-1 2 9 0 0
0 —518 —1,09 1
[ 0 9,96 1,98 | X m— i
0 5,02 9,01

mitem estabelecer duas equagdes (envolvendo z;, 7: e ), as quais dardo o 3.°

modo.

Condigdes de ortogonalidade entre o 1.° e o 3.° modos:

2 Ty
[1,00 0,51 0,01 2 ] Za =0
1

I3

2z, + 1,02z, + 0,01z; = 0.
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Condi¢do de ortogonalidade entre o 2.° e 3. A figura mostra os trés modos.
2 o 11.3.6. Caso em que hd Raizes Multiplas
[1,00 —1,90 —2,59] 2 2 =0 .. |25 — 3,80z, — 2,592; = 0.
: 5 Foi visto que, quando A; £ N;, os vetores modais sfo ortogonais. Conside-
i re-se agora 0 caso em que a equagdo caracteristica tem raiz maltipla (2 auto-
. y ' lores iguais).
- d de d A
FhRaito) & =L00, 98 cuseeaiashee ACmA 430 Seja o caso da estrutura da Fig. 11.3.15, com trés massas iguais M, dispos-
2, = — 2,00 e z; = 3,70. tas no meio de barras iguais, de comprimento ! e mesmo EJ. H4 3 graus de
liberdade (coordenadas 1, 2 e 3).
1,00 _
Portanto, 0 3.° modo é {Xs} = 1 —2,00 t- A 3 I2
3,70 -*_ M°_ M
) o
i
A freqiiéneia correspondente pode ser obtida através do quociente de Rayleigh. 1/2 I i
Sendo [K] {X} = p* [M] {X} |— — _..
= 5 =8 1A 100 ‘/2
—2 8 —2 |]-200} x 3000 l J_
\ o AX}TIK]{X} _ [1,00 —2,00 370]L 1 2 5J1 370 o Mo+ Lot 2p—4-21o
PTXITIMIXY O [1,00 —2,00 3,70] 2 (1,00
2 — 2,00 ¢ X 3000 Fig. 11.3.15
L [ 3,70
= 19 000; Matriz de flexibilidade:
rad i 10 -3 3
p = 137,8 — fa = 22,0 ¢fs. T U = o
[F] = [K] oSBT 3 10 -3 |
3 =3 10

Matriz de massas:

1
[M]=M[ 1 ]
1

A solucdo recai no sistema de equacdes

(10 — —8
s iy R ;) % 1 768EJ
76857 (10 — ) OBl 1 i
; 3 Bl p)

Equacdo caracterfstica:

Fig. 11.3.14 u® — 30u* + 273u — 784 = 0.
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Autovalores: g, = 16, po = ug = 7.

1.2 maodo 2.2 modo
, 48EJ : 109,7EJ
My = 16;. P = __Mza_ M2 = 71 o = MI'B
1,00 1,00
{E‘I} = —1,00 L, {Xz} - 0
1,00 —1,00
3.c modo
g o o 1007ET
Ma = 1, P = Mis
0
{Xs} = 11,00
1,00

(b)

Fig. 11.3.16

Como se pode verificar, o 2.° e o 3.° modos ndo sdo orlogonais, pois u2 = Ma. A
energia de deformacdo desenvolvida é a mesma (ver as Figs. b e ¢), daf as fre-
quéncias serem iguais.

Pode-se dizer que, neste caso, hd um nimero infinito de modos correspon-
dentes a u = 7, pois qualquer combinagio linear de {X,} e {Xs} é também solugdo
das equagdes.

As Figs. 11.3.17a, b e ¢ mostram algumas dessas combinagdes, todas corres-
pondendo & mesma freqiiéncia relacionada com u = 7.
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Diz-se, em casos como este, que o sistema ‘“degenerou”.

1,00 1,00
{Xs} + {Xs} =11,00 { (X} — {Xa} =1 —1,00
0 —2,00

5 - 1,00

{Xs) +05{X:) =1 0,50

| —0,50

Fig. 11.3.17

Neta. Observe-se que qualquer um destes modos é ortogonal ac primeiro. Embora
sinda nfio tenham sido consideradas as aplicagdes em problemss de instabilidade eldstica, é
fdeil perceber que a estrutura com o carregamento indicado (Fig. 11.3.18) admitiria “modos”

de flambagem da mesma natureza dos que estdo ilustrados nas figuras citadas elém de outras
combinagdes possiveis.

Fig. 11.3.18
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: 11.3.7. [Iteracio pelo Processo de Stodola-Vianello Nestes Casos

Observe-se como se comportaria a solugdo por iteracdo neste caso em que
h4 dois autovalores iguais.

Tem-se
10 -3 3
(E] = [F][M] = E & —g 10 -3
e ~ T68EJ
=3 10
1,00
Admita-se jd obtido o 1.° modo{ —1,00 { com uy=16, pela prépria iteragdo.
1,00

Pretende-se convergir para os 2.° e 3.° modos.

Condigéio de ortogonalidade com o 1. modo:

1 Ly
[1 =1 1] 1 19 ¢ =10
1 XT3

I]‘—xg"l‘ﬁ}a:o

ou Xy = %o — X3.

Observe-se que esta condigdo prevalece nos casos das Figs. 11.3.16 e 11.3.17.

A “matriz de limpeza” é portanto

01 -1
EL]=[0 0}
00 1

Matriz de transformagdo [T]:

10 =3 3 0 | 0T =7
[T=]-3 10 —3] | 0]= 0 ‘7 0]'
3 -3 10 0 0 1 00 i}

Assim, a iteragdo serd feita com

i

-

11.3. CASO DAS ESTRUTURAS 287

B B 0 7 =7 1 I
[T]{X} =uiX}, ou [ 0O 7 O Tyt = pi o
00 7

Se fosse arbitrado na iteragdio um dos vetores das figuras citadas, resultaria
ele mesmo:

(Fig. 11.3.16b);

0 7 =7 1 7 1 1
0 7 0 0f=14 0p=71 0 ¢ autovalor u =7 0
00 7J-1 -7 —1 | e vefor ~1

(Fig. 11.3.16¢):

0 06 7 -T1(0 0 0
1tdilo0 7 ofl{1t=47t=711
1 %

e assim por diante.

_ Sese arbitrasse ao acaso um vetor, haveria convergéncia para um dos modos
vistos ou combinag¢io entre eles (todos com u = 7).

11.3.8. Exemplos

[0 T =791 0 0
Li11t ddjo0 7 0 1 =971t=7471} (vetor da Fig. 13.1.16¢).
U L0 0 Tl 1 7 1
1 { O &d —771.[11 7 1 | (este vetor também é mo-
2010 J di|l 0 7 0 2 t =114 ¢+ =71 2 t do, combinagdo linear
1 WO T ] 7 1 | Xa} + 2 {X5}).
2 1 07 -77( 1 —3,5 3
V0l s L Iy e uma 2.°
1 0L 91105 3,5 1= =351-1 ( aproximagio.
0 0 T M IS 7 —2
057 =77 1 7 1 (sodold
modao aa
ikt Ol iy Tin ol e b igon 1.8 076))
0:i0+ 7. | =2 —14 -2
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11.4. Acoplamento Estético e Dindmico
Diz-se que o movimento vibratério é desacoplado quando para o sistema

de coordenadas escolhido as equagdes do movimento sio independentes.

Tal é o caso da viga da Fig. 11.4.1, na qual os movimentos segundo as coor-
denadas 1 e 2 ndo se interferem. As equacdes diferenciais sdio independentes:

it <
{ %1 +ips= 0 (sistema dinamicamente desacoplado).
Tz + Pé 2= 10

X
P M"I'
¥l

y Y
"-l'_ bt % _‘I"

X1
S
X¢-= o]
-
X2 z
X;=0 —
- 1
7’

Fig. 11.4.1

Diz-se que hd desacoplamento estdtico quando a mairiz de rigidez (ou a de
flexibilidade, em conseqiiéncia) é uma mairiz diagonal. No ecaso da viga em
estudo isto ocorre:

=" 0]

0 ko

Se a matriz de massas for diagonalizada e o sistema for estaticamente desa-
coplado, serd também dinamicamente desacoplado, como sucede no caso em aprego.

Se a matriz de rigidez [K] ndo for diagonal (acoplamento estdtico), haverd

comumente acoplamento dinimico. Entretanto, por uma elaborada transforma-
¢do de coordenadas, consegue-se o desacoplamento dinfmico.

11.5. Coordenadas Normais — Desacoplamento

A esta altura, impde-se uma revisdo e generaliza¢io do conceito de sistema
de coordenadas, a qual serd util.

Convencionalmente (ver Fig. 11.5.1), estabelece-se uma coordenada asso-
ciada a cada movimento (ou ag¢do meclnica) possivel. No caso da figura, um
vetor com trés elementos define uma configuragio:

11.4. ACOPLAMENTO ESTATICO E DINAMICO

I,
{X} =2
T3

Nada impede, entretanto, que cada coordenada seja indicativa de um grupo
de deslocamentos, definindo posigdes de todas as massas, com valores de refe-
réncia compondo vetores linearmente independentes.

Fig. 11.5.1 Fig. 11.5.2

Qualquer configuracdo considerada poderi ser posta como combinagio linear
dessas “coordenadas”, cada uma delas multiplicada por um ntimero (Z,, Zs, Zs,
na Fig. 11.5.2) positivo ou negativo. Ora, os modos naturais so linearmente
independentes, Logo, podem ser a base de um sistema de coordenadas normais.
i)a.da. configuragdo, que no sistema convencional seria definida por i, 22, 23,
orna-se:

Iy Ty Z1a Zi3 Ty Tz Tis Z,
Tyt =Z1{ Ty f+ 22T+ Z31Tasf=| Ty Taz Tos Zs
T3 T3y T3z Zag Ty ZTsz ZTas Zs
o X} = [X] {2} (36)

onde:

{X} = vetor que define a configuragio, no sistema de coordenadas inicial
(como na Fig. 11.5.1);

{Z} = vetor que define a mesma configuragio, no novo sistema de coor-
denadEs (coordenadas normais Fig. 11.5.2); s

[X] = matriz de transformagdo, que no caso é a prépria matriz modal, com
as colunas normalizadas, de sorte que {X:}7[M]{X;} = 1 (de preferéncia).

7T
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Vai-se comprovar, a seguir, que essa mudanga de coordenadas e a passagem
da varidvel {X} para a varidvel {Z} terd como conseqiéncia o desacoplamento

dindmico do sistema.
Ora, as Egs. (23) no antigo sistema eram

(K] {X} + [M] {X} = {0}.

Mas derivando (36), tem-se {X} = [X] {Z}, e este resultado, nas equagdes
do movimento, d4

(K1 (X] {2} + (M1 (X) {2} = {o}.

Pré-multiplicando todos os termos por [X]7 e tendo em vista as Egs. (10)
e as conclusoes formuladas em conseqiiéncia, esses termos passam a ser:

= {p?] .

(X7 (K] [X] = (8]

2

pa

Note-se que [A] é aqui a matriz [K], [B] é a matriz [M] e a matriz modal é [X].
Portanto, nas equagdes do movimento, tem-se:

r

[p? {2} + {Z} = {0} 37

sistema desacoplado, pois as equagdes siio independentes:

pf Z, Zy 0
1’% Z Z, ]

' T R (38)
2% | | Zn 1 Zn 0

Grande vantagem tem este tratamento no caso da vibragdo forgada, como
se vai ver. - - N

Note-se que [X]7 [K][X] é a matriz de rigidez e [X]T [M] [X] a matriz das
massas no novo sistema de coordenadas (Z).

Vibeagaes Forgaas com Excitagd
Atuando Harmonicamente

12.1. Vibracio Forcada — Caso Geral

Considere-se o caso em que hd forcas externas {@ (i)} atuando na estrutura.
Nio serd abordado aqui o caso das forcas de amortecimento, proporcionais &
velocidade {F'} = [C] {X} (amortecimento do tipo viscoso).

As equagdes do movimento sfo, entdo:

M) {X} + [K] {X) = 1Q ()} (39)

onde cada termo do vetor {Q ({)} pode ser uma funcdo diferente, 0 que complica
0 problema. Em certos casos, as forcas (Q (1)} sdo smpulscs de curta duracdo,
0 que vai afetar profundamente a fase inicial do movimento (movimento transi-
tério ou transiente).

Aplicando a mudanca de coordenadas vista em 11.5, vai-se levar a equacdo
de transformagcio (36) & Eq. (39), pré-multiplicando tudo por [X]” e obtendo

12} + 9 (2} = X7 Q1) (40)

onde [X]7 {Q(1)} sdo as forgas externas expressas no novo sistema de coordena-
normais. Observe-se que as Eqgs. (40) sdo desacopladas, do tipo

Zi+piZi = 0@ () + Z:Q2 () + ... TwiQn (1) (41)

€ podem ser integradas separadamente, empregando as infegrais de Duhamel,
que consideram ndo forgas Qi(f), mas uma série de impulsos Q:(1)dt. Obtido
cada valor Z;, e portanto {Z}, volta-se ao antigo sistema de coordenadas para
€xprimir como evoluem a0 longo do tempo as deflexdes {X} das massas mdéveis.

-
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12.2. Caso em que a A¢do Exterior Atua Harmonicamente

Sabe-se que os motores, possuindo massas excéntricas, transmitem as es-
truturas foras perturbadoras do tipo @ (f) = Qocoswt, onde @ é a velocidade
de rotacdo. '

Ser4 considerado aqui o caso em que hd uma tnica forga perturbadora ou,
havendo mais de uma, as intensidades de todas variam mantendo entre si uma
proporcionalidade constante, de sorte que o vetor das agdes externas €

{Q()} = {Q.} coswt. (42)

Qol
Q) = Q.. | sdo valores extremos fixos. Se ocorrerem forcas atuando
o " harmonicamente, com velocidade ou em fases diferentes, serd

Q. ) mister proceder por superposigio.

As equagdes do movimento sdo, portanto:

(M] (X} + K] {X} = {Qu} coswt. (43)

Efetuando as transformacdes j4 citadas, tem-se:

12} + [p) {2} = [XI7 {Q.} coswt. (44)

Fste sistema de equacdes diferenciais desacopladas tem (como é normal
em tais equacdes) a solugio homogénea e a solugdo particular como parcelas
da solugdo completa:

{Z} = {Z} cospt + {Z,} coswl. (45)

solugio homogénea — 1 L___solugéio particular

(movimento vibratério livre) (movimento vibratério persistente)

Antes de entrar com os valores de {Z} da Eq. (45) por substitui¢do na Eq. (44),
deve-se observar que, nas aplicagdes préticas, interessa a segunda parcela quase
que exclusivamente, pois a componente do movimento vibratério livre logo desa-
parece, dado o inevitdvel amortecimento que existe em todos os casos.

Substituindo agora a solucdo proposta na Eq. (44), tem-se:

— p*{Z)} cospt — w2 {Z,}coswt + [p?]{Z} cospt + [p?{Z,} coswt = X7 {Q,} coswt
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ou, simplificando,

(] — @ [1]) {Z.} = [X]7 {Q.}

ou finalmente:

{Zo} = ((p?) — @ [I)* [XI7 {Q.}. (46)

Estas sdo as méximas elongagdes no novo sistema de coordenadas. Tendo
em vista (36), vem {X,} = [X] {Z,}.
Logo,

(X} = X ([p?] — w? 1) [X]T {Q.} (47)

méximas elongagdes no antigo sistema de coordenadas. Em detalhes, se tem:

Lol
Loz
{Xo} = i ==
Lom
Buzn. . Fim || — L 7]
pi — w?
—= sm 1 .1711?0_21 . -Eml Qol
T T x —_—— Tiz Taa &
g 22 2m p§ Ty L1z T2z Tm2 Qo2 l
_x_ml Emﬂ Emm ]. Elm E?m }mm QG""J
L L P2 — w? |
—
As equagdes do movimento persistente sdo portanto: (48)
(X} = {X,} coswt (49)

BBECN{X.} tem o valor visto em (48).

;..
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As forcas estdticas equivalentes sio

{R} = [K] {X} ou |{R} = [K] {X.} cosut. (50)

Valores extremos das for¢as estdticas R;, para coswt = 1

{Ro} = [K] {X.}.

Daf se caléulam os esforgos extremos {S,} (momentos fletores ete.), pro-
duzidos pelo efeito dindmico da vibragdo for¢ada senoidal.

12.3. Observacdes — Ressonincia

a) Se a velocidade de rotacio @ ndo se aproximar de nenhum dos valores
das freqiiéncias circulares naturais p;, a Eq. (48) mostra que os valores de
participardo de todos os modos.

b) Se, entretanto, w for préximo de um dos valores (p;, por exemplo), o

1 % : " . P

elemento —;—— da matriz diagonal da Eq. (48) vai predominar. Haverd
: 2

forte tendéncia para que as deflexdes {X,} sejam as do modo de ordem j, com
grande ampliagdo.

¢) Se w — p, e =k}

Qcorre entdo a ressondncia, havendo exageradas deflextes {X,} no modo j
as quais, embora limitadas pelo amortecimento, tenderdo a romper a estrutura.

12.4. Aplicagdes

1. A mesma estrutura do Ex. 1, apresentado em 11.3. Nesta aplicagéio,
Fig. 12.4.1,

w_
¥~ Qp=0,5t
i C i)
¥ —
T_ rigido
5m
+_ 2
& . =
rigido
5m
b ab ne
Fig. 12.4.1

T
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1000 —1000
1= | ] (&)
—1000 2000 m
' 2 0
[M] = [0 2] (unidade de massa);
= 0,600
pr = 13,8rad/s, {X,} = {0’372 } (1. modo)
_ [ 0,372
= 36,2 X,} = d 2.0 .
s @ = { oo ] @ modo

£ 0,600 0,372
Matriz modal [X] = [ st ]

0,372 —0,600

Admita-se que ao nivel do 2.° teto (coordenada 1) haja um motor, com
velocidade de rotagdo n = 123 rpm (w = 13,0 rad/s), excitando a estrutura com
uma forga perturbadora @, = 0,5 tonelada. Desejam-se¢ as mdximas elonga-
coes {X,} e os esfor¢os dindmicos méximos.

O carregamento exterior é definido por:

0,5
{Q} = { 0 ] cos 13 t, onde 0,5 t é a for¢a perturbadora.
Logo:

{Q.} = {065} toneladas.

Para aplicar a Bq. (47), tem-se

Bl i - [131 1303] N [1:9 1g9] B [32 11:0]'

ou invertendo:

A @
22
([pl* — w* [I)7* = :
1140
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(O 1. modo vai ser excitado predominantemente, pois & é préximo de p1.) © .} { 0,4 ] ) 0,719 0,068
T le e [—0,272 0,705]’

Aplicando (47)
(K] = [

0,600 0,372] [1/22 0,600 03727 (0,5 12000 24000]‘ ) = [2 0]_
] [ 1/1140 B 24000 640001’ 0 0

X} =
(X} [0,372 —0,600 0 0,372 -0,600 0
B ] = [1450 0 ] ~ [1296 0]
0,00497 ' 0 132 550 0 1296
Forcas estdlicas equivalentes (Valores méximos) Ko} = [ 0,719 0,068] [If154 0 ] [{),719 —.0,272] 04] _
—0,272 0,705) [ 0 15131254 loe8  0,705) | 0 |
R X 1000 —1000 0,00824
"= (K] [ °’} - [ ] { ] [ 000134m
R Xos —1000 2000 0,00497 = ——— -
(R 3,27
I s ] - I ] (toneladas). {R“} = [K] {X;} = I 3,94 ]
Ro: —0,70 Ry —0,21 mt
Valores em fun¢do do tempo: o
e
R, 3,21 e K" 3,941
= cosl3 t. '
R, —0,70
Qo
3,27
——— 4m
0,704
e +—— i 15,97
Fig. 12.4.3 Fig. 12.4.4
Agoes estdficas extremas M e R e :\seFig- 12(.14.4_ mostra os momentos fletores estdticos extremos, suscetiveis
; mpre, de i i ;
Fig, 12.4.2 B i inversdo de sentido. As forgas e momentos no topo também
2. Mesma estrutura do Ex. 2 em 11.3. S
£ k. SO
Yag i forga excéntrica perturbadora de valor méximo 0,4 toneladas. Obte(:f:;iz: 39 rad/s (quase a freqiiéneia circular do 1.° modo, que ¢ 38,1 rad)s),
Velocidade de rotagio de 36 rad/s.
rad [p? [6 0 ] {101,1 t
Pl — wi[I] = T 4
W=1o 131 106) ¢ ¥ 5,4 mt

0,4
{Q} = { 0 } cos36 t, onde w = 36 e

| .
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A peca romperia por exageradas deformagdes no 1.° modo, praticamente na
ressonéncia.

Deve ser salientado que nos presentes exemplos estdo sendo considerados
apenas os efeitos da solucéio particular da equagio diferencial (movimento per-
sistente). Os efeitos iniciais, incluindo a parcela homogénea (vibragdo livre)
podem nos primeiros instantes ultrapassar os valores das elongagoes obtidas
aqui. Sdo, porém, passageiros pois hd sempre amortecimento,

12.5. Forcas Perturbadoras com Diferengas de Fase — Efeitos Estfticos Mdximos

T o caso da estrutura da TFig. 12.5.1a, onde a massa considerada M tem
os graus de liberdade assinalados pelas coordenadas 1 e 2.

rz w A
M
B ﬁj——-—ﬁ

o 1

(a) (b)
A
pokee
Fig. 12.5.1

Um motor, dotado de excéntrico, gira com velocidade angular w, transmi-
tindo A estrutura uma forga méxima @, cuja diregdo varia com aquela veloci-
dade, parte b da figura.

Neste caso, pode-se examinar o problema por superposi¢io de efeitos, con-
siderando as duas parcelas seguintes:

1. Os efeitos da forca perturbadora segundo a coordenada n.° 1.

{Q} = [g} coswt, todos da forma E’coswt.

rﬁaED:l"_:- _R;'...

Fig. 12.5.2
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(Admita-se que as forgas estdticas méiximas equivalentes R’ ¢ os correspondentes
momentos fletores mdximos m’ sejam os da Fig. 12.5.2.)

9. Os efeitos da for¢a perturbadora segundo a coordenada n.° 2,
0 T
(0L = s Meams L
{Q} [Q}cos(£+ 2).
0s quais sdo da forma

E" cos (wt - —;—)

(As forcas méximas R"” e os correspondentes momentos fletores m” seriam, por

exemplo, os da Tig. 12.53) -
m; l\'\l\f\ R

Fig. 12.5.3

ma

‘A pesquisa das méximas forcas estiticas ou dos mdaimos esfor¢os em cada
se¢do hé de ser feita pela superposiciio:

E = E cos (i) + E” cos (oiz it —;r )

sendo cos (wi + —;-) = — senwt

E = E’ coswt — E" senwt. (51)

Trata-se de maximizar E:

dE ol
= wE'senwt — wE”coswt =0 .°. tgwt = —
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Epe = VE?* + E™. (52)

Assim, no caso visto, o méximo momento fletor em B, induzido pela vibra-
¢io forcada seria

Mp =+ V(mh)?*+ mp™ (53)

Nota. Nio se obteria o mesmo resultado determinando as méximas forcas Ry e Ei e,
a partir delas, ealeulando os esforgos méximos. A construgio rigorosa de uma envoltdria de
momentos fletores exigiria que se aplicasse (53) para grande niimero de segdes, fazendo ainda
a compesicao com os efeitos estdticos da carga. permanente.

12.5.1. Exemplo

Pértico da Fig. 12.5.4, com barras de mesmo F.J, massas concentradas iguais
(Fig. b), submetido & forca perturbadora @ = 0,5 tf, atuando com a velocidade

angular

w =136 —
5

Coordenadas na Fig. b.

Fig. 12.5.4

12.5. FORCAS PERTURBADORAS COM DIFERENCAS DE FASE

Computando apenas as deformac¢des por flexdo, a matriz de rigidez é:

231 -0,34 0,59
[K] = 500 | —0,34 0,43 0,30 | (toneladas/m).
0,59 0,30 2,23

Matriz das massas:

2 0 0
[M]=]0 05 0

0 0 05
Vibragio livre — Freqliéncias e modos naturais: |
A= pt = 230;
A: = p3 = 690;
N = p} = 2315.
Matriz modal (j4 normalizada):

039 058 0,11
(X]=] 114 —081 020
—0,20 —0,07 1,36

(A Fig. 12.5.5 mostra os modos.)

Vibragdes for¢adas. H4 2 situagdes a considerar (defasadas de /2):

: 0,50 0
1) {Q}=41 0 peoswi; 2) {Q"} =140,50 [ cos (wt + %)
0 0

onde w = 13,6 rad/s.

L.° ¢aso  (Q na horizontal):

0,00297 m
1X,} = 10,00165 m
0,00075 m

3,36 t

{R;} = 1-0,03t
2,24 t

301
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22 Modo

Fig. 12.5.5

Momentos na Fig. 12.5.6a.

2.2 caso (Q na vertical):

0,00160 m
{X,'} = 10,00438 m
0,00062 m

1,29 t
(RS} = 10,77 ti-
1,82t

Momentos produzidos na Fig. 12.5.6h.

M 4 na base A:

Ma = =+ 425" + 2,46 = =+ 4,91 mt.

R
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2,24t 535

0,03t
+
L+ ] o ?”' 3,361
2,93
©
7
4,25 6,92 (x cox13,61)

(b)

2,46

(x cos(xs.eh-—'g—)]

Fig. 12.5.6

12.5.2. Envoltéria dos Efeitos Estdticos Decorrentes Exclusivamente da Vibracio
em Regime Permanente

Aplicando, para cada efeito (momento fletor ou reacio), a Eq. (52), obtém-se
os resultados da Fig. 12.5.7, devendo ser observado que, em cada secdo e para
cada esforco ou reacfio, a situagio do méximo ocorre para um valor peculiar de ¢
(tempo), diferente em cada caso.

Os valores da figura compoem uma envoltéria de efeitos estdticos da vibra-
(d0, aos quais devem ser acrescidos os da carga permanente.

12.6. Deslocamento do Solo ou Referencial, Segundo Lei Harmdnica

Serd visto agora que, quando o referencial se desloca harmonicamente, o
efeito sobre a estrutura equivale ao de forgas perturbadoras externas, atuando
armonicamente com a mesma freqiiéneia.

Admita-se que o sistema de referéncia (o solo, no caso) sofre tais movimentos
com freqiiéneia circular w.
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304
-7,24
-3,88 5,60
G
~ 3,88
— = L\
-4,91 "’5” 753
(a) Momentos em mt
0,98 0,98 2,55 2,55
— | — T | -
0,72 “ 0,72 2,73 T ; 2,73
( b) -Reagdes em t
Fig. 12.5.7
Sejam:
{X} — deslocamentos absolutos das massas, segundo as coordenadas;
{X} — deslocamentos das massas em relagio ao referencial;
(X}, = {X.},coswt — deslocamentos dos referenciais das diversas coordena-
das.
1 -
2
—_—

Trrrrrrrrrrer rriry
Fig. 12.6.1.

(Note-se que, no caso geral, dependendo do tipo”de movimento imposto, os va-
lores de X, podem ser diferentes para as diversas coordenadas. Por exemplo,

se o movimento harménico for horizontal, o valor de X, para as coordenadas
verticais é nulo.)
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Tem-se:

{X} = {X} + {X}.. (54)

Nao havendo cargas, as equacdes do movimento sdo:

(] {X} + [K] {X} = {0}. (55)

A substituiciio do valor (54) da

[M] (X} + [M] {X}, + [K] (X} = {0)

S| D0 X + ) (XY = - 1) {X) (56)
Sendo {)E',} = —w? {X,} coswt,
vem

[M] {X} + [K] {X} = @[M] {X,},) coset. (57)

E um caso semelhante ao do Item 12.2, em que

1Q} = M| {X,}.. (58)

Como se vé, o f!eslocamento do solo equivale formalmente & agio de forca per-
turbadora. Aplicando 0 mesmo tratamento visto naquele item, sio obtidas as
deflexdes relativas

{X} = {X,} coswt (59)

onde {X,} é calculado pela expressdo (47) ou (48).

Os esforgos serdo calculados a partir das forgas estdticas equivalentes

{R} = [K] {X,} coswt (60)
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12.6.1. Exemplo

1. (Ver 12.4.) Admita-se que os apoios sofram movimento horizontal
harménico com amplitude de 2 mm, com m = 13 rad/s.

0,002 )
X}, = [ 0,002 ]cos 13t (Tig. 12.6.2).

—

2mm ! 2mm
:ﬁmnn:r%-nrmn

[
I
1

Fig. 12.6.2

Para este caso tem-se:

(X} = [X]([p?] — & (1) [XI7[M] {X,}, w?

2 07 (0,002 0,676 t
1 [M]IX), = 2 1 = L = {0,}.
wt (M} %o}y = 18 [0 2”0,002] [O,BYBJ (Qe}

= [0,600 0,372][1;22 Ho,aoo 0,372] { ﬂ,ﬁ?ﬁl= {0,01788 m}_
=28 T o372 —0,600 1/1140] L0,372 —0,6001| 0,676 0,01120 m

6,68 toneladas }

{R} = [K] {X;} =
1R, (K] {X} {4‘.5‘3 toneladas

Os esfor¢os mdximos constam da Fig. 12.6.3.

6,681 8,36 8,36

Fig. 12.6.3

Note-se que, se w se aproximar de p; ou pe, ocorrerd ressondneia, com a ruptura
da estrutura.

Instabilidade Efdstica
e Estruturas Discreizadas

13.1. Sistemas de Pecas Rigidas com Ligac¢des Eldsticas — O Problema de Valores
Caracteristicos

13.1.1. Sistemas com um Grau de Liberdade

_ Considere-se a estrutura da Fig. 13.1.1, com barras rigidas AB e BC e su-
jeita & agdo da mola de rigidez k. H4 uma carga axial P. Pretende-se estudar
a estabilidade do equilibrio do sistema quando P cresce.

Considere-se um elonga¢do & (muito pequena) do ponto B, segundo a coor-
denada indicada. Desprezando a influéncia dos termos de segunda ordem, pode-se
admitir que o vdo [ nfo muda. O equilibrio do sistema, computando a agfio
da mola, dd, anulando o momento em A:

—% o+ kal=0
ou
(k-— %)x - 0. (1)

Ora, esta condigdo (61) s6 permite solugio ndo-trivial x = 0 (equiltbrio indi-

ferente do sistema para pequenas elongagdes z), se for _2;) =k

ou
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Se for

kl
P<?!

afastada a peca da posicdo inicial, a acfio da mola predomina e o sistema volta
&_posicdo primitiva (equilibrio estdvel).

P
]
-'r_ _cql
£
K 1g
+ j—‘W\h——;—-
£

Fig. 13.1.1

Se for

P>

B
2

o efeito de P sobre o deslocamento transversal de B ultrapassa a agiio da mola
e, aplicada uma pequena deflexdo, ela progredird, afastando-se da posi¢do inicial
de equilibrio (equilibric instdvel).

4P

equilibrio
- | —  instavel

C

B
equilibrio —1
By— — = e ==l
1 (ﬁ 1
2 £y
——— | =— equilibrio

estavel %

0]

Fig. 13.1.2

R
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A Fig. 13.1.2 procura condensar estas conclusdes:

— a zona inferior (P < —;;i) é de estabilidade de equilibrio;

cl
— a zona superior (P > %—) é de instabilidade;

— a linha BAC (para a qual tende a horizontal B:1AC:, de ordenada
kl
P = ——, quando x aumenta e deixa de ser vélido o regime das pequenas de-

formagoes) assinala a condi¢io de equilfbrio indiferente.

Assim, para pequenos afastamentos a partir da posigio de equilibrio, a peca

kl
mantém-se na configuragdo assumida, se for P = o5

Na Eq. (61), P pode ser encarado como um wvalor caracleristico, que torna
possivel a existéncia de solugdo ndo-trivial para a equacio homogénea.

Seria possivel chegar ao mesmo resultado por outro modo, Fig. 13.1.3.

Rigidez Rigide‘z
eldstica geometrica

Fig. 13.1.3

Atribuindo A tnica coordenada z um deslocamento #z = 1 (e admitindo
vélidos apenas os efeitos de primeira ordem), tem-se — sem considerar a pre-
senca de P — a rigidez eldslica

KE=ID.
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Excluindo agora as resisténcias eldsticas e apreciando apenas a influéncia
da geometria da estrutura, em presenga de P, atribua-se ao ponto um desloca-
mento z = 1 (considerado pequeno, com efeitos de primeira ordem) e determine-se
a forca em B, necessiria para manter o equilibrio. Surge entdo a rigidez geo-
métrica

Kg=~— 2
l
A rigidez total é
K = Kg+ K¢ (62)

ou

K=1F§k-— ? no presente caso.

O equilibrio ser4 indiferente quando a rigidez for nula

K+ Kg¢=10

ou

k— —223 =0 (Eq. 61).

13.1.2. Exemplo de Sistema com 2 Graus de Liberdade

Seja a estrutura da Fig. 13.1.4, com duas barras rigidas articuladas, com
molas. H4 duas coordenadas (1 e 2, na figura).

p e
2K

] 1
- -
c

3K 2

2—%;1'——-

A
e

TP

Fig. 13.1.4
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Admitindo que ocorra equilfbrio indiferente, tem-se como condi¢io de mo-
mento fletor nulo em B:

= P (21 — x2) + 2klz; = 0.
Momento fletor em A4 nulo:
— Pzxy 4 4kiz; + 3klz, = 0,

Dividindo por I, conservando a primeira equagio e formando outra pela combi-
nacfo linear (segunda — primeira multiplicada por 2), tem-se:

l(2k- -i:—):c,+%)—xg=0

i
l—z‘-xl“"(-?)k— —_2!?‘)33? =10

P Vig
2k 0 i 1 x 0
4 = ‘ (63)
0 3k P _2P N 0
l l
Como se vé, é um problema de valores caracteristicos, pois é possivel fazer

[ sl lo)=*[w iz

Resolvendo o problema, encontram-se duas solugoes:

ou

. P =\, e entio

.L*  solucdo:
: 1,00
M =P =kl Fo X = 160 (1. modo de flambagem).
2.* solugdo:
: 1,00
A: = Py = 6kl S A{Xe) = [ 0.67 jl (2.° modo de flambagem).

A TFig. 13.1.5 mostra os dois modos.
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Note-se que é vélida a condigio de ortogonalidade:

[Zk 0 ] { 1,00 ] _
L=l o 3k])oer
11 =1/ 1,00
e vk e BT
-1/l 2/ 0,67
P,=K 4 P,=6K L
1,00 1,00
|
|
-1,00 } 0,67
12 Modo 22Modo

Fig. 13.1.5

A Eq. (63) mostra que a rigidez tem duas parcelas:

Observagdo.
1, mairiz de rigidez eldstica [K]g (formulada como jé se conhece, sem a presenca de P};

2. malriz de rigidez geométrica, que contém as ages a aplicar segundo as coordenadas,
face & presenca de P, quando se atribui um deslocamento unitdrio e se quer manter a estru-
tura nessa posicio deslocada (Fig. 13.1.6).

2k 0 -1/l
[Klg = [ ]; [Klg = P [
0 11

Iﬂ]
3k -1l

P
. P
= 11 gu-_T

Fig. 13.1.6
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Fazendo P = ), tem-se:

(Klg + A [Klg) {X} = {0} | problema de autovalores

As cargas criticas ocorrem quando a matriz de rigidez total se torna singular,

13.1.3. Estabilidade do Equilibrio

Se, no problema considerado, P crescer a partir de zero, ocorrem as situa-
¢d2s mencionadas a seguir.

1. P <P, |,istoé P < kI (menor do que a carga critica); a estrutura es-

tard em equilfbrio ‘estdvel, voltando & posi¢do de equilibrio quando lhe é apli-
cada qualquer deflexdo.

2 P=P, =kl O equiltbrio serd indiferente se ocorrerem pequenas

deflexdes ¢; {X1}, segundo o 1.° modo; para quaisquer oulras deflexdes pequenas,
serd estdvel.

3. Py <P <P, | isto é kl < P < 6kl. | O equilibrio serd instdvel,

excelo para perturbagdes C:{X.} configurando o 2.° modo, para as quais é
esldvel.

4. P =P, = 6kl O equilibrio serd instdvel, excelo para deflexdes peque-

nas, Co{X:} segundo o 2.° modo, para as quais é indiferente.

5. P> Py, |isto é P> 6kl. Equilibrio instdvel para quaisquer perturbagdes.
13.2. Matriz de Rigidez Geométrica — Sua Determinacdio Segundo Consideracdes
Energéticas

Os termos g;; da matriz de rigidez geométrica [K]s sio acdes segundo as
coordenadas, necessdrias para assegurar o equilfbrio da estrutura quando esta,
carregada com P, é submetida a deflexdes unitdrias (supostas pequenas face
s dimensdes da estrutura).
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Se a estrutura, partindo da configuragfo inicial de equilibrio, adquirir pe-

quenas deflexdes xi, x2, .. *; ..., isto &,
I X 1
T X
{2} =1- ¢, as forgas equilibrantes .
Tn X n
seriao

11 Q12 " G1n I
(Ko fzy = | 207 o 10 L (64)

fn1 One *°* {Inn Ln

Admitindo, por serem pequenas as deformagdes, que o regime é linear, ocorre
como expressio do trabalho de tais forcas:

T =

;_($1X1 + 2 X+ - + 2aX,) = %- {z}T {X}

ou tendo em vista (64)

Ji1 G12 ** Gia Ty

l 9 . . 5 x2
L= {#}T [Klg {x} = [x122 .. aa] g; g.g.g g_ﬂ_ “fe (65)

Gn1 Gn2 * " Jnn, Tn

Ora, a forga P terd o seu ponto de aplicacio deslocando-se em sua direcéio
de A, pelo que o trabalho de P é PA. Se houver equilibrio, o potencial das
forgas aplicadas ndio h4 de variar entre a primeira configuragdo (inicial) e a se-
gunda (com deflexdes z;). Se for escolhida para referéncia (potencial nulo) a
primeira posi¢io, serd:

V=0 .. P-A+%{X}"[K]a{x}=0 (66)
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ou ainda
1
— PA =3 {z}T [K]g {z}. (67)
62

A derivada segunda 32. 9 do segundo membro de (67) é o coeficiente

]

gi; da matriz [K]e. De fato:
'(3_1__ (‘;— {:E}T[K]G{x}) = ';—,(—% {x}T) . [K]a{:i:} bl {x}"[K]a(% () )]=

=0t gutet+ .. g+ . g+ .+ Gt

e
a.’!‘?;zj (_;- {x}T[K]G{SF}) = gij (68)
(:]
6%;_ (é‘ {#}T[K]e {x}) = g, (69)

Esta particularidade pode ser aproveitada, tirando partido de (67) para
obter os termos gi; da matriz de rigidez geomélrica:

1. exprimir o potencial Vp= — PA em fungio de deflexdes genéricas
(quuenas) Ty, T2 ..... Tny

2. obter os -coeficientes de rigidez por dupla derivacdo parcial;

g2 ik
0 = 32 (=PA) = 9 Ve (70)
a2 o9?
9= 30z " F = 5505 1* i

13.2.1. Aplicacdo ao Exemplo Estudado no Item 13.1.2

Observagdo inicial. No caso da Fig. 13.2.1 para 4ngulos f pequenos, tem-se:
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. .0 ] 6
A=ag—acosf =a(l — cosll) = 2asen® *2" ou, por ser sen - HE §
ab?
A= —
5 (72)
P
y
P -
| = JE 4
g/ @ &
a 8 . >
| [
s s
Fig. 13.2.1 Fig. 13.2.2
No exemplo estudado, é (Fig. 13.2.2):
Ve=—P(A1+ Ay) = - Pl i ¢—§]
! i 2 9
Ty — T2 ZTa ; " (21 — a9)? 22
0, = ———, 0, = = — b et U =
' T R .. W P"( 202 +2r.2)‘
? P
Ve = _27 (2x22 — .’{':f = Q:IFEJ.
Por derivagfio parcial, vem:
v _ P
GVP P ( aff ST -f_
Ll e 1 T .1:1) 5
e 0 3V P
O a:h = 1= 1z = —
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Ve P opy - *Ve 2P
= — ZX2 : 7 = - =
B g e da} :

Estes resultados sdo os mesmos ji obtidos.

13.2.1. Outro Exemplo de Sistema com 2 Graus de Liberdade

Pértico com 2 articulacoes eldsticas de rigidez angular m. Os angulos su-
periores do quadro sdo rigidos. Todas as barras tém comprimento . Héd duas
cargas iguais P.

—O-
a a
a a
—-—b@ —
1 2
a a

Fig. 13.2.3

Geragio da matriz de rigidez eldstica (Fig. 13.2.4):

Fig. 13.2.1

wie= o [ 5 7]

Obtengio da matriz de rigidez geométrica (considerando o equilibrio) (Fig. 13.2.5)

I
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9%Vp 3P
g” == = -—
AV P 0 2a
— = — — (621 — 2z
dxy 4a 92V, P
me oom ' %
Ve P 0Vp 3P
i " g ) {922- i

Todos os elementos obtidos conferem com os da solugio acima.

Malriz de rigidez lotal:

[K] = [K]g + [K]e.
Fazendo N = P, tem-se:
Fig. 13.2.5 (K] = 1 [(Sm — 3aN) (=3m + al\) ]
22 [(=3m +aN)  (5m — 3aN)

Obtengiio da matriz de rigidez geométrica pela energia potencial (Fig. 13.2.6):

Equacéio final:

I

1 [(Sm HBG?\) (—3m +'ah)] lxx l B [0]
2a* L(—3m+a\)  (5m — 3aN) o)

Equacido caracteristica:

(5m — 3aN) (—3m + al)
(=3m + ak) (5m — 3al)

(5m — 3aN)* — (—3m + al)? = 0.

Fig. 13.2.6
Pa L* solugdo: 5m—3aA=3m—aN |N=-"2 P
Vo= — —= (1 + 6 + 6+ 60 3 =
2 2
P 2 L \e 2.* solugdo: 5m — 3a\ =,— 3m + a\ A*=Tm p2=_;”*_.
e () (2) +2(252)) -
2 a a 2

Modos eldsticos:

p :
Ve =— o (323 — 2z + 323). 1.> modo: para Ay = Py = %, tem-se na 1.* equagdo:
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2maxy — 2m xs = 0.

Para
=1, vem a2 = 1.

Logo

1
Xy} = { i }
1,00

Como se vé, o 1.2 modo (menor carga P) é anv-scmétrico (Fig. 13.2.7).

12 Modo
Fig. 13.2.7 Fig. 13.2.8
2.° modo: para Ao = P, = 2:
—mz — mx: =0,
Para 2y = 1,00, vem x» = — 1,00.

Logo

- h{ 1,001
o T (o

0 2.2 modo (maior carga P) é simétrico (Fig. 13.2.8).

22 Modo
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13.2.2. Exemplos de Sistemas com 3 Graus de Liberdade

1

Considere-se a viga da Fig. 13.2.9, onde as articulagdes B, C, D sédo

elisticas, com rigidez m (momento por unidade angular de rota¢io relativa).

13.2.9

Fig.
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A figura mostra a determinacdio das matrizes de rigidez eldstica [K]z e geo-
métrica [K]g a partir de sua defini¢do, com base nas condigdes da Estética.

100 pa [~2
[K]E=m[0 1 0} e [K]G=T“[—3
=i

0 0 1

As equacdes a considerar sao:

1 00 Pa -5 -3 -1
m| 0 1 0 :' + T -3 -9 -3
0 0 1 -1 -3 -5

ou, fazendo u = T

pz1

Modos Elasticos

Fig. 13.2.10

-3
-9
—3

0,
8, } =
B

—
-3
-5

o o o

Equagdo caracteristica:

Solugies:

u3— 19u? 4 96u — 144 = 0,

uy = 12,

Ha = 4,

Uz = 3.

Observe-ge que o problema poderia ter sido resolvido por iteragdo.

1.° medo, para u; = 12:

ou

tem-se

2.° modo para u = 4

Vem

3.° modo, para uz = 3

vem

1,00
{8}1 = 12,00
1,00

1,00
0}. = 0
—-1,00

1,00
1,00

323
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Observagdo. Obtengdo da matriz geométrica [K]e por energia (Fig. 13.2.11).

Fig. 13.2.11

Existem as relacoes:

O +0:+0;=a+4

ae +2a(a—0;) +2a(a —0; —0,) +a(@—0; —0, —0,) =0

505 + 30, + 6
= —ij:"éﬂrl_—l (para pequenas rotagdes).

Ora, o deslocamento do ponto de aplicacio de P, em relagdio & posi¢do inicial
com a peca retilinea, é (Eq. (72)):

A 2

2

@+ %ﬁ(a—-ﬁs)” 4 %(a_ea—ag)ur%(a—aa—ez—e,)?

Substituindo @ pelo valor obtido acima e considerando que o potencial de
P é Vp= — PA, tem-se

B ks :
Ve = — - (3003 + 5463 + 306 + 360.0: + 1200, + 360.6.).

-

13.2. MATRIZ DE RIGIDEZ GEOMETRICA

_ e 1,

13 = 931 = 36,60, 6
02V p 3

gzs = @z2 = 662683 ‘i 6 Pﬂ,

3V,

Qo2 = aeg =
_ 9 _

Gss = “5pz =

5
6

Pa.

325

Estes valores coincidem com os dos termos da matriz de rigidez geométrica,
obtidos pela Estitica, na primeira solucdo.

Solugio para a carga erftica pela itera¢do (Stodola-Vianello). Foram obtidas

as equacoes

5 3 1
3 9 3
1 3 5

onde u = Pa

Arbitre-se 0 modo:

0, 0,
32 = ,U 82
By 0,

Trata-se de determinar o maior 4 (menor P).

1,00
{6} = 1,00
1,00
1.* aproximacdo:
5 3 1 1,00 9,00 1,00
3 9 3 1,00 p =1 15,00 ¢ = 9,001 1,67
1 3 5 1,00 9,00 1,00
2.* aproximacio:
5 3 1 1,00 11,00 1,00
3 9 3 1,67 = 121,00 t = 11,007 1,91
1 35 1,00 11,00 1,00
3.* aproximacfo:
11,73 1,00
23,19 = 11,73 1 1,98
11,73 1,00
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4.* aproximagfo:

1,00 11,94 1,00

entrando com { 1,98 ; obtém-se | 23,84 r = 11,94 1 2,00
1,00 11,94 1,00

5.* aproximagio:

1,00 12,00 1,00
entrando com { 2,00 ; obtém-se { 24,00 | = 12,00 4 2,00
1,00 12,00 1,00

1,00

Logo w1 = 12,00 (como havia sido obtido) e {8}, = { 2,00

1,00

2. (Fig. 13.2.12) As barras sfo rigidas. A carga P atua em um ponto inter-
medidrio.

3
=p
4

s T

Fig. 13.2.12

Os apoios eldsticos laterais tém rigidez k.

Obtencdo da matriz de rigide: eldstica [K)g:

327
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k0 0
[K]g= 0 k 0}
0 0 %

Fig. 13.2.13

Determinacio da matriz de rigidez geométrica [Kle

92,
1P
3 a
0
1_P_
4

Fig. 13.2.14

p 2 1 0
[1\-].‘} = "I('!" [l —'2 1 ]
0 1 =2

2 1 0 1 0
1 -2 l ) o == 0
0 1 —2 Iz 0

Equacoes:
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4k
Fazendo = = M, obtém-se:

P
24w 1 0
1 (=24 ) 1
0 1 (—2+mw

a equagdo caracteristica u® — 2u® — 6u + 8 = 0.

1.° modo

M1 = 3,10 Yo P, = 1,29ka

32 Modo 1

Fig. 13.2.15

J

o1
T2

Iz

1,00
—5,10
4,64

13.2. MATRIZ DE RIGIDEZ GEOMETRICA 329
2.° modo
T 1,00
Mg = 1,15 " P, = 3,48M Ty = '—3,15
T3 _3,71
3.° modo
us = — 2,25 | (autovalor negativo)
I 1,00
P, = —1,78 ka zs ¢ =1 0,25
I3 0,06

O auto valor negativo corresponde a equilibrio indiferente com inverséo do sen-
tido de P.

3. TFstrutura com 3 graus de liberdade. Barras rigidas e Angulo superior
indeformédvel. Coordenadas 1, 2 e 3 (Fig. 13.2.16).

Fig. 13.2.16

a. Carga P vertical

Matriz de rigidez eldstica:
K 2K

Fig. 13.2.17
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) 331
2k 0 0 0w, N Ve o . _0W, = 2N
Kle=| 0 k 0 | 2= "38% = " 4 9T 95,0z, T 0 T T 4
0 0 k
Os esforgos normais nas barras sdo todos iguais a I A mhi geonimian 4
—4 1 1
P N
N=———o = — — .
5 (compressio). [K)e = = [ 1 2 0:,
1 0 -2
}
Dedugfio da matriz de rigidez geométrica, por via energética: N
Para —— = A, tem-se:
af? ks
Vp= —ZNA= _N2T=

2 -4 A A I 0
k ([ 1 ] +[ A —2X 0 ]) T2t =10
1 h 0 '—2)\ I3 O

ou
2—-4N) A A T 0
k A (1 -2\ 0 x2 ¢ =10¢"
A 0 a—2nd |z 0
1
1 A= —
) Y8 P 1,00
2 f =4 —1,00 ; (anti-simétrico).
Fig. 13.2.18 1.00
s T3 -4,
V_____ﬁr_ il 9 . 2 P1=A\/2 ka
P % (41 — 2za20 + 223 — 22135 + 223) 3
ou
: N B | A
Ve = —— @24 + a3 + a8 — 2122 — z473) 2 #1 0
@ @2t =1 —1,00  (simétrico).
- I3 1,00
911=m=—ﬂ- B anP_‘_IV__ n a"‘V.P N P;=_\‘/22‘—'kﬂr
Az a O T a0, a I 0r10zs a
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3) hs = ]. I] l’m
T2 t =1 1,00 (anti-simétrico).
= T 1,00
P; =4/2 ka ?

12 Modo

32 Modo

Fig. 13.2.19

b. Carga P horizonial (Fig. 13.2.20)

P

—_—a B

Fig. 13.2.20

13.2. MATRIZ DE RIGIDEZ GEOMETRICA

A tnica modifica¢do agora é que

Nuap = +——j§ e Npoc=—

{-

A matriz de rigidez eldstica ndo muda.

Nova matriz de rigidez geométrica:

- (@) e e @) - (@)= (23

333

Ve N N
gn = o =0; i === i fw=
P
22 = P Jas = U, Gz = p
0 -1 1
N
= — —_ 2 —_———=
. [Kle a': 1 2 0] parak—k
1 0 -2
2 —h A I 0
Ef =\ (142N 0 :, 3 ¢=10 2 — 10\ = 0.
A 0 (1 —2N) T3 0
A equagdo caracteristica é do 2.° grau (S6 hi dois modos):
= \/i
5
. £y I,OOO
P,=\/_?_ ka = 0,632 ka {x2}={ 0.236}‘
2 s —4,230
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)k2=‘—\/i,
5

(autovalor negativo)

Iy 1,000
P, = — ﬁ ka = — 0,632 ka x2 p =4 —4,230
5 s 0,236

P,=0,632Ka
—_—

1.000&"

Fig. 13.2.21

13.3. Instabilidade de Estruturas com Barras Deforméveis — Solu¢des Empregando
a Analise Matricial

A consideragio da instabilidade dos quadros, vigas e outras estruturas de
barras nas condigdes reais em que se apresentam — estando os elementos elisticos
e deforméveis continuamente dispostos ao longo das pecas, e nio localizados ou
discretizados em alguns pontos, como foi visto até agora — d4 lugar a um pro-
blema de solugdo bem mais complexa, porque o comportamento estrutural ndo
¢é linear, mesmo para pequenas deformagdes.

A aplicagdo da andlise matricial para determinar pelo menos a carga cri-
tica (menor P) e o 1.° medo pode ser conduzida por dois processos.

1.* solugdo. Consideram-se elementos (em grande nimero) com comparta-
mento suposto linear. Neste caso, hd a vantagem de se ter a solugdo completa
e direta do problema dos valores caracteristicos. Em contrapartida, os resul-
tados sé convergem para os verdadeiros quando o nimero de elementos cresce (tor-
nando trabalhosa a solugfo).

2.2 golucio. Consideram-se elementos maiores (as prdprias barras da es-
trutura), equacionando o problema néao-linear das deformagtes em presenga do

13.4. 1? SOLUCAO 255

grande esfor¢co normal e obtendo funcses de estabilidade que modificam os termos
da matriz de rigidez.

A pesquisa da carga eritica e do primeiro modo s6 pode, em geral, ser efeti-
vada por etapas, em aproximagdes sucessivas ligadas & varia¢io do esfor¢o normal.

13.4. 1.= Soluc¢dio — Discretiza¢io com Elementos Linearizados

13.4.1. Matris de Rigidez Geométrica de Elementos Sujeitos a Solicitacio
Normal

Considere-se o elemento da Fig. 13.4.1a, com as coordenadas locais indi-
cadas (correspondendo a deslocamentos extremos s, s, $3 € 8.

2r[\4
C (a)
|

————— <—— (b))

(c)

(d)

(e)

(f)

Fig. 13.4.1

As partes b, ¢, d e e da figura mostram as configuracdes deformadas y, y2
Y3 e y,, obtidas para s; = 1, 82 = 1,83 = 1 e s4 = 1, respectivamente. As acdes
mecénicas S;, S:, S; e Sy associadas a essas configuragdes (sem a presenca da
for¢a normal N) seriam os termos da matriz de rigidez eldstica.

Deseja-se, agora, considerar, as agdes suplementares G, Gz, Gy e G4, neces-
sérias para restabelecer o equilibrio face A influéneia de N (suposta linear) em
presenca daquelas deformagoes.
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Foi visto que estes elementos da matriz de rigidez geométrica podem ser
obtidos por dupla “erivagio parcial da energia potencial de N:

&2
VN = — A-YA = - NZG"'TI (72)

No presente caso, sendo & a abscissa de um elemento da barra, y a ordenada e

g— = 0 a inclinacdo, a expressdo se torna
T
P =l N[ (‘iy_)z dr (73)
¥ 2 Jo \da '
Ora,
Y = 181 1 Y282 + YaSs + YaSs
o que di
dy dy:, dy: d’yz d'ya
= —= =
U R W PO e T
ou
Y = sy’ + swys’ + says’ + sqyd (74)
donde
N i
Vy=— _2__'. (s1yn” + s2y’ + ssys’ + sayd)? dz,
0
N l ¢ 1
Vigssinsp- (s% L y1"‘dx+8§j yo'idr + ... +sﬁf yddz +
0 0
l ! ra
+ 28182 J.u Yy dx + 28183J. yryde + .. 28584 | ys’y.;’dr).
] 0
Se se fizer:

1 (]
I yde = Cy (75) e J.n y'yi'ds = Cy (76)

0
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vem:

1 2
Ve =~ 5 N (8iC11 + $3C22 + $3Css + s3Cyy + 2818:C'12 + (
77)

+ 25185C13 + 28184C 11 + 2828;C53 + 28084054 + 2855,C54).

Dérivando parcialmente, duas vezes, tem-se:

a2, o
T’i;';’iz — NCu = gny; ... .c'i_s;_ﬁ’i= —NCyz=g1 ...

Logo, os termos da matriz de rigidez geomélrica da barra, em coordenadas locais,
s80:

gi = — NCi;,| onde Ciy é o valor da integral (75);

gi; = — NCi;,| onde a expressdo de Cy; € (76).

A matriz de rigidez geométrica completa serd:

—Cu —Cn —Cy3 —Cuy
—Cy —Ca —Cy3 ~Ca
_Cal _Csﬂ _Css “'CM
—Cy —Cyp —Css ~Cy

[kle = N

Para obter os Cj é necessirio exprimir y; = fi (z) e y; = f; (¥) (correspon-
dentes respectivamente as deformacoes de extremidade impostas s; = les; = 1)
e efetuar a integracdio (ver o livro de Rubinstein, Structural Systems — Statics,
Dynamic and Stability, e o de Przemieniecki, Theory of Matriz Structural Ana-
lysis, citados na Bibliografia).

E ponto de vista pessoal do autor deste trabalho que um tratamento muito
mais cémodo para chegar aos Cy; consiste em obter os diagramas de y' (utilizando
as analogias de Mohr) e depois calcular as integrais /Sy ¥; dz, wlilizando as fér-
mulas de S*M;M, dx, de uso corrente na Teoria das Estruturas para caleular
deformagdes, também conhecidas como integrais de Mohr.

Assim vai-se proceder.

1. Diagrama de yi. Impondo a rotagio sy = 1, surgem momentos fletores
na viga dada. Passando & viga conjugada (cuja reaciio esquerda € unitdria,
porque é sy = 1), o diagrama do esfor¢o cortante é o diagrama i (Fig. 13.4.2).
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Haste Com RotagGo S;=1...Y;

DMF M 3EJ W
i ~ 4
L) >
M qf-p

-Reacao S;=1 \LJ

Cortantes na Viga Conj. —@ h\l\ \T

T

V. Conjugada ( Mohr) C/Carregamento EMJ

Fig. 13.4.2

2. Diagrama de y;. Procedendo de forma semelhante, os resultados da
Fig. 13.4.3 sdo obtidos.

Y2

2 Reagdo sp=1

0.25 parabola
1

Fig. 13.4.3

3. Diagrama de y3. Agora, a configuracio deformada se deve a um deslo-
camento transversal imposto s; = 1 (Fig. 13.4.4).

4. Diagrama de y;. Idem, para um “recalque” imposto sq = 1 (Fig. 13.4.5).
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Y3
M
6
vconjugc/— 6 Il P | 2
e 1,5
(: ) m i X
Fig. 13.4.4

Fig. 13.4.5

Nota. Como se pode verificar, os diagramas de y; sdo simples e permitem o célculo
rdpido das integrais, quando combinados dois a dois.




5. Cdleulo dos Ci;
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% 12 ¥ 48 Total:
Cu rl vy 3 3
! 3 ! 2
I g ¢ y: _ng)(lxz— =3 j 011—012—15
1
Cas k-~.—;'.7 8 3 _3 o
\ EXZX4 30
e, de modo semelhante, seriam obtidos:
1
A B volllge Sl o ol
Ciz = Cxn 1 —6——“2-+ 30 12 21 30
l&a_:?
1 9 1
Ciy=Cxn P {E_Tg Cu=031=—1—0-
Gaveres o | Bl S U o
Copa=0Cup=Cu=0Cn=— 10 1u=04n="0y=0y= 10
P . 6
Cas=Cu C”:C“:-s—l—
P SN
6
Cas = — Cy; Cas = Cy3 = — B

h

13.4. 12 SOLUGAO
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6. Matriz de rigidez geométrica do elemento. Se N for de compressio
_2 11 17
15 30 10 10
A2 1 1
[K]G =N 30 15 10 10 (78)

[ 10 10 5 5 _
(para N de compressdo).
g
P 4 \
N ’ N
—_— -}
Fig. 13.4.6

Se N for de tragio, os sinais devem ser trocados.

Caso de um elemento (haste) com wma extremidade articulada. H4 duas coor-

denadas (Fig. 13.4.7a).

Procedendo do mesmo modo para com os diagramas de y; (associado a s; = 1)
e 2 (associado a s: = 1), tem-se:

{ 3! l
- e

I X I
Cll—J.u i dx—‘; ‘—g 40

3 3

!
L — 1 _
Cip = Cy = J.u Yyado =0+ 16 16 40

C.J!Il-—

o Bt it 3 6
C = ? [ = — —_——— e =
# fu ey R e
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Logo

Kle=N
e (79)

I
S| - U‘[H
I
sle v

n

/1 ’Ar (a)

e

o
i g J i =
/o & (b)

Fig. 13.4.7

Os resultados da barra engastada conferem com os obtidos nos livros cita-
dos de Rubinstein e Przemieniecki, que ndo destacam o caso da barra com extre-

midade articulada.

1"
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Observagao. Extensdo desta solugtio ao caso dos sistemas rigidos estudados em 13.2. Nada
impede que se aplique esta solugio ao deduzir a matriz de rigidez geométrica para os sistemag
rigidos com ligagdes eldsticas. Os diagramas de y'; serdo constantes, pois 0s y; sdo lineares,

d 3
vi= -2 _ 6, (constante)
dx

e portanto:
]
Gig = j; 0, 0; dx = ;6,1

e da mesma forma

]
Cy = _L' 06; dx = 6,0l

Fig. 13.4.8

Logo
@i = — N6l (80)
gi; = — NOS. (81)

é&ssim, no exemplo ja estudado em 13.2.1, com 2 graus de liberdade, as configuragdes deformadas
do:

—‘-:’f ; = — ? (valores j& obtidos).

v ==
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v
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Exemplos de Aplicacio da 1.a Soluciio ¢ Pesquisa de Condigoes de Ins-

tabilidade

13.4.2.

1. Trata-se de obter a carga critica para a coluna da Fig. 13.4.11 que tem
; 24E
contencido lateral eldstica, de constante k = Il": o .

As coordenadas de referéncia estdo indicadas na figura.

P
/
Ll Lir ) i
I e E,J 68EJ
g2

[}
1
Trad
K \ 2 -+ +
W -~ e 1" Tt R
P F— 1 L
! 6EJ

Fig. 13.4.9 Fe
No Ez. 2 de 13.2.1 (2 graus de liberdade), o -4 12EJ 4EJ S_Ei
1 24E)
12EJ
By o g | Sk : ot Sy e 5
C”'-'m(‘hx2>< a?) 2 5 o S B
l—— - :
1 1 1 [ _BEJ
(.'12=€I(—2X§E><%)=‘—%- P 22 L\
Fig. 13.4.11 Fig. 13.4.12

Matriz de rigidez eldstica (obtida diretamente, Fig. 13.4.12):

8EJ

[K]e =
48E.J

Matriz de rigidez geométrica: usando a matriz da expressdo (78), onde s6 inte-
ressam duas coordenadas em cada barra, é obtida com os dados da Fig. 13.4.13:

Fig. 13.4.10
Note-se que s6 foram consideradas as barras que tém esforgo normal P.
- 4P
. i,
a —
= ! ¢ =
. [Klg=P 1 3 0 12P
2a BT 51
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Fazendo = A\, a matriz de rigidez total é

EJ
EJ [ (12012 — 41°\) 0 ]
[Klz -+ [Kle = "1573[ 0 720 — 36N |
Pl l"
1
N1
I \"35P 2
AN AL
S e T
14 _ -t
bl-5 o
P| .SP .
1‘ 1 Pl 10
i Py 2
Wi 182
I 10P /1 |
3 of
Fig. 13.4.13

Logo, o problema de autovalores é

EJ [12021—4227\ 0 Hm}zlo}
158 0 720 — 36A | | x» 0

R1=20€h2=30.

Y 0
Para A = 20, .°. p,=ﬂf‘:’{ & {Il}zll]'

E. 1
Para A2=30l P2=Me {Ia} ={ }

IE

Os valores de P, e P, obtidos so pouco precisos, porque s6 foram consi-
derados dois elementos de barra.

2. Na coluna da Fig. 13.4.15, existem 2 graus de liberdade, no n6 B (sem
computar as deformacoes axiais). As coordenadas de referéncia sfo as indicadas.

13.4. 12 SOLUGAO %9

Cileulo dos elementos de [K]g:

3E.
By aJ L+ BEJ _ 9BJ

_ 3EJ 6EJ 3EJ
Kw—Kz;—“-'T— e =

2T
3,

Fig. 13.4.14 Fig. 13.4.15
Termos da matriz de rigidez geométrica [k]g:
G.— _FPa _Pa __ 2Pa
" 5 51 5
Vo i
Gy =Gy = = '_“',_=0
5 5
G e 0. AT
£ Sa Sa Ha
Pa?
Logo, fazendo A = BT obtém-se:
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EJ (9a* — 2a°\)  —3a ] {xl } 12 { 0 ]
P [ —3a ©@—120 1 |z 0

8?2 — 42\ + 24 = 0. |

. EJ 13EJ
P1 = 3_.2&) a? == 12
A, = 0,65 s
r —_ ! \
@) { 2,50a ]
EJ 0257
b B0 =i
Ay =40 000
1
! Ea 4
(e} ’ —0,0GGa]

Nota. Mesmo a primeira carga (P;) estd com valor grosseiramente aproximado, pelo
fato de haver apenas dois elementos (AB e BC) na haste. O valor exato de P; é da ordem

de 12,8—‘5;21,
13EJ
1=l—£t—
I Yo P
19 Modo | """‘

Fig. 13.4.1.6

3. No pértico assimétrico da Fig. 13.4.17, com apenas um grau de liberdade,
tem-se:

at a? . AiNa

12EJ " 24EJ 36EJ

ky =

13.4. 12 SOLUGAO 349

Ha
36EJ ' 12P
@ 5@ )T 0
36EJ  12P, . =
as = _5a i Pl = 15 02 .
P P
J - coorden.
J rigido v
| B D 1
a 24 J
J‘— mrrn — e mmrrn
C

Fig. 13.4.17

mEJ __ 10EJ
—5 = ——5— e a coluna
a a”

Note-se que a coluna CD isolada teria P’ =
2miEJ 20EJ

—
=

AB teria P =
a® a?

rotagdo, do topo.

, sempre considerando a deslocabilidade, sem

4. No caso da Fig. 13.4.18:

.,ru.r.u 7777
a |J 2J 214l
rigido s SN | o
+— T — — r.
1 e’ Sy
+ rigido _gh L
L B 24y ' !
-J'mhm mn
P

Fig. 13.4.18
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3 X 12EJ 24EJ 60EJ
kll —_ aa + ﬂ-s = as
—2 X 12E] _ 24EJ
ko = ko = at Sy
60EJ
ke = kn = ar
6 24
= = — —_— i — — P
gu = ga2 4P 50 5
]
6P 12
giz=2X T By
Pg?
Para A = SET vem
EJ (60 — 24N) (—24 + 12N) T 0
@ |(—244+120) (60 —24N) | = 0
1,00
h;="?", P1=11,67"‘E—;I; 1.2 modo
3 a _1’00
P 1,00
N =3, Po=15—; 2.° modo
a 1,00

Note-se que os dois modos ocorrem para cargas compreendidas entre as
cargas criticas de Euler da coluna mais esbelta (= 10EJ/a?) e da mais robusta
(=20EJ/a*). Aparentemente, os modos estdo trocados, mas este fato se explica
observando que no primeiro modo houve deformac¢io no pavimento que tem
duas colunas menos resistentes, o que ndo ocorre no segundo.

Observagdo. Esta solugdo para o problema da instabilidade ¢, como foi dito, aprozimada.
O problema nfio é linear e, na construciio da matriz geométrica, partiu-se da condigio de li-
nearidade na origem, isto é, com P variando a partir de zero. Os termos desta matriz séo

. . wEJ
fungdes ndo-lineares de Pi’ sendo Pg a carga critica de Euler s
E

Se 0 niimero de elementos for grande, haverd em cada um deles pequeno valor de I e, portanto,
grande valor de Pgr. Neste caso, a relagdo P|/Pg é pequena e a malriz oblida estd prézima da
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verdadetra.  Assim, a solugdo converge para resullado exato quando se considera maior niimero
de elementos (e, em conseqiiéneia, maior nimero de graus de liberdade).

E uma solu¢io para computador, pois o problema de autovalores fica trabalhoso.

EJ -
2 Pp=1577

SN N
iy
ot

Fig. 13.4.19

13.5. 2.* Solug¢do — Consideraciio da Nio-Linearidade. Func¢des de Estabilidade
13.5.1. Funcdes de Rotacio

Considere-se a barra reta da Fig. 13.5.1, com as coordenadas 1 e 2. H4 uma
compressiio axial P.  E conhecida a equacio diferencial

dy _ M
de® EJ

P TN ene e

T
X — |

|
|

I b N, A%

Fig. 13.5.1
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Ora
M =8 = ﬁi!'ﬁ z+ Py (ver fig).
Logo,
dzy P e Sl l—= ) S i
wrtEmv="®wm\"1 )T T
P 2
Se for feita a transformagio T k*, vem
d‘y _ S1 l—=x Sa £ 82
& =" T TE T (62)
A solugdo geral é:
S l—2 S =z
y=Clsenka:—1-Cgcosk:v~?l 5 +_1;'T (83)
(se P for de compressio).
As condigdes de contorno sdo:
: =S
Dparn z=0, y=0 .. |C=""
S S
2) para z=1, y=0 .-, CL= «-—-P‘- cotghl — J—;—coseckl.
Logo
y= —E—}k—g ((— S: cotgkl — S: coseckl) senkx 4 S, coskr —
(84)

T
-5 £I+Sz%)-

13.5. 22 SOLUGAO

353

Para obter os coeficientes de flexibilidade, h4 que derivar em relagio a z:

1

yi'=.___

EJ K

I (— 8 k cotghkl — Sz k coseckl) coskxr — S, ksenkzr +

As rotagoes de extremidade (s; e s2) 880 os valores de ¥ paraz =0 e z =/
convindo notar que neste tltimo caso o sinal tem de ser invertido (dada a con-

vengdo de sg).

Se, para simplificar,

chega-se a

o= TEIT (Kl cosee kl — 1)
3 (85)
B=ag (1 — Kl cotg k)
oy Sif 6 _ S?l
Y7 8EJ 6EJ
S Sl (86)
8=~ gpy taprh.

No caso da for¢a axial de tragio T, a solugio homogénea da equacgdo dife-

rencial (84) vem em termos de fungdes hiperbdlicas. Para ki =

T
H . obser-

vando as condigdes de contorno e derivando a expressdo obtida para y, para

oy = _E?E_? (1 — Kyl cosech ki)

“ (87)
IGJ = 'P_s (k]l cotr h klz - 1)
il

sdo obtidas as rotacdes:
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Sil Syl
o= 357 P~ BT @
_ oS, S (55
8 = "6gs 7' 3EJ "

forca
As funcoes @ e B (para forga normal de compressio) e a; e B (para fo

normal dl:eniraqﬁo) siio conhecidas como fungdes de Berry. A solugdo acima
acha-se no livro de Gregory, Elastic Instability (Ed. Cassie). As fungdes citadas

P

constam de 4bacos ou tabelas, onde se entra com o argumento Kl = EJ

13.5.2. Matrizes de Flexibilidade e de Rigides de um Elemento

Para o elemento estudado, a matriz de flexibilidade é (ver Eqs. 86 e 88):

e = 28 -—a 89)
6EJ i 23

(substituir por @; e B; no caso de tragdo).

Invertendo esta matriz, tem-se a matriz de rigidez:

28 a
6EJ Tt 49h— o?
(k] = I 48 — o g%
a 26
482 = a? 462 i aﬂ
(ou a correspondente em a; e (31).
Definindo as fungdes de estabilidade:
e 120 (90)
462 — @?

I

ol

o o P e . —..

A bt
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o citado livro de Gregory transcreve os #bacos de Livesley e Chandler, que
ddo os valores de S e SC em funcdo de ~g-, onde Q é a carga critica de Euler
n2EJ

r

Os livros de Gere e Weaver e de Ping Chun Wang fornecem expressoes para
a matriz de rigidez [k]. A solugdo completa do problema est4 contida também
no livro Computer Methods of Structural Analysis, de Beaufait, Rowan, Hoadley
e Hackett (Prentice-Hall).

B interessante observar o significado mecéinico das funcdes S e SC das ex-
pressoes (90), (91) e (92).

Sabe-se que, para P =0 (.". k = 0), a matriz de rigidez é

[k] =

EJ[4 2]‘
l

De fato, para k— 0, a determinacdo de S e SC, acusando inicialmente
forma indeterminada, exige a aplicagio da regra de 'Hopital para que se
obtenham

S=4 e SC=2

. E
Assim, a funcdo S fornece, em termos de —TJ-, o momento ku (necessdrio

para produzir rota¢do unitdria, em presenca da forca normal P).

A funcio C é o fator que, multiplicado pelo momento ki, aplicado, d4 o
momento ky = SC despertado na outra extremidade.

Logo, C & o coeficiente de transmissio ou carry over factor (o mesmo usado
no processo de Cross).

E interessante notar que este fator, sendo igual a 0,5 para P = 0, torna-se

-2
ungldrio quando P = 11_1?{- ,ou k= w? (tendo-se neste caso S = SC== 2,5) e

- 27

“ F ™
atinge valores maiores do que 1 para P > 7

caso ndo seria convergente, o que representa um indicio de instabilidade).

(a solugdo por Cross em tal

C = (92)

@ EJ [S SC]

58 (91); [k] = 7 lse s
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Valor de
SouSC
SC
/
- y
7
S
h\-... 6 7
i sc
.
< 5 Vi I
‘\'x )‘F_//
4 /A
S /
N /
N s
3 ,/
-
—t— 1 |2 N
sC
N
1 b
N -
-3 -2 -1 0 1 2 3
-1
(trdgdo) ( comprpssio ) \
.
\
3 \
\
4 \
\
-5
-6 \
\
7 \
-8
-9
S
P . BJ
Valores de S e SC, em fun¢do de < onde Q= I

Do livro Elastic Instability, de Gregory.

Fig. 13.5.2

13.5. 22 SOLUGAOD 357

Obseryagtes:

1. Conforme o préprio dbaco mostra, as fungdes S e SC, que ddo os termos da matriz
de rigidez, nio tém relagio linear com P. Isto justifica resultados grosseiros, obtidos empre-
gando a matriz de rigidez geométrica, com a divisio da estrutura em poucos elementos,

2. Quando a forga compressiva P é igual A carga critica de Euler ( Q= __a-ﬂz_f,\{_ )’

ocorre, no dbaco, 0o ponto para o qual % = 1. Neste ponto: S =~ SC =~ 2,5,

E interessante determinar

Aoy para essa carga, os valores de- ;
de rigidez geométrica. ' ! g11 € gia, elementos da matriz

4EJ &
1 +a i1 = 2:? q_'l'_'

a) Deve ser

_ 1,6 EJ EJ P
= 1 ,ou,porser—l—-=-F,
1,5 Pl 3
gu=——5— ou | gn= ~ 2 Pl
2
(o valor obtido em 13.4 era — 1 Pl, havendo portanto um erro de % Pl, ou 119 do va-
lor exato).
b) Para o outro termo, tem-se:
2EJ 2,5 EJ
S + g2 =
0,5 EJ Pl

912="T_'p g &= —

; Pl :
(o valor obtido era 3o ¢ om erro muito grande) .

Evidentemente, se a primeira solugio estudada for aplicada com o cuidado de dividir
em menores elementos, as cargas P que provocam instabilidade para o conjunto da estrutura

TEJ
2

+(nos primeiros modos), sio pequenas em presenca da carga @ = (carga critica de Euler,
para o elemento).

Haverd boa aproximagio, principalmente no primeiro modo.
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I i do E das Funcdes S e SC Proble .
ol 52"'}:.‘2':;’5.-&-'3532“ Eor:w;::endn;p.’:te::ms Ro::t;ﬁessdos ‘Nés em froviemas Associando os elementos, (para o que se pode proceder pelo método da rigidez
direta), tem-se para o conjunto:

1. Trata-se de obter os valores criticos de P para a estrutura da Fig. 13.5.3.

S6 as colunas AC e BD sofrem compressdo significativa (igual a P); as vigas CD ; . @y (44 S 5
e DF trabalham 2 flexdo, principalmente. Obtém-se, em coordenadas locais, lf (K] = —— ]
as seguintes matrizes de rigidez dos elementos: l 2 7+ 8
(k). = % [ ; : ]  [Kla = 3‘?} ; O problema de autovalores é, entdo,
EJ [ 8 SC -' _Ei[4+8 2 ”xll_lo
[k]“=T[SCS ]=[k]e,. l 2 7+ 8 =) |o
4+ 8 2 S, -3
= St =
P B | 2 7+S| 0 ou +1184+24=0 {Sz—‘—-g
(a)
oY r i
1 0 L
EJ € comuma
: 1 todas as barras
A vn roem®

A
-
’
hy
n

c. de ref. Fig. 13.5.4 Fig. 13.5.5

1.* carga é 1.° modo. Ao autovalor S; = — 3 corresponde, no dbaco,

el QQ@ _@_"Qj =27 (onte @ = T2
5 6 T Q ! 2

4
n*EJ EJ
@ Py, =27 L ~ 27 T
c. locais
1 3
Para § =8, = — 3,
z Ty 1,00
d4: = I
Fig. 13.5.3 3 B Bqiiagho aoloa, {ul [ -0,50
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2.* carga e 2.° modo. Para S; = — 8, tem-se:
P 2 EJ EJ
— =32 P =325———-=325—
0 3,25 5~ h 5
I 1,00
02."m0{l0é[ }={ ]
XTa 2,00

Nota. As dificuldades deste processo nio se patentearam ainda neste Ex. 1. Tivessem as
duas colunas comprimentos diferentes e j4 os valores S seriam diferentes, exigindo uma
golugdo por aproximacio.

2. Pértico simétrico indeslocdvel, com cargas simétricas (Fig. 13.5.6).
Chega-se a

.-ler=_E_J-[7+S - ]
l 2 18
[K|=0 |S*+14S+45=0:
P P
£ Yy £ Y\ 2
77 ~/ . A
1 - =
1 - E,J,comuns
e = a todas as

i barras
pesots |

Fig. 13.5.6

13.5. 22 SOLUGAO

EJ 1,00
S1=—5;P1m %—‘;{X]w:[

le 1 1 5
~1,00 ] (o modo é simétrico);

Sy = —9; Py~ ———34;?'; ; {X}e

I k99 l (anti-simétrico)
1,00

3. Considerando trés elementos, dos quais s6 os dois verticais tém forca
compressiva P, Fig, 13.5.7:

K =§EJ—(ZS+4).

Havendo uma tnica coordenada de referéncia, a condi¢io de instabilidade é

284+4=0 S=-2

Do 4baco, tira-se: % = 2,5,

EJ

Pcrm25 P2 :

-
|
P

Fig. 13.5.7
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13.5.4. Fungdes de Translacio — Matriz de Rigidez Completa de um Elemento

Considere-se um elemento semelhante ao da Fig. 13.5.1, porém com quatro
coordenadas (Fig. 13.5.8). Pretende-se obter a matriz de rigidez completa do
elemento, influenciado pela carga axial de compressio P.

1 2
/‘\ E' J q
)} L \ (a)
3 4
S SC
S W SR 4] [T T
(529
] 1 -s(14¢) 's(uc)
L L

Fig. 13.5.8

1. Aplicando rotagdes unitdrias segundo as coordenadas 1 e 2, sio mobi-
EJ

lizados 0s momentos FE—;J— S e

s@o os coeficientes de rigidez, conforme as Figs. b e c.

SC e as reagdes forga de extremidade, que

B .
K; = — I;I S+ O); Ky =+ IE;I S + C);
E EJ
Kn=—-2L50+0 ¢ Ka=+-5-80+0).
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Aplicando translagio unitiria segundo a coordenada 3, Fig. d, a configura-

cdo da estrutura pode ser considerada como resultando de uma rofagio rigida
P P
V= % (que s6 desperta as reacdes T - decorrentes da presenca da
. . 1
carga P), seguida de rotacdes das extremidades — ¥ = — T dando lugar a
momentos:
EJ

(mesmo valor obtido para Ks))

EJ
2

S(l + C) = K.

Fig. 13.5.9

As forcas verticais totais nas extremidades s@io, assim:

P
2?;{8(1-1-0) —-% ¢ Ku=—2080+0 + 1.

Ky =

Aplicando uma translacio unitdria segundo a coordenada 4, Fig. e, obtém-se
de modo semelhante (Fig. 13.5.10):

¥ K =24 50+ 0) (= Kin
K 2 505 4 6) (= Ko)

l
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P
Kuy = — —2%’—,3{1 +0) + -+ (=K
2EJ P

Ky = +—33—S(1+0)_ T

‘ K34 K44T

Fig. 13.5.10

A matriz de rigidez complela do elemento é:

- S scr —Sa4o sa+on

sere Spe —S(140) S( + O
sa+on (28040 fﬁ) 28(1 c-ﬁ)

K1 = B |-sa+on -sa+0 ( (1+0) 5 —( (1+0) 5

EJ

] SA+CN SA+O) —(23(1+o)_ 4 rz) (23(14.0)_ gf; )

A Tig. 13.5.11 é um ébaco (do livro citado), dando os valores de S(1 + C) e 5"
(fungdo a ser considerada mais adiante), para os diversos valores de P/Q.

Caso de um elemento com extremidade articulada. As Figs. 13.5.12a, b, ¢, d
mostram, com detalhes, o cdlculo dos elementos da matriz de rigidez. Nesses
valores, aparece a fungdo

8§ —8C*=81-—C*=28".
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* S(14C)ou "
9
"\ B
e g
\\ 5 _ i st
4 S
\ 4 \\\ e s":5(1-c2)
\ 3 iz e i
2 il
N L~ B
Lk
AN
(trdedo) (conpressag) [
-2 -1 0 1 2 3 1
Fig. 13.5.11
A matriz de rigidez é
" B BT EJ §
T T o
EJ " _‘E_‘I_ "o _‘F_)~ EJ T _{3_
= (=Sl (Grer- o) - (S
EJ ” EJ " _P_ E. " ,_B_
2 & ( /3 H l ) ( & 3 l )
A funcio 8" =801 —C? (93)

consta do dbaco da Fig. 13.5.11, onde o argumento de entrada é o valor de

P gL
Q!p = 2
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13.5.5. Consideracdes Gerais Sobre o Problema da Instabilidade, no Forma-
a) Coord. \ lismo Maitricial — Critérios de Instabilidade 3 e

Como se viu, as fungdes S, SC e 8" (que integram os elementos da matriz
de rigidez dos elementos sujeitos & forga normal significativa) ndo sio lineares,
constituindo fungdes transcendentes de £, em certos casos associadas & fungdo
linear PJI.

Assim, s6 raramente (como nos trés exemplos estudados no Item 13.5.3),
serd possivel resolver de forma direta o problema dos autovalores, com o auxilio destas
fungoes.

O usual, neste caso, é obter a carga critica por aproximagées, arbitrando P
e verificando se a estrutura é ou ndo estivel, para essa carga.

De modo geral, o principio bésico é o de que nas condigdes de instabilidade,
um sistema eldstico tem rigidez nula e fleaibilidade tendendo a crescer indefini-
damente.

1.2 eritério de avaliagdo da instabilidade. Se {6z} sdo perturbacdes de equi-
librio aplicadas A estrutura, segundo um dos modos de flambagem, e se {3X}

s@io as forcas externas necessdrias para produzi-las, tem-se (admitindo que a

PO . P
rigidez seja fungio de N = —

Q
(6X} = [K(N)] {8a).

Ora, por defini¢dio, se a estrutura estiver submetida A carga critica, {6X} = {0}
pois o equilibrio é indiferente.

Logo.
(K] {6}

{0}

Il
o

e, portanto, [K(N\)| (94)

(c)

Fig. 13.5.12
A carga P é critica quando a matriz de rigidez se torna singular.

Posto que |K(X\)| é fungdo transcendente de P (e de A, portanto), a aplicagiio
deste critério exigird que se chegue 2s rafzes por aproximagdes numéricas, arbi-
trando valores de P e calculando o determinante caracteristico (94). Sempre
que este mudar de sinal, tem-se uma carga critica. Em geral, interessa a pri-
meira delas (a de menor valor).

Obtido Peug, 0o mado correspondente vem das equagdes:

(KN {z} = {0}.

2.0 eritério: da rigidez absoluta. Segundo este critério, o estado critico ocorre
-(Edgu P, EJ v P quando “a rigidez absoluta da estrutura, segundo cada coordenada generalizada,
(==s 1 (5SS T) %
torna-se nula:
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P lp
-l : > )
- [
I R T
rmrrr

Fig. 13.5.13

A rigidez absoluta Ki;, segundo a coordenada 1, é a agdo mecinica a aplicar
sequndo essa coordenada, para deslocar a estrutura de x; = 1, sem que haja restri-
¢oes aos deslocamentos segundo_as demais coordenadas (Fig. 13.5.13).

E evidente que, quando Kj tornar-se nulo, a estrutura estard em equilibrio
indiferente e na iminéncia de tornar-se instével.

O 2.° critério é, portanto, (para todas as coordenadas 1)

Determinagio da rigidez absolula I?;,-. Seja um sistema com n coordenadas.
Quando aplicado o deslocamento z; = 1, deve-se ter:

rO Ku Klz Kn' Kln Ly
Q Kzl K22 Kg,‘ Kg,-. g
VRo{= | ko ko Ko o ke |Yasa
0 Bt Kas: own Kot e o T
0 =Kpyzi+Kigto+ ... + Kiui+ ... + KynZn
0 = Kzle + K?'zﬁ'}z'Jf“ oo + Kt + ...+ Konln

0 = Koo + Kuwwo + oo+ Kni + .. + Kuna
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Trocando_de posigio a coluna ¢ do segundo membro com o primeiro men-
bro, as equagdes, sob forma matricial, serio:

Ky Ky ... 0 ... Ky &Ly —Ky
Koy Koo ... 0 ... Ko Ts —Kx
KoKe . -1 . K |\Ea( = )—Kal. (96)
Kika » . - Kallm — Ko

O primeiro membro da Eq. (96) apresenta uma matriz de rigidez modifi-
cada:

Ky Ko ... 0 .. K
Km KE'J 0--K‘2n
575 R (R
Kﬂ K:’z — —'I . ]f,'“
Ky wow wam 10 w5 Blay

(obtida a partir da matriz inicial com a substituicdo da ecoluna de ordem 7).
Seja [0] = [Ks]! a inversa desta matriz. Deve ser:

£ 511612-‘- ﬁlt Bin —Ky;
L2 621 F}zz e ﬁzf 621'! — Koy
Ky BuBe  PBi B | |—Ku
T f il s w6 ow o s o
e finalmente
Kl‘i’ == ﬁ'l'l K]i' = ﬁi':! Km‘ T B\iﬂ Km'- (97)

Concluindo: “a rigidez absoluta Ky resulta da multiplicagio da linha ¢ da
matriz [B] (inversa da matriz de rigidez modificada [Kg]) pela coluna i da malriz
de rigidez original [K]”.

Se a estrutura é estdvel, os valores da rigidez absoluta K; para todds as coor-
denadas gerais (que correspondem a deslocamentog nodais independentes) serdo
positives. A situagio eritica é atingida quando um deles se anula. Ezistindo
um Ki; negativo, a estrutura é instdvel.

3.0 eritério: da convergéneia na distribuigdo de memenics segundo Cross. Se se
aplicar a uma estrutura sujeita a grandes esforgos normais uma agfio externa
(forca ou momento) perturhadora, esta agdo ird em geral excitar a estrutura
com participacio dos diversos modos de flambagem (ocorrendo fato semelhante
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ao o que foi estudado no caso das vibragdes). Se tal a¢do externa afetar o pri-
meiro modo e a forga normal for a carga crilica correspondente, os momentos fletores
induzidos por tal perturbagio lenderdo para valores infinitamente grandes. O mesmo
seria valido, como ¢ l6gico, para os demais modos.

Fsta particularidade pode ser explomda para testar a estabilidade pelo pro-
cesso numérico de Cross.

As fun¢des de rotagio e transla¢io estudadas servirio para se obterem as
grandezas bdsicas desse processo. Assim:

K=—¥S ou K’=;E'L‘—I—S”

sfio os valores da rigidez em uma barra, conforme a extremidade oposta & que
se considera esteja engastada ou articulada; o coeficiente de transmissio (carry
over factor) é a fungio C, obtida do dbaco ou das fungdes a e £ (no caso do dbaco
serd o quociente de SC por S); os efeitos de deslocabilidades dependem das fun-
¢oes S(1 + C).

Aplicando & estrutura uma ag¢@o externa (de preferéncia, por ser mais simples,
wm momento em wm dos nds) que excite o primeiro modo, desenvolye-se normalmente
a iteragdo segundo Cross. Se a solugdo converge, a estrutura é estdvel. Se diverge
é instdvel. HA apenas que ter o méximo cuidado no constatar a correspondéncia
entre o modo testado (no caso, o primeirg) e o modo® excitado, isto é, torna-se
necessdrio que a agio externa ndo produza efeitos que excluam a participagdo
do primeiro modo.

Exemplos

1. Trata-se de determinar a cargh critica do quadro da Fig. 13.5.14, no
qual todas as barras tém o mesmo EJ.

A estrutura considerada tem 2 graus de liberdade (ver as coordenadas da
Fig. 13.5.15).

] nEJ
1.* aprozimagio: P = R
P 1
F LN 2
a a
a a a ’
mrm
Fig. 13.5.14 Fig. 13.5.15
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Tem-se S=8C=25;,81+C) =5
EJ [8,5(.1’ —5a]

K
(K] = ik "

Pelo 1.° critério: |K| = 5ia® — 25a* = 26a* (>0) (estdvel).
Pelo 2.° critério:

EJ [85a -5:1] {z; }_ {0 } , {:n = 0,59

a® |—5a 6] L1 Kpf = \Kpe=-29+6=]|+ 305
(>0)

EJ [850° —-Sa] {1 } {Rn} _ {xg = 5a/6

a* | —5a 6 za 0 | " 1K = 85a® —42a2 = | + 4,302
(> 0)

A estrutura é esldvel, pois

Kn>0 Ep>o0.

i s o T EJ
2.* aprozimagdo: P = 1,3 ; — (aumentou-se o valor de P).

Neste caso, S = 1,7; SC = 2,8; S(1 + C) = 4,5.

(K] =

EJ [ 7,70 —4,5(1]
a® |~45¢ 20

Pelo 1° critério: [K] = 15,4a® — 20,20 = — 4,842 (< 0) (instvel).

Pelo 2. eritério: Ky = 7,7 — 10,1 = — 2,4 (instdvel).
“EJ ;
3.* aproximagdo: P = 1,2 . 8=19; 8C =27; SQ + C) = 4,6.
7,9a* —46
&l = | |
—4 6a 3,2

1.0 critério: [K] = 27,5a? — 21,2a* = 6,3a* (> 0) (estdvel).
2.0 critério: Ky = 1,2, Kas = 0,5 (estével).
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A carga critica é intermedidria entre os valores das 2.* e 3. aproximacoes:

niEJ wiEJ _

12— < Peg, < 13 —

Se feitas outras aproximagdes, seria possivel determinar mais precisamente o
valor dessa carga.

2. Verificar a estabilidade do quadro da Fig. 13.5.16 para a carga dada.
Os esforcos normais sdo:

*E.
— nas barras 1 e 2: compressio de 1,25 oo
w2EJ
— na barra 3: tragdo de prang

O)
g . I
—l"— 0,8a 4—‘ 0,8a —'|"
Fig. 13.5.16

Para as pegas 1 e 2:

N
—Q— =125 8 =1,75; SC = 2,75; C = 1,57; 8" = 1,75 (— 1,48) = — 2,59

N S E.

K' = L S =] —2,69 J -

a
Para a barra n.° 3:
AV 2 ] s

= — 2,56 I TFJ, .. 8 =6,70; SC = 1,50, ¢ = 0,224
Q a?
kom0 - lasg Sy,
1,6a

S P ERSSRRRmmm———
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(s coeficientes de distribui¢gdo u sdo:

4,19
Map = MpAa — 1.60 == 2v62=

2,59

Map = MBp = — 1,60 = — 1,62.

E claro que o primeiro modo é simétrico, pois ndo hé deslocabilidade linear e as
deformacoes simétricas acarretam menor energia de deformagdo. Logo, vai-se
testar estrutura com momentos perturbadores simétricos em 4 e B, de 10 mt.

A solugdo é interrompida quando a tendéncia de convergir ou ndo ji estd
patenteada.

(Os momentos da coluna da esquerda (M 4p) serdo obtidos pela soma de par-
celas 16,20, 9,71, 5,57, .... que formam wma progressdo geoméirica de razio
0,586. Logo, a soma converge (0 mesmo acontecendo em B, por simetria).

ez -1,62
2,62 | {262
: | ! FAYEEY
| | | i
10,00 | -10,00 |

| 26,201-16,20

1—5,87 |

I 16,20 -26,20 |
e et
5,87 |

|——4 1 1 [
1 3,44 I 344 |
1 557 [-9,01 ! | 901 |-557

Fig. 13.5.17

L A estrutura é estdvel para esta carga, embora esteja muito prézima das condi-
goes criticas.
Esta conclusio é confirmada pelo 1.¢ critério:

1,60 140 EJ
[K = [ 2 2 ] e nd
] 140 1, - (coordenadas na Iig. 13.5.18)
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EJ? EJ?

IK| = (2,56 — 1,96) —5— = + 0,60 (> 0) — estdvel).

a2

E confirmada também pelo 3.° eritério:

RHI==R;2= +*038‘£%£.
1 2
AT A

coordenadas
Fig. 13.5.18

3. Verificar a estabilidade do quadro da Fig. 13.5.19, no qual EJ = 2 000 tm*.
Nas pecas verticais:

»EJ

Q= —I—g- = 1974t 0,75

@[n;
I

S =290 e 81+0C) =521

12,0 104,22 104,2
[K] =] 1042 1380,0 4000 | .'. [K] =0.

1042  400,0 1380,0

A carga dada é aproximadamente a carga critica.

1481 148¢
2 3
T - . )
10m
"}— rm me
-'— 10m —4%

Fig. 13.5.19

13.5. 22 SOLUCAO

Para obter o 1.° modo, tem-se:

|

12,0
104,2
104,2

104,0
1380,0
400,0

104,0
400,0

1380,0

1,00
€
T3

375

0 1,000
=10 {X} =1 —0,059
0 —0,059

Fig. 13.5.20




| Apéndice l

Hementos de
Aigetira Matricial

1. DEFINICOES — NOTACOES

Matriz [A], de ordem m X n, é um arranjo retangular de elementos dispos-
tos em m linhas e n colunas:

ay G2 ... Gy .. Og
g1 (22 L. 02 oo Qa2p
f - Co .. .
[Alnx e T T 7 R P s
Am1 Qw2 ... Qmj .. Omg
Cada elemento a;; pode ser um nimero qualquer — utilizado para“operar

transformagdes lineares — ou o valor de uma grandeza mecénica ou geométrica,
como por exemplo for¢a, momento, tensdo, deslocamento, velocidade e compri-
mento. A matriz condensa ordenadamente um conjunto de dados.

Matriz linha é a que 86 tem uma linha:

[A] =[a az ... a,] (de ordem 13X n).

Matriz coluna é a que se reduz a uma coluna:

ay
{A} =1 © L, (de ordem m X 1).
Am

As matrizes linha e coluna sdo também tratadas como vetores.
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Maitriz quadrada (m X m) é a que tem tantas linhas quantas colunas:

Qi iz Qg
(4] = a2y Qzp Qg3
az;  Qz2 daz

Toda matriz quadrada tem um determinante:

5 2 Q3
dz; Qzp dzg
Q31 Q32 dag

l4] =

Observagdo: H4 uma diferenga conceitual profunda entre uma matriz qua-
drada [A4] e seu determinante |A|. O determinante é uma funcdo explicita dos
m* elementos.

|4] =2 ‘(ﬂn‘ Ag; ... Gpm), podendo sempre ser reduzido a um escalar.
1= ies
j=1, . m

A matriz é um simples arranjo, nio correspondendo necessariamente a uma
funcdo ou ordem de operagdio. Embora possa ser designada compactamente
por um simbolo tinico, a matriz sd fica inteiramente conhecida quando sio apre-
sentados todos os seus elementos. A troca de posigdes destes, que no determi-
nante pode ndo afetar o seu valor, na matriz dard lugar a outra matriz, diferente
da primeira.

Duas matrizes de mesma ordem [A] e [B] serdo iguais se, para quaisquer 7 e j,
for a;; = by

[Alaxn = [Blmxna, s @i = by

Matriz diagonal é a matriz quadrada na qual s6 sdo diferentes de zero os
elementos da diagonal principal a;;: exemplo,

d, 0 0 0

” 0 des O 0

[D] = 0 0 diz 0
0 0 0 day

Mairiz escalar é a matriz diagonal na qual todos os elementos da diagonal
principal sdo iguais:

o OO0
L e e

I
coo®
oSOoO® O
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Mairiz unidade ou matriz identidade é a matriz escalar na qual todos os
elementos da diagonal principal sdo unitdrios:

[Ils = (matriz unidade de ordem 4).

OoO~O0O0

0
0
0
1

OO
oD

A matriz escalar é miltipla da matriz unidade de mesma ordem:

e 000 1000
loecoo|_ 0100 ]._
=l % 0 o8 |™%* 0010 |=ell
000 e 000 1

Transposta de uma matriz [Alnx, € outra matriz, [4]7xm, que resulta de
uma troca, na matriz original, das linhas pelas colunas, e vice-versa:

2 &8I
1 5_[2 1 2]
2 —4 |~ L8 5 —4]

Matriz simétrica é a matriz quadrada [S] cuja transposta é igual a ela prépria:

2 = 0
[8]7 = [8] .". & = @i ex. [S]=1]-1 3 2|
0 2 1

Matriz anti-simétrica é a matriz quadrada [A] na qual os elementos da diagonal
principal sdo nulos e os demais (dispostos simetricamente aos pares em relagio &
diagonal principal) sdo iguais dois a dois, e de sinais contrdrios:

ai; = 0 e a;; = — O
0 -1 -2
[A]T = — [A]; ex.: (Al =] 1 0 1
- | 0

Matriz nula é a que tem todos os elementos nulos: [A] = [0] se ay = 0.

2. SOMA E DIFERENCA (de matrizes de mesma ordem m X n)

[S]mxn = [A]an + [B]an : i 8 = aﬁ"‘i— bfj';

[Dlmxn = [Almxs — [Blaxn - 7. dij = @i — bi;
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(6 necessério realizar a operag¢do elemento por elemento).

Propriedades da adicio de matrizes
a) Comutatividade:
. [A] + [B] — [C] = [4] - [C] + [B];
b) Propriedade associativa:
[4] + ((B] — [€]) = (4] + [B]) — [C].
¢) Transposta de uma soma:
sendo [S] = [4] + [B] — [C], [SI7 = [4]" + ((B]" — [CV".
d) Decomposigio:

Qualquer matriz quadrada pode ser decomposta em duas parcelas: uma si-
métrica e outra anti-simétrica.

_ - - —

an Giz O13 & a2+az1  Giz+aa 0 12—z Gia— 031
= 2 2 2 2

2021 Gga—+Qaz a2 —az Q23— 32

Q21 Q22 G2z 1= @a Q. — | - 0 e
2 & 2 2 2
Q1331 Aza+aaz " a3 —aa; O3 — G32 0

a3 — =
a3y Qs (a3 2 2 L 2 2 ]

3. MULTIPLICACAO

Produto de uma matriz por um escalar
[ a2 ﬂla] [ cann iz CQis ]
[H =
g1 Q22 A2 €az Cdgz (Cdz3
Matrizes conformes (para multiplicagio)

Duas matrizes [Almxr e [Bl-xn 880 conformes se o numero de linhas da
primeira é igual ao niimero de colunas da segunda (r, no caso citado).
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Exemplo de matrizes conformes:
[ 2 -3 8 ] g 3 ;
e —1
4 1 5 4

Produto de vetores (linha por coluna)

by
b
Sendo [4] = [a; a2 ... an] e {B} = , o produto [4] {B} é
by
uma escalar:
[A]{B}=a1b1+azbz+ ..+Gﬂbn=c

(6 o produto esecalar conhecido desde o célculo vetorial).

Observagies:

a) Dadas duas matrizes-coluna {A} e {B} de mesma ordem:

{4}" {B} = {B}" {4} =C.

Assim, no caso de uma forga
X
{F} =1 Y
Z
e um deslocamento de seu ponto de aplicagdo

e r
{D}=iy£,
-4
xI

¢={F" {D} = D}" {F} = XY 2] ) yf = Xz + Yy + Za.

Z

o trabalho da forca {F} é:

b) No caso das matrizes

[Al=1lay a2 . . . @) e B=1y- i,
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o produto [P] = {B} [A] (coluna por linha) também & possivel, pois os fatores
sdo conformes, porém o resultado nio é um escalar e sim uma matriz, conforme
serd visto a seguir.

Produto de matriz por matriz

Dadas duas matrizes conformes [4] e [B], o produto [A]mxs [Blixns = [Plnxas
é uma matriz, tendo o mesmo nimero m de linhas de [4] e o niimero n de colunas
de [B]. Cada elemento P;; da matriz produto é obtido multiplicando a linha <
de [A] pela coluna j de [B]:

by,
bz,' T
Po=laaae . . .G . . . @il bis = ; agr bij .
ce= ]
bl:r

Uma disposigdo simples e pritica para caleular o produto de duas matrizes
é a conhecida como arranjo de Falk. As matrizes [A] (primeiro fator, que pré-
multiplica) e [B] (segundo fator, que pds-multiplica), sdo colocadas como se vé
a seguir, tornando-se fdcil destacar a linha e coluna a serem multiplicadas para
obter cada elemento ¢;; da matriz produto.

e e ——— S ——[T by bz .. by b
I A e ) bay bex . . boj . Doy
| I /—"_“—-————I"—'— bkl bkg . e bk_f . bkn
| [ o i
I I | /_"___"_brl b,-'z brj . b,-w_
| I | _ . l _
B a2 Qe - - Oy ¢ Ca2 - ]
az  Qas2 azk A2y (] |
. . . ) . ; !
Aix Gz . . @ik - . r = === — Cij
| Om1 Gm2 . . i oo Omr L Cn1 - . .- Cmn__l

Acima se vé o dispositivo para a multiplicaciio d¢ uma matriz [A](m X 7) por
outra, [B](r X n), para obter a matriz produto [C] (de ordem m X n).

Uma verificacio do céleulo pode ser feita: 1) somando os elementos de cada
coluna de (4], para obter [y @2 . . . &]; 2) somando os clementos de cada
linha de [B], para obter o vetor
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8, g) Dimensido do produto de vérias matrizes conformes em seqiiéncia
2
[4] [B] [C] [D] = [P]
. mXn nXp pXgqg ¢Xr mXr
B . W ) T_T L_T L_]
e 3) efetuando o produto [a] {8} = C (escalar que deve ser igual & soma dos

elementos de [C). k) Pré-multiplicagdo por uma matriz diagonal:
Propriedades da adigdo de matrizes

N 0 0 an G ands a12d;
. . 0 dz 0 @2y Qg2 = az 1l azods
a) A multiplicagio de matrizes ndo é operagdo comulativa, 15to é: 1 0 0 ds

Gz 032 ag (s agzds
(4] [B] = [B] [A]

(cada linha ¢ da matriz [A4] resultou multiplicada pelo elemento d; da matriz
diagonal).
(no produto [P] = [4] [B], dizsse que [4] prémultiplica [B] ou que [B] pés-
-multiplica [4].

i)  Pés-multiplicagdo por uma matriz diagonal:
b) E operagdo associativa:

an G2 j and;  ayads
1 0
[1‘1] ([B] [C]) = ([A] [B” [C]. Qg1 Q22 [ ] == (gt aady
0 ds
¢) E distributiva: asz Qg

agdy  aseds

[4] ([B] + [c]) = (4] [B] + [4] [C].

(cada coluna j de [A4] ficou multiplicada por d;).
d) Pode ser [4] [B]

[A] [€], sendo [B] = [C].

j)  Transposta do produto de matrizes:
e) Pode ser [4] [B]

I

[0], sendo [4] = [0] e [B] = [0]. ([4] [B] [c])" = [C]" [B]" [A)”

(é o produto das transpostas dos fatores, em ordem inversa,).

an Gz @ T ¢ . k) Determinante do produto de matrizes:
Qzy G2z G2 i-‘fzz = 4 L2 f; ou (4] {x} = {C},

Qazy (g Qa3 T3t 3 .["i] [B] [CI| i ]A| ! |B| E rCJ

f) O produto de uma matriz por um vetor é um vetor. Assim, a igualdade

permitindo escrever

1)  Para que duas matrizes quadradas tenham produto nulo, é necessério
(nio suficiente) que pelo menos uma delas tenha determinante nulo
ayry + anpT2 + G373 €1
Qo) + G222y + Qo3 p = G2 ¢, se [4] [B] = [0] .. |4] =0 ou |B| = 0.
as®y + Uaxz + s C3

r -
passa a representar compactamente, no formalismo matricial, o sistema de equa- : {. POTENCIACAO DE MATRIZES QUADRADAS
goes :
anx; + @iz + ars = o Poténcia de uma matriz quadrada [A4]:
3 ana + ao2a2 + G2z = 2

as Ty + Qv + A3a%y Ca.

[A]* = [A] [4] ... [4] .
o
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Observagio. Matrizes diferentes, elevadas a uma mesma poténcia n, podem
apresentar mesmo resultado (desde que seus determinantes sejam iguais).

SR AR AE Yew
A= 03  9<0 Q-
e [ 8 Ol T
R I B i B A

Note-se que, considerando as matrizes

PN A N

a primeira tem, na 4lgebra matricial, o papel da unidade na andlise numérica e a
segunda tem a mesma posicio do complexo ¢ = v/ ~ 1, pois sdo verdadeiras as
proposigdes

Wi =-10; Wr=-Wu; WE =11,
compariveis a i*= —1; #=—de¢ =1

Propriedades da potencia¢io de matrizes:

a) ([4]m)" = ([4]")~ = [4]™;
b)) ([41™)T = ([4]");
o 4| =]am.
3. SUBMATRIZES

Sao partes de uma matriz, formando novas matrizes: por exemplo
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NI W)
5 2 | 3 Az | Az
onde
A11=[2 8]; A12={1}' An =[5 2]; Az = 3
8§ 3 0/’ ' '

E possivel realizar operagdes como a multiplicacdo, trabalhando com sub-
matrizes, desde que as submatrizes a multiplicar sejam sempre conformes.

6. INVERSAO

Diz-se que uma matriz quadrada [A4] é singular se seu determinante for
nulo, | A| = 0 (o que indica que existe dependéncia linear entre uma linha ou
coluna e as demais),

Dada uma matriz quadrada e nao singular [A], define-se a inversa de [A]
como sendo uma matriz{A]-!, da mesma ordem e tal que [A4]-![4] = [A] [A]-* = [1].

A inversdo de matrizes é a operagdo bdsica para a resolucdo de um sistema
de n equagdes lineares simultdneas a n incégnitas. De fato, dado o sistema

G171 + M2X2 + . . . F AT, =
a1+ Gp2X2 + . . . Q2aZ, = G2
l GnT1 + G222 + + Gan¥n = Oy
ou
1y o rn L1 Ci
a1 Qg2 Q2q T2 | = T2
A1 Qp2 Qnyp Ty Cn-

ou[A] {X} = {C}, onde a matriz dos coeficientes [A] é quadrada e ndo singular,
pré-multiplicando os dois membros da equagdo por [4]?, tem-se:

(4] [4] {X} =[4]* {C}, ou {X} =[4][C].

Portanto, a matriz inversa [A]-! possibilita que se obtenham explicitamente
os valores de z;, para quaisquer ¢y, €z, ..., Cn-

Inversio pelos determinantes

Dada a matriz [A] a inverter, escreve-se primeiramente o seu determinante,
[ 41
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Calculam-se todos os cofatores A;. Colocando-os sob forma de matriz e
obtém-se a transposta desta matriz, que é a adjunta de A:

All Agl . . "1nl
agifa) = [ A e o S
3{!.:1 -'12n 4'1nn

A matriz inversa é obtida dividindo pelo valor do determinante de [4] a
matriz adjunta:

bl A
(Al = A Adj [4].

Se a matriz a inverter for uma matriz diagonal

di 0 0 0

0 o g 0
[D] =
0 0 0 d
sua inversa é
1/dy 0 . : 0
oL =] © 11de . 0
O 0 _ - i?d,,

Propriedades

a) A inversa de um produto de matrizes quadradas é igual ao produto das
inversas dessas matrizes, na ordem inversa:

(layisifey ... (L]t =[L]* .. [ (B ALY
b) Transposta da inversa:
. (LATT = ([AIR)yY

7. DERIVADA DE UMA MATRIZ

Obtém-se derivando todos os elementos da matriz:

APENDICE
[ a1 2 3 Typ 8 @ dayn
dx
d Iz Gy . 2y, - dag,
dx dx
L G Gy2 . . . Quy [l RS =

8. INTEGRACAO ENVOLVENDO MATRIZES

dam
dr

daz
dz

Aplica-se 0o mesmo principio visto para a derivacio

12 an LR Qi £ ¥ Ay
v wnow v DR in
1] Ay Qpy

a’h "

:l dr = [B]

onde todos os elementos de [B] sio obtidos por integracio

ll]
bi} = f Gx} dﬂ:
L

dﬂ';n ]
dag,

da, ,

387
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