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Equação do Equilíbrio Dinâmico

𝑝 𝑡 = 𝑝0

𝑓𝐼 + 𝑓𝐷 + 𝑓𝑆 = 𝑝

Carregamento:



𝑚 ሷ𝑥 𝑡 + 𝑐 ሶ𝑥 𝑡 + 𝑘 𝑥 𝑡 = 𝑝0

1) Solução homogênea: vibração livre amortecida

2) Solução particular: consiste da deflexão estática:

𝑥𝑝 𝑡 =
𝑝0
𝑘

𝑥ℎ 𝑡 = 𝐴 cos𝜔𝐷 𝑡 + 𝐵 sin𝜔𝐷 𝑡 𝑒−𝜉 𝜔 𝑡

Resposta a um carregamento súbito



Resposta a um carregamento súbito

𝑥 𝑡 = 𝑥ℎ 𝑡 + 𝑥𝑝 𝑡 =
𝑝0
𝑘

1 − cos𝜔𝐷 𝑡 +
𝜉𝜔

𝜔𝐷
sen𝜔𝐷 𝑡 𝑒−𝜉𝜔𝑡

Solução geral para                             :𝑥 0 = ሶ𝑥 0 = 0

Resposta NÃO-AMORTECIDA:

𝑥 𝑡 =
𝑝0
𝑘

1 − cos𝜔𝐷 𝑡

𝑥𝑚𝑎𝑥 = 2𝛿𝑒𝑠𝑡



Resposta a um carregamento impulsivo

Ref.: Clough, R. W., Penzien, J., "Dynamics of Structures", 
McGraw-Hill, 2nd Ed., 1993.



Resposta a um carregamento impulsivo
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Resposta a um carregamento impulsivo

𝑚Δ ሶ𝑥 = න
0

𝑡1

𝑝 𝑡 − 𝑘𝑥 𝑡 𝑑𝑡

•Resposta máxima atingida muito rapidamente;

•As forças de amortecimento não absorvem 
energia significativa do sistema;

•Considera-se este tipo de resposta como não-
amortecida;

•Aplicando-se o Teorema do Impulso:



Resposta a um carregamento impulsivo

𝑚Δ ሶ𝑥 = න
0

𝑡1

𝑝 𝑡 − 𝑘𝑥 𝑡 𝑑𝑡 ⇒ 𝑚Δ ሶ𝑥 = න
0

𝑡1

𝑝(𝑡) 𝑑𝑡 − න
0

𝑡1

𝑘𝑥(𝑡) 𝑑𝑡

⟹𝑚Δ ሶ𝑥 ≅ න
0

𝑡1

𝑝(𝑡) 𝑑𝑡

⟹ 𝑥 ҧ𝑡 ≅
1

𝑚𝜔
න
0

𝑡1

𝑝 𝑡 𝑑𝑡 sin 𝜔𝑡

𝑡1 ⟶ 0

ҧ𝑡 = 𝑡 − 𝑡1

⇒ 𝑚Δ ሶ𝑥 = න
0

𝑡1

𝑝(𝑡) 𝑑𝑡 − න
0

𝑡1

𝑘𝑥(𝑡) 𝑑𝑡

𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡1 𝑐𝑢𝑟𝑡𝑜



Resposta a um carregamento impulsivo

Ref.: Clough, R. W., Penzien, J., "Dynamics of Structures", McGraw-Hill, 2nd Ed., 1993.



Carregamento impulsivo - exemplo

Ref.: Clough, R. W., Penzien, J., "Dynamics of Structures", McGraw-Hill, 2nd Ed., 1993.



Carregamento qualquer – Integral de Duhamel

O carregamento no tempo pode ser considerado como uma sucessão de pequenos impulsos, 
cada um produzindo sua própria parcela de resposta.

Sendo o regime elástico e linear, a resposta 
final pode ser obtida pela soma de todas as 
respostas diferenciais (método da superpo-
sição), obtendo-se a expressão da Integral de 
Duhamel (Convolução):

x(t) =



Carregamento qualquer – Integral de Duhamel

Geralmente faz-se uso de métodos 
numéricos para a resolução desta integral.

x(t) =

Considerando:

x(t) =

Então:



Carregamento qualquer - Exemplo

Ref.: Clough, R. W., Penzien, J., "Dynamics of Structures", McGraw-Hill, 2nd Ed., 1993.



Carregamento qualquer – Exemplo


