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Abstract
A numerical analysis has been developed for calculating viscous flows over arbitrary surfaces by solving the
tridimensional turbulent boundary-layer equations. The governing equations are written in a genera
nonorthogonal coordinate system. The inviscid properties are obtained from the surface Euler equations. A
simple algebraic model for Reynolds turbulent stresses is used to close the set of equations. The resulting
equations are discretized and approximated by a two-point finite-difference numerical scheme. The procedure
developed in this paper is validated for some standard test cases and applied for turbine rotor blades.
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1. INTRODUCAO

Os métodos baseados na solugdo numeérica das equacdes de Navier-Stokes ndo permitem
o tratamento, de maneira eficaz e precisa, das camadas limites que se desenvolvem junto as
superficies arbitrérias tridimensionais devido as limitagbes da discretizacdo impostas pela
memoria e vel ocidade de célculo dos computadores atuais. Uma técnica eficaz, rapida e precisa
para estudar estes escoamentos € a modelagem e andlise de camada limite tridimensional.

No presente trabalho, um algoritmo foi desenvolvido para o clculo de escoamentos
viscosos sobre superficies arbitrarias baseado na solucdo das equacBes de camada limite
tridimensional e turbulenta. Para melhor representar as curvaturas das superficies, um sistema
de coordenadas curvilineas ndo-ortogonais de superficie € utilizado.

As propriedades da camada limite fazem com que a escolha da malha sgja dificultada se 0
escoamento for estudado nas varidveis fisicas, sendo interessante utilizar-se uma transformacao
de varidveis nas equacies de maneira a captar 0 crescimento da camada limite e manté-la
aproximadamente constante no espaco transformado. Uma generdlizacdo a0 caso
tridimensional das transformacdes de Levy-Lees foi escolhida para este estudo.

O cdlculo de camada limite tridimensiona faz intervir algumas propriedades e dificuldades
gue ndo estdo presentes no caso bidimensional. Um cuidado especial deve ser tomado quando
da formulacdo diferencial, de maneira a se considerar o principio de zona de dependéncia e de
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influéncia, que sdo funcBes da natureza matematica das equagdes de camada limite
tridimensional. A definicdo dos dominios de dependéncia e influéncia ditam as condi¢Bes de
entrada e de contorno a associar as equacdes de camada limite.

Um modelo de turbuléncia deve ser introduzido para representar 0S novos termos
introduzidos pelo tensor de Reynolds e fechar o sistema de equagOes. Neste estudo, um
model o de turbuléncia a gébrico do tipo comprimento de mistura é utilizado.

As equacles diferenciais parciais que governam o desenvolvimento da camada limite séo,
entdo, discretizadas e aproximadas por um esguema de diferencas finitas de segunda ordem. O
sistema de equagdes a gébricas ndo-lineares acopladas resultante € linearizado pelo método de
Newton e o sistema tridiagonal por blocos obtido pode ser facilmente resolvido.

O procedimento numérico proposto no presente trabalho € validado pela sua aplicacdo em
alguns casos testes disponiveis na literatura. Posteriormente, ele é aplicado ao escoamento em
pas de turbinas hidraulicas.

2. EQUACOESDE CAMADA LIMITE

Considerando-se a superficie de um corpo arbitrério definido em um sistema de
coordenadas cartesianas de referéncia (yl,yz,y“") , 0 sistema de coordenadas para a camada
limite é definido sobre a superficie do corpo por um sistema de coordenadas curvilineas ndo-
ortogonais (xl,xz,x3). Em gerd, aslinhas de x' = const. e x* = const. si0 ndo-ortogonais
com um angulo local J entre elas, e a terceira coordenada x® € retilinea e normal & superficie.
O sstema (xl, xz,x3) ¢ um sistema de coordenadas localmente monoclinico. Ele é

unicamente relacionado com o sistema de coordenadas cartesianas; as relages sdo dadas pelos

vetores de base do sistema x' .

As equacdes de camada limite em um sistema de coordenadas curvilineas ndo-ortogonais
para um escoamento tridimensional, turbulento e permanente, incluindo os termos relativos as
forcas de Coriolis e centrifuga tem a seguinte forma:

Equacdo da Continuidade
(kOlVl)‘l + (kozvz)'z + (k03v3)‘3 =0 1)

Equacdo daQ.D.M. em x*

1 2

\r/]—(vl)‘1 + \r/]—(vl)‘2 + v3(v1)‘3 + kll(vl)2 +k,viv? + kls(vz)2 +k, Wi + Kk wiv? +
1 2
) R{kss(R), + i (R),] = ki (p), + (), #] ) - 1] @

Equacdo da Q.D.M. em x?

2 2 3(,,2 1)2 1,2 2)2 3,,1 3,2
—(v )‘1+—(v )‘2+v (v )‘3+k21(v) +Kk,vVv +k23(v ) + KWV + KWV +
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W)ZR[kZG(R)|1+k27(R)|2]:%{kzﬁ( L ka(p), +[n{v?), - rviv ]3} ©)

Além destas equacdes, tem-se ainda algumas rel agdes adicionais que estéo definidas abaixo.

Relagdes para o Cisalhamento e VVelocidade Total
tlszn(vl)'s' rmz(m+m)( ) Lo ”(V ) - rvPV? (m+m)(v2)‘3 (4)

v’ (vl)2 + (vz)2 +2v'v?cosd (5)

No conjunto de equacbes apresentado acima, as velocidades v', v e v® sdo as
componentes contravariantes fisicas da velocidade e sGo normalizadas com a velocidade do
escoamento néo-perturbado v, . As distancias sdo adimensionalizadas por um comprimento de

referéncia L , as pressdes pela pressdo dindmica r v . As distancias e as vel ocidades normais
a superficie sdo também multiplicadas pela raiz quadrada do nimero de Reynolds de referéncia
Re=r,v,L,/m, . O efeito da turbuléncia sobre o escoamento principal é incorporado nas
equacoes pela viscosidade turbulenta m . Nas egquacdes (1)-(3) os fatores métricos k ,,, sdo
fungdes do tensor métrico da superficie. A notacdo indicia é usada para representar as
derivadas, por exemplo: (v1)|i o v/’ .

3. TRANSFORMAGCAO DASEQUACOES

Para as camadas limites tridimensionais € interessante utilizar-se transformacdes nas
equacdes de maneira a manter o crescimento da camada limite no espaco computacional
aproximadamente constante e permitir o caculo de uma familia de solugdes de similaridade
para ser usada como condi¢des de entrada para o inicio do calculo. Amorim (1991) estudou
algumas das transformagdes usadas na solugdo das equacdes de camada limite tridimensional.

Neste trabalho, a transformacdo proposta por Vatsa (1985) é utilizada. Esta
transformacdo € uma extensdo natura das variaveis de Levy-Lees aos escoamentos
tridimensionais, as quais podem captar 0 crescimento da camada limite sgja ela laminar ou
turbulenta. As varidveis independentes sdo transformadas conforme as relagdes abaixo:

= Ja, d =x? h=Ye Dz & g 6
Z=Q9, dx, , X=X e = \/Z Q rdx (6)
onde. q=r velhlhzz(m+m)e (7)

d, éovaor deq para x* = 0, e o indice e refere-se ao contorno externo da camada limite.

4. PROPRIEDADES DAS EQUACOES

O conjunto de equactes apresentado na Secdo 2 consiste de trés equacdes diferenciais
parciais acopladas, duas das quais sd0 de segunda ordem e uma de primeira ordem. As
propriedades dessas equactes foram forma mente examinadas por Wang (1971). A andise feita
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por Wang mostra que essas equacdes sao parabdlicas e por esta razdo podem ser solucionadas
por um algoritmo do tipo forward marching. Todavia, nota-se que existem dois conjuntos de
caracteristicas, um conjunto de superficies normais a parede, e um conjunto de superficies
constituido pelas superficies de corrente.

O conjunto de superficies normais a parede é o equivalente tridimensional das linhas
caracteristicas normais a parede encontradas nas equactes de camada limite bidimensional.
Entéo, pode-se esperar que as condicdes de contorno devam ser aplicadas de maneira similar
aquelas aplicadas ao caso bidimensional. O segundo conjunto de superficies caracteristicas,
congtituido pelas superficies de corrente, produz as propriedades de caréater hiperbdlico das
equacbes de camada limite tridimensional. Destas superficies, os conceitos de zona de
influéncia e zona de dependéncia podem ser determinados. Estas zonas séo determinadas
construindo-se uma superficie de corrente do envelope de linhas de corrente passando através
de uma linha perpendicular a superficie no ponto em questdo. Desse modo, as condicdes
iniciais para 0 problema sdo todas as propriedades do escoamento sobre uma superficie que
ndo sgia uma superficie de corrente. Estas condigdes iniciais sGo chamadas de condicdes de
entrada pois a solucdo pode somente ser obtida a jusante dela. Assim, uma soluc&o Unica das
equagdes de camada limite tridimensional requer a especificagdo das condicdes de entrada ao
longo de qualquer superficie de entrada e a especificacdo das condicdes de contorno similares
aquelas empregadas para 0 caso bidimensional.

4.1 Condigdes de entrada

As condic¢des de entrada sdo requeridas ao longo de duas superficies de entrada. Estas
condicBes podem ser especificadas a partir de resultados experimentais ou construidas a partir
de relagbes andliticas. Uma aproximacdo aternativa € a geracdo de solugdes utilizando os
conceitos de similaridade local. Estas solugbes sdo obtidas reduzindo-se as equacOes
diferenciais parciais em trés variaveis independentes para equacdes em duas variaveis
independentes. Um caso especial pode ocorrer quando existir um plano de simetria para o
escoamento. Este plano é uma superficie caracteristica e requer um tratamento especial.

4.2 Condigdes de contorno

As condigdes de contorno sdo dadas por:
vi(x4,x200=0 =123 (8)
No exterior da camada limite tem-se:

limv/=vl j=12 (9)

x°® ¥
5. EQUACOESDE EULER

A solugdo das equacbes de camada limite requerem a especificagdo das condigOes de
contorno, v;,v2. Um procedimento de interface € usado para solucionar as equagdes de Euler
de superficie para um dado campo de pressdes do escoamento inviscido, assegurando
consisténcia no contorno externo da camada limite. As equactes de Euler de superficie podem
ser obtidas das equacbes de camada limite tridimensional tomando-se o limite quando
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x®® ¥ . Este método & superior ainterpolaco direta dos vetores velocidades a partir de uma
discretizacdo ndo-fina do escoamento inviscido para uma discretizaco fina do escoamento na
camada limite, especialmente junto ao contorno onde a precisao € critica. Assim, as condicdes
de contorno sdo derivadas de um subconjunto das equacbes completas de camada limite
tridimensional, garantindo a consisténcia e a compatibilidade.

6. MODELO DE TURBULENCIA

Nesta avaliacdo preliminar do método de célculo, um modelo de turbuléncia algébrico sera
considerado. O modelo algébrico de Cebeci e Smith (1974) foi proposto originamente para
camadas limites bidimensionais. Uma extensdo deste modelo ao caso tridimensional em um
sistema de coordenadas néo-ortogonais foi proposta por Cebeci et al. (1977). O modelo
considera uma viscosidade turbulenta que é especificada em duas partes. Uma formulagdo do
tipo comprimento de mistura é usada na regido interna da camada limite,

(m). =r(m)*(v,), (10)

A derivada da velocidade total e o comprimento de mistura sdo dados respectivamente por:

N

(VT)‘3 = [(vl)2 +(v2)|23 +2cosJ (vl)‘s(vz)‘s] e Im =k xs(l- e Xg/A) (11)

onde k é a constante de von Karman, geralmente considerada igual a 0,4. O coeficiente A na
fungéo de Van Driest é dado por

1 1
m, &r 02 o, 02 ’ ]
— com: v, =¢—=+ e t = \% 12
rWVW rWg W rwﬂ W mN( T)'3 wall ( )

A =26

Naregido externa, a viscosidade turbulenta é dada pelo modelo de Clauser naforma
(m)o=cr I (13)

onde c € a constante de Clauser, geramente considerada igua a 0,016 e | € uma escaa
representativa de comprimento dada por

I, :(‘5 x?‘(vT)ng3 (14)

7. DISCRETIZACAO DAS EQUACOES

As equacOes de camada limite transformadas descritas acima constituem um conjunto de
equacdes diferenciais parciais ndo-lineares acopladas, as quais foram discretizadas e
aproximadas por expressdes de diferencas finitas antes que a solugcdo numérica destas equacdes
pudesse ser obtida. Varias referéncias podem ser encontradas sobre este assunto e diferentes
graus de esguemas de diferencas finitas tém sido estudados. Uma revisdo bibliogréfica
detalhada é apresentada por Smith (1982). No presente método utiliza-se 0 esquema box
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proposto por Cebeci et al. (1977), que é um esquema consistente de segunda ordem. Neste
caso, uma malha regular é usada no espaco transformado. Definem-se (I J, K) pontos na

malha com espacamentos (Dz,Dx,Dh) nas trés diregdes. indices (i ,j,k) s80 usados para

representar o valor de uma grandeza em um determinado ponto da malha. As formas

discretizadas das equagdes s30 centradas no ponto P(i -30- 3.k- %) :

8. SOLUCAO NUMERICA

Quando as expressdes de diferencas finitas sdo substituidas nas equacdes de camada
limite, obtém-se um conjunto de equagdes algébricas ndo-lineares acopladas, cuja solucdo
numerica requer um procedimento iterativo. Os termos néo-lineares sdo quasi-linearizados para
reduzir o nimero de iteracOes necessarias para obter a solugdo. O conjunto resultante de
equacdes algébricas lineares é solucionado por um procedimento de inversdo de matrizes
tridiagonais por blocos.

9. RESULTADOSOBTIDOS
9.1 Escoamento em um duto curvo

Vermeulen (1971) realizou uma das mais completas investigagdes experimentals para o
estudo de escoamentos em camada limite tridimensional em um duto curvo. O esguema
experimental, com as estacOes de medidas é mostrado na Figura 1a. Os perfis de velocidade
longitudinais iniciais foram gerados usando as correlagbes de Whitfield e os perfis de
velocidade transversais usaram a representacao de Mager.

O presente método foi utilizado para o calculo do escoamento sobre a parede superior do
duto, da estacdo 1 a 15 na direcéo principal e da linha A a E na direcéo transversal do
escoamento. A distribuicdo obtida para a espessura de quantidade de movimento é comparada
com os resultados experimentais na Figura 1b, apresentando uma boa concordancia. Estes
resultados confirmam o potencial do método proposto para tratar escoamentos com fortes
curvaturas gque ocorrem comumente em rotores de turboméguinas.
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Figura 1: Escoamento em um Duto Curvo
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9.2 Escoamento em pas deturbina francis

Esforgos foram feitos para modelar a camada limite turbulenta tridimensional sobre uma
pa de um rotor de turbina Francis. A geometria da pa e a maha usada para a solugdo do
escoamento estdo mostradas na Figura 2a. A malha consiste de 40 pontos na diregdo principal
do escoamento, do bordo de ataque ao bordo de fuga, 40 pontos ao longo da direcédo
transversal e 45 pontos na direcdo normal, perpendicular a superficie da pa. As condi¢des de
contorno foram calculadas usando as equacdes de Euler de superficie, com o campo de
pressdes do escoamento inviscido como entrada. O célculo da camada limite iniciou-se com as
condicdes de entrada obtidas de solucdes de similaridade local das equactes de camada limite.
A progressdo do célculo se faz ao longo da direcdo longitudinal do escoamento, do bordo de
ataque ao bordo de fuga, para um plano x* constante que vai no nicleo a carcaca.
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a) Geometria da Pa e Malha Utilizada b) Campo de Pressdes na Superficie de Succao

Figura 2: Escoamento em Pas de Turbina Francis

O escoamento na camada limite € influenciado pelo gradiente de presséo e pela forca de
Coriolis. O campo de pressdes para a superficie de succdo das pas € mostrado na Figura 2b.
Uma caracteristica interessante do escoamento € a representacdo da evolucdo dos perfis de
velocidade na camada limite. Na Figura 3 s8o mostrados os perfis de velocidade na camada
limite no plano médio da superficie de succdo da pa, em dois pontos: ponto A a 40% e ponto
B a 80% da corda. Pode-se evidenciar 0 aparecimento do escoamento transversal. A Figura 4
apresenta uma comparacdo entre os resultados obtidos pelo presente método e os obtidos
experimentalmente pela companhia francesa Neyrpic para os angulos do escoamento na parede
da superficie de pressdo da pa. Esta comparacdo comprova claramente que o procedimento de
cdculo pode prever eficientemente a curvatura das linhas de corrente que ocorrem no
escoamento em pés de turbinas hidraulicas.
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Figura 4. Angulos do Escoamento na Superficie de Presséo da Pa
10. COMENTARIOS E CONCLUSOES

O método de solugdo desenvolvido neste trabalho foi utilizado para o célculo do
escoamento viscoso turbulento tridimensional em alguns casos testes, e boas comparacoes
foram obtidas. Entretanto, um trabalho adicional deve ser feito, especiamente nas areas da
modelagem da turbuléncia para melhorar as previsdes quantitativas dos escoamentos mais
complexos. No caso de turboméguinas, os modelos classicos de turbuléncia com uma
viscosidade turbulenta isotrépica representam corretamente 0 escoamento médio mas, para
levar em conta os efeitos da rotagdo sobre a estrutura da turbuléncia na camada limite, um
modelo com uma viscosidade turbulenta ani sotrépica € necessario.
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