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O Algoritmo LMS no Domínio da Transformada
WaveletAplicado a Filtros de Volterra

Carlos P. Bernal O., Juraci F. Galdino e José A. Apolinário Jr.

Resumo— Este artigo investiga o uso do algoritmo Least-Mean
Square (LMS) no domínio da transformada Wavelet no cenário
de filtros adaptativos não-lineares, implementados com uma
série truncada de Volterra. Tal transformação visa aumentar a
velocidade de convergência do algoritmo LMS, muito lenta neste
tipo de aplicação, sem um proporcional aumento na complexidade
computacional. A idéia básica que motiva tal abordagem é a ca-
racterística especial dasWavelets de concentrar maior quantidade
de energia em poucos coeficientes, possibilitando uma melhor
ponderação do passo de adaptação bem como uma redução da
ordem do vetor de coeficientes.

Palavras-Chave— Modelamento não-linear, Séries de Volterra,
wavelet, Filtros Adaptativos.

Abstract— This paper investigates the use of the Least-Mean
Square (LMS) Algorithm in the Wavelet transform domain in
the scenario of non-linear adaptive filters implemented with
truncated Volterra series. Such transformation aims an increase
in the speed of convergence of the LMS algorithm, very slow for
this particular application, without a proportional increa se in the
computational complexity. The basic idea behind this approach
is the Wavelet special feature of concentrating a higher amount of
energy in a few coefficients, making possible a better weighting
of the step size as well as a reduction of the coefficient vector
order.

Keywords— Nonlinear modeling, Volterra Series, Wavelet,
Adaptive Filtering.

I. I NTRODUÇÃO

A utilização de técnicas desenvolvidas para sistemas line-
ares em sistemas não-lineares tem sido uma prática muito
comum devido, em grande parte, à complexidade das técnicas
não-lineares. Uma maneira de trabalhar com não-linearidades
usufruindo da difundida teoria já desenvolvida para os filtros
adaptativos é o uso de Séries de Volterra [1]. Neste caso, é
empregada uma versão truncada [2] da Série de Volterra para
elaborar um núcleo (Kernel) que será inserido na estrutura de
um filtro adaptativo convencional [3].

Diversos algoritmos de filtragem adaptativa tais como o
LMS, o Normalized LMS (NLMS) e o Recursive Least-
Squares(RLS) [3] podem ser empregados no contexto supra-
mencionado. É conhecido que o algoritmo LMS tem uma
menor complexidade computacional; por outro lado, sua ve-
locidade de convergência é bem menor quando o sinal de en-
trada é fortemente correlacionado, fato indesejado em muitas
aplicações.

Para tentar usufruir das características de baixa comple-
xidade computacional e de robustez do LMS em problemas
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que tipicamente envolvem uma lenta convergência, como é
o caso de uma Série de Volterra, pode-se empregar uma
transformaçãoWavelet[4], [5] no sinal de entrada do algo-
ritmo para reduzir sua correlação, sem comprometer muito a
complexidade computacional do algoritmo assim obtido em
relação ao algoritmo LMS convencional.

Os filtros de Volterra apresentam um grande problema: o
número total de coeficientes cresce exponencialmente com o
aumento do tamanho dos retardos (memória) do filtro. Contri-
buindo neste sentido, o presente trabalho, além de apresentar
uma nova abordagem não-linear de rápida convergência para o
algoritmo LMS, emprega as propriedades e características da
transformadaWaveletpara reduzir o número de coeficientes,
otimizando os núcleos dos filtros de Volterra.

Este artigo está dividido como segue: na Seção II, é feita
uma descrição dos conceitos básicos das séries de Volterra
e da transformadaWavelet; na Seção III, é feito um estudo
do algoritmo LMS no domínio da transformada; na Seção
IV, novos algoritmos LMS no domínio da transformada são
propostos e seus desempenhos são apresentados. Por fim, na
Seção V, são apresentadas as conclusões do trabalho.

II. CONCEITOSBÁSICOS

Esta seção tem como objetivo apresentar, de forma sucinta,
duas técnicas importantes que serão utilizadas neste trabalho:
os filtros adaptativos baseados em série truncada de Volterra
e a transformadaWavelet.

A. Série de Volterra
Consideremosx(n) e y(n) como os sinais de entrada e

saída, respectivamente, de um sistema não-linear causal e
discreto no tempo. A expansão da série de Volterra usando
x(n) é dada por [2]

y(n) =h0 +

∞
X

m1=0

h1(m1)x(n − m1)

+

∞
X

m1=0

∞
X

m2=0

h2(m1, m2)x(n − m1)x(n − m2) + . . .

+

∞
X

m1=0

∞
X

m2=0

. . .

∞
X

mp=0

hp(m1, m2 . . . , mp)x(n − m1)x(n − m2)

. . . x(n − mp) + . . .
(1)

na qual,hp(m1,m2, . . . ,mp). É conhecida como ap-ésima
ordem do núcleo do sistema de Volterra. Assumindo que
os termos da expressão acima são simétricos, ou seja, que
x(n − mi)x(n −mj) = x(n − mj)x(n −mi), o núcleo de
Volterra é formado considerando-se quehp(m1,m2, . . . ,mp)
não sofre alterações para asp! possíveis permutações dos
índices dem1,m2, . . . ,mp.
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Observando que a série infinita em (1) não é adequada para
utilização em filtragem adaptativa, deve-se trabalhar com suas
extensões truncadas. Realizando o trucamento e assumindo
queh0 = 0, a equação (1) fica dada por:

y(n) =

N−1
X

m1=0

h1(m1)x(n − m1)

+

N−1
X

m1=0

N−1
X

m2=0

h2(m1, m2)x(n − m1)x(n − m2)

+ . . .

+

N−1
X

m1=0

. . .

N−1
X

mp=0

hp(m1, m2, . . . , mp)x(n − m1) . . . x(n − m2)

(2)

na qualN−1 reprsenta a quantidade de elementos de retardo
considerada na série de Volterra truncada.
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Fig. 1. Sistema de Volterra de ordemp = 3 e 2 (ou N − 1) elementos de
retardo.

A Figura 1 apresenta o diagrama de uma série de Volterra
truncada de ordem igual a 3 e com 2 elementos de retardo.
Neste caso, é possível modelar um núcleo de Volterra que
permita expressar o sinal de entrada de um filtro adaptativo
pelo seguinte vetor [7]:

x(n) = [x(n), x(n − 1), . . . , x(n − N + 1),
x2(n), x(n)x(n − 1), . . . , x(n), x(n − N + 1),
x2(n − 1), . . . , x2(n − N + 1),
x3(n), x(n)x2(n − 1), . . . , x(n)x2(n − N + 1),
x2(n)x(n − 1), . . . , x2(n)x(n − N + 1), . . . ,
x3(n − N + 1), x(n)x(n − 1)x(n − 2), . . . ,

x(n − N − 1)x(n − N)x(n − N + 1) ]T

(3)

A Figura 1 e a equação (3) possibilitam a compreensão de
como se forma o Núcleo de Volterra. A estrutura deste vetor de
entradax(n) é a principal diferença para com os filtros lineares
convencionais pois, ao invés de serem utilizadas somente
amostras pasadas do sinal de entrada, são utilizados também
produtos entre amostras desse sinal tomadas no instante de
tempo atual e passado.

B. Wavelets

Nas últimas décadas, a transformadawavelet tem sido
objeto de investigação de muitos pesquisadores que atuam
em diversas áreas do conhecimento humano. Em conseqüência
desta investigação, a transformadawaveletvem sendo empre-
gada com sucesso em um grande número de aplicações.

Um sistemawaveleté composto de um conjunto de funções
de base que realizam a decomposição e análise de sinais
pertencentes ao espaço de Hilbert, e que gozam de diversas
propriedades, sendo a análise de multiresolução uma das mais
importantes.

As funções de basewaveletsdecompõem sinais no plano
tempo-freqüência com variados graus de resolução nesses
domínios. Para tal, dentre as funções de base que formam
um típico sistemawavelet, estão incluidas funções de base
que permitem obter excelente resolução no domínio do tempo
(com pobre resolução no domínio da freqüência, de acordo
com o princípio da incerteza de Heiseberg), assim como
estão incluídas outras que permitem obter excelente resolução
no domínio da freqüência (com pobre resolução no domínio
do tempo). Assim sendo, a análise de todos os coeficientes
que compõem a transformadawavelet de um determinado
sinal, permite identificar, com boa fidelidade, tanto efeitos do
sinal que ocorrem instantaneamente, quanto aqueles que se
manifestam em determinadas freqüências. Característica que
não pode ser obtida com outras transformadas ou sistemas de
expansão, como a Transformada de Fourier e as Transformadas
de Fourier Janeladas.

Considerando que{ψj,k(t), j, k = 1, 2, · · · } são as funções
de base de um sistema ou transformadawavelet, um sinalf(t)
pertentence ao espaço de Hilbert pode ser representado da
seguinte maneira:

f(t) =
∑

j

∑

k

aj,kψj,k(t), (4)

sendoaj,k os coeficientes da expansãowaveletsdados por

aj,k =

∫
f(t)ψj,k(t)dt. (5)

Para a primeira geração de sistemaswavelets, todas as
funções de baseψj,k(t) são obtidas a partir de uma única
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função de duração finita (estritamente limitada no tempo), de-
nominadawaveletmãe, usando as operações de deslocamento
e escalonamento [5]:

ψj,k(t) = 2j/2ψ(2jt− k) j, k ∈ Z. (6)

Vale mencionar que aumentandoj as funções de base
ficam cada vez mais compactas no tempo. Combinando este
aumento com a variação do índicek, efeitos presentes no
sinal que são localizados no tempo vão sendo identificados
com boa resolução, na medida que tais efeitos se manifestam
na obtenção de coeficientes com amplitudes grandesaj,k

para j elevados. Reduzindoj, por outro lado, efeitos do
sinal localizados na freqüência podem ser identificados com
maior fidelidade analisando os respectivos coeficientes da
transformada. Vale lembrar também que, para um determindo
índice j, a coleção de coeficientes obtidos variando o índice
k, representa a informação do sinal contida noj-ésimo nível
de resolucão da transformada.

Para sinais discretos no tempo, tanto o processo de síntese,
equação (4), quanto o processo de análise, equação (5), são
realizados de forma eficiente através do algoritmo piramidal,
o qual emprega uma sucessão de filtros passa-baixas e passa-
altas acompanhados de operação de decimação no processo de
análise, e acompanhadas de operações de interpolação para o
processo de síntese. As respostas ao impulso desses filtros
são obtidas a partir das funções de base da transformada
wavelet[5],[7], que neste caso é denominada de transformada
waveletdiscreta (DWT, do termo em inglêsDiscrete Wavelet
Transform).

É importante mencionar que a transformadawavelet em
geral, e a DWT em particular, realiza uma operação linear.
Assim sendo, para sinais discretos no tempo e de duração
finita, a DWT pode ser representada por uma matriz, a matriz
de análise−doravante denotada porT, cuja inversa, a matriz
de síntese, é dada pela transposta da matriz de análise (TT )
quando as funções de base que formam o sistemawaveletsão
ortonormais, caso de interesse neste trabalho.

Com a representação matricial da DWT, os coeficientes
aj,k são organizados em forma vetorial,a. Nesta arrumação,
são dispostos inicialmente aqueles coeficientes associados ao
menor nível de resolução da transformada, que aqui será
representado porj = 0; em seguida, são dispostos os coe-
ficientes paraj = 1. Este processo continua atéj = M − 1,
sendoM a quantidade de níveis de resolução da DWT. Vale
mencionar que, de acordo com a escolha da função de base
e da quantidade de níveis de resolução, a quantidade de
coeficientes de cada nível fica determinada, uma vez que a
faixa de valores permitidos para o índicek fica especificada.

Os sinais de interesse prático apresentam fenônemos que
ocorrem em maior intensidade em determinandas freqüências
e intervalos de tempo. Assim sendo, nesses casos, no domínio
da transformada, a energia do sinal fica concentrada em deter-
minados coeficientes. A concentração de energia no domínio
da transformadawaveletou da DWT ocorre para uma ampla
classe de sinais de interesse prático, principalmente nos baixos
níveis de resolução da transformada, ficando concentrada, em
geral, nos níveis de maior resolução energias associadas aos

sinais espúrios subjacentes ao sinal de interesse. Esta é uma
das mais importantes propriedades dessa transformada.

III. A LGORITMOS BASEADOS NOLMS

Quando o sinal de entrada de um filtro adaptativo, cujos
coeficientes são ajustados pelo algoritmo LMS, apresenta
correlação entre amostras consecutivas, o desempenho deste
algoritmo tende a se degradar. Nesses casos, o algoritmo LMS
pode apresentar baixa velocidade de convergência, principal-
mente à medida que as amostras do sinal de entrada tornam-se
cada vez mais correlatadas.

Uma possibilidade para melhorar o desempenho do algo-
ritmo LMS é realizar um processamento ou transformação li-
near nos dados de entrada no sentido de reduzir sua correlação
e empregar o algoritmo LMS no domínio da transformada [6],
[8]. Considerando quex(n) é o vetor que contém amostras do
sinal no domínio do tempo como se mostra em (3) e que
s(n) é o vetor que contém os coeficientes do domínio da
transformada, tem-se ques(n) = Tx(n).
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Fig. 2. Filtro adaptativo no domínio da transformada.

A Figura 2 apresenta um diagrama de blocos simplificado
de um filtro não-linear adaptativo no domínio da transformada
[3]. Nesta figura,ŵj(n) representa oj-ésimo coeficiente do
filtro adaptativo no domínio da transformada.

Muitas transformações lineares podem ser empregadas para
se obter o algoritmo LMS no domínio da transformada.
Neste trabalho, serão consideradas as DWT por três razões
principais.

Em primeiro lugar, tais transformadas se aproximam da
transformada de Karhunen-Loeve [7] para uma ampla classe
de sinais. Como resultado disso, após a aplicação dessa trans-
formada, as amostras na entrada do LMS serão bem menos
correlatadas do que aquelas presentes no domínio do tempo
x(n), contribuindo dessa forma para aumentar a velocidade de
convergência do algoritmo.

Em segundo lugar, a transformawaveletpossui a proprie-
dade de representação parcimoniosa, ou de concentração de
energia em alguns coeficientes; assim sendo, é possível usar
essa propriedade para reduzir a quantidade de coeficientes
do filtro adaptativo, contribuindo para reduzir a complexidade
computacional do algoritmo adaptativo.

Por fim, as matrizes que implementam as transformadas
waveletsdiscretas são esparsas. Essa propriedade pode ser
explorada para reduzir a complexidade na realização da trans-
formada [6].

Outro procedimento que visa melhorar o desempenho do
algoritmo LMS é a normalização do sinal de entrada no filtro
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adaptativo. Essa normalização pode ser empregada tanto no
domínio do tempo, quanto no domínio da transformada. Algo-
ritmos LMS que empregam essa abordagem são denominados
de LMS normalizados (NLMS).

No domínio do tempo, o algoritmo NLMS é dado por [3]

w(n+ 1) = w(n) +
2µe(n)

xT (n)x(n)
x(n). (7)

Ao passo que no domínio da transformadawavelet, o al-
goritmo LMS normalizado, doravante denominado deWavelet
Transform Domain LMS(WDT-LMS), é dado por

ŵ(n+ 1) = ŵ(n) + 2µe(n)σ(n)s(n), (8)

na qualσ(n) é uma matriz diagonal cujoi-ésimo elemento
da diagonal é dado por

[
γ + σ2

i (n)
]
−2

, sendoσ2
i a potência

de si(n), que pode ser estimada por

σ2
i (n) = αs2i (n) + (1 − α)σ2

i (n− 1), (9)

sendoα um fator pequeno,0 < α ≤ 0.1, e γ uma constante
pequena, empregada para evitar possíveis divisões por zero.

Vale lembrar que, para empregar o algoritmo LMS em apli-
cações que envolvem filtros de Volterra, é importante adotar
passos distintos para cada ordem do polinômio de Volterra.
Essa adoção é fundamental para garantir uma convergência
mais rápida [3]. Para um polinômio de Volterra de ordemp,
utiliza-se a matriz diagonalµp que contém os valores de passo
da seguinte forma:

µp = diag(µ1 . . . µ1 µ2 . . . µ2 . . . µp . . . µp) (10)

Portanto, para o caso do algoritmo NLMS usado num núcleo
de Volterra, sua equação de atualização pode ser dada pela
seguinte expressão.

w(n+ 1) = w(n) +
2e(n)

xT (n)x(n)
µpx(n), (11)

No domínio da transformadawaveletnão há razão para em-
pregar passos distintos no sentido apresentado acima, uma vez
que cada coeficiente, neste domínio, pode carregar informação
de várias ordens do polinômio de Volterra devido à memória
induzida pela matriz de análise (T); mas, pode-se adotar um
passo distinto para cada nível de resolução da DWT.

ŵ(n+ 1) = ŵ(n) + 2µMe(n)σ(n)s(n) (12)

Sendo que, neste caso,µM é uma matriz similar aµp de
(10) com cada elementoµj corresponde a cada um dosM
níveis de decomposiçãowavelet.

A seguir, os algoritmos discutidos até aqui serão avaliados
através de simulação computacional na identificação de um
sistema com um núcleo de Volterra de terceira ordem com
dois retardos [10] e um total de 19 coeficientes do filtro (o
número de coeficientes é dado como em [11]).

Os passos adaptativos para os algoritmos dos filtros de
Volterra LMS1 sãoµ1 = 0.001, µ2 = 0.003 e µ3 = 0.005
e para o NLMS equação (8) sãoµ1 = 0.003, µ2 = 0.006 e

1w(n + 1) = w(n) + 2µpe(n)x(n)

µ3 = 0.01. Esses valores de passo foram obtidos experimen-
talmente ou sentido de aumentar a velocidade de convergência.
Como mencionado anteriormente, cada um desses passos está
associado a uma ordem do núcleo do filtro de Volterra.

Para o algoritmo WTD-LMS emprega-se a funções de base
waveletconhecidas como Daubechies, cujas funçõeswavelets
possuem dois momentos nulos (Daubechies 2) [4], com três
níveis de resolução.

Para realizar uma comparação justa com os algoritmos
implementados no domínio do tempo, o algoritmo WTD-LMS
também emprega três passos distintos, um para cada nível de
resolução. Porém, devido à capacidade de concentração de
energia nos níveis de menor resolução, os passos serão usados
da seguinte maneira: no primeiro nível de resolução, que está
associado às componentes de baixa freqüência dex(n), será
utilizado µ0 = 0.005; no segundo nível de resolução será
empregadoµ1 = 0.003 e µ2 = 0.001 no terceiro e último
nível de resolução, o qual está associado às componentes de
alta freqüência dex(n).

Os resultados obtidos, em termos de Erro Médio Quadrático
(ou MSE, do inglêsMean Squared Error) obtidos pelos
algoritmos LMS, NLMS, WTD-LMS e RLS são mostrados
na Figura 3, considerando uma razão sinal ruído de 30 dB.
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Fig. 3. Curvas de Erro Médio Quadrático

Como pode-se observar na Figura 3, dentre os algoritmos
investigados, o que apresenta as piores características dede-
sempenho é o LMS. O algoritmo NLMS apresenta velocidade
de convergência um pouco melhor do que a apresentada
pelo algoritmo LMS convencional. De forma diferente dos
anteriores, o algoritmo WTD-LMS ( com uma indicação "3"
para referir-se aosM = 3 valores deµ em µp ) apresenta
uma alta velocidade de convergência para o valor de MSE
mínimo (-30 dB); superada apenas por aquela obtida pelo
algoritmo RLS. Porém, vale mencionar que o algoritmo RLS
apresenta uma complexidade computacional bem superior aos
demais algoritmos baseados no LMS, além de não possuir uma
estabilidade numérica adequada.
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IV. N OVAS PROPOSTAS

Até o momento, estamos somente usando a transformação
proposta em [8] num filtro de Volterra e com uma certa
dificuldade em otimizarM valores de passo. Como sabemos,
as propriedades de convergência e o nível de erro médio
quadrático obtido pelo algoritmo LMS, para uma dada en-
trada, dependem da escolha de seu passo. De modo geral,
passos com valores pequenos acarretam lenta convergência
porém proporcionam baixos valores de MSE na condição de
regime permanente; por outro lado, valores elevados desses
parâmetros produzem velocidades de convergência maiores
para valores de MSE maiores.

Assim sendo, a criteriosa escolha do passo do algoritmo
LMS é importante para provêr um bom comportamento entre
velocidade de convergência e nível de MSE na condição de
regime permanente. Mesmo nos algoritmos LMS normalizados
essa questão é importante.

Cabe mencionar que, para uma mesma aplicação, a escolha
apropriada do passo do algoritmo LMS depende da Relação
Sina-Ruído (ou SNR, do inglêsSignal-to-Noise Ratio). Em
linhas gerais, para elevados valores de SNR pode-se adotar
valores elevados para o passo. Porém, a medida que reduz-se
essa razão, é importante usar valores de passo menores para
controlar o efeito de ruído do gradiente [12].

A dependência da escolha do valor do passo com a SNR e
a característica de concentração de energia promovida pela
transformadawavelet, geralmente nos baixos níveis de re-
solução, podem ser explorados para estabelecer um critério
apropriado para definir um valor de passo diferente para cada
nível de resolução da transformada.

Sejaµj(n) e Ej(n) =
∑i2

i=i1
|si|

2 o passo do LMS e a
energia dos coeficientesWaveletsreferentes aoj-ésimo nível
de resolução don-ésimo bloco de dados, respectivamente. O
algoritmo proposto estabelece os passos da seguinte maneira:

µj(n) =
Ej(n)

∑M−1
i=0 Ei(n)

µ =
s
T
j (n)sj(n)

sT (n)s(n)
µ (13)

sendoM a quantidade de níveis de resolução eµ o único
parâmetro que deverá ser ajustado para garantir a convergência
do algoritmo. Vale mencionar que tanto o denominador, quanto
o numerador de (13) podem ser obtidos sem considerável
complexida computacional, uma vez que esses parâmetros são
também empregados na normalização.

Os passos definidos em (13) podem ser apresenta-
dos em forma vetorial da seguinte maneiraµM =
diag(µ0 . . . µ0µ1 . . . µ1 . . . µM−1 . . . µM−1) na qual assumiu-
seM níveis de resolução. É importante destacar três impor-
tantes propriedades do algoritmo proposto. A primeira é que
quanto maior for a energia do nível, maior será o valor do
passo e a SNR do nível, uma vez que a energia do ruído é
diluída igualmente por todos os níveis da transformada. Vale
lembrar que com o aumento da SNR é apropriado aumentar o
valor do passo para melhorar as características de desempenho
do algoritmo. A segunda é que os valores de passo mudam para
cada bloco de dados: portanto, se a distribuição de energia ao
longo dos níveis muda com o tempo, isso serárefletido na
especificação dos valores dos passos. A terceira é que, apesar

TABELA I

THE WAVELET TRANSFORM-DOMAIN LMS ALGORITHM.

WTD-LMS Algorithm
Initialization

x(0) = bw(0) = [0 . . . 0]T

γ = small constant
0 < α ≤ 0.1

for eachn
{

s(n) = Tx(n)
e(n) = d(n) − sT (n)bw(n)
bw(n + 1) = bw(n) + 2µj(n)e(n)σ(n)s(n)

}

do emprego de diversos valores de passo (no caso em questão
3, por ter sido empregada uma transformadawavelet com
apenas 3 níveis de resolução), apenas um parâmetro precisa ser
obtido via simulação computacional (µ), isto reduz bastante
a dificuldade de ajuste em relação a um algoritmo genérico
WDT-LMS que emprega diferentes passos para diferentes
níveis de resolução e diferentes blocos de dados. Na Tabela I,
é apresentado de forma compacta o algoritmo WTD-LMS
proposto.

O desempenho do algoritmo proposto será comparado com
outros dois algoritmos WTD-LMS. O primeiro deles, que
será aqui denominado de WTD-LMS1, emprega apenas um
passoµ, cujo valor foi obtido empiricamente; o segundo, que
será aqui denominado de algoritmo WTD-LMS3, emprega três
passos fixos (µ0 = 0, 005, µ1 = 0, 003 e µ2 = 0, 001). Os
resultados de desempenho são mostrados na Figura 4. Na qual,
além do desempenho desses algoritmos, é apresentado também
o desempenho do LMS convencional.
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Fig. 4. Curva de Erro Médio Quadrático.

Os resultados apresentados na Figura 4 mostram claramente
que, dentre os algoritmos baseados no LMS, o que apresenta
maior velocidade de convergência é o WTD-LMS proposto.
Além disto, podemos ressaltar que os algoritmos denominados
WTD-LMS e WTD-LMS1 ou WTD-LMS3 possuem basica-
mente a mesma complexidade computacional.
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Como mencionado anteriormente, a transformadaWavelet
possui a propriedade de concentração de energia nos baixos
níveis de resolução. Assim sendo, pode-se obter um algo-
ritmo WTD-LMS com uma quantidade de coeficientes menor:
apenas os coeficientes associados aos primeiros níveis de
resolução são atualizados pelo algoritmo LMS, reduzindo,
dessa forma, a complexidade computacional do algoritmo em
relação ao WTD-LMS proposto. Essa versão do algoritmo
proposto será doravante denominada deReduced OrderWTD-
LMS, (RO WTD-LMS).

Vale mencionar que o algoritmo RO WTD-LMS deve
conduzir a uma solução sub-ótima em função da energia do
sinal de entrada que é desconsiderada na atualização dos
coeficientes do algoritmo LMS. Quanto maior a concentração
de energia nos baixos níveis de resolução, menor será essa
degradação. Portanto, a apropriada escolha das funções de base
waveletse a quantidade de níveis de resolução exercem forte
influência no desempenho desse novo algoritmo.

Será avaliado o desempenho do RO WTD-LMS, no qual
empregou-se a transformada de Haar para realizar a DWT com
3 níveis de resolução, sendo que os coeficientes referentes ao
último nível de resolução foram desconsiderados na equação
do algoritmo. Além disso, o desempenho deste algoritmo será
comparado com o de um outro também desenvolvido no sen-
tido de reduzir a ordem do núcleo de Voltera; trata-se do filtro
de Volterra adaptativo parcialmente interpolado denominado
VPI-LMS proposto em [13]. Para este algoritmo empregou-se
L = 2, resultando numa redução de6 coeficientes dentre os de
terceira ordem. Com essas especificações ambos ao algoritmos
empregam 13 coeficientes em suas equações recursivas. Os
resultados obtidos são apresentados na Figura 5.
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Fig. 5. Curva do Erro Médio Quadrático.

Como se pode observar, os algoritmos RO WTD-LMS e
VPI-LMS apresentam o mesmo valor de MSE de regime
permanente; porém, a velocidade de convergência do RO
WTD-LMS é bem maior do que a do algoritmo VPI-LMS.

V. CONCLUSÕES

Neste trabalho, foram estudados os filtros Volterra adaptati-
vos no domínio da transformadaWavelet. Dos resultados das
simulações, pode-se concluir que o algoritmo aqui proposto,
o WTD-LMS, para uma aplicação em filtro de Volterra, tem
velocidade de convergência maior que os algoritmos Volterra
LMS e Volterra NLMS, mantendo a mesma robustez numérica
dos algoritmos da família LMS.

Além disto, ele apresenta uma menor dificuldade de ajuste
em relação a um algoritmo WTD-LMS genérico por necessitar
apenas um únicoµ ao invés de um ajuste de um passo ótimo
para cada nível de resolução.

Em adição, a versão do algoritmo proposto com redução
de ordem do núcleo de Volterra, RO WTD-LMS, apresentou
um desempemho melhor que o algoritmo VPI-LMS, para a
mesmo número de coeficientes.

Diante dos resultados obtidos, conclui-se que os algoritmos
aqui propostos apresentam boas características de desempenho
(velocidade de convergência, estabilidade numérica e com-
plexidade computacional), tornando-os especialmente atrativos
para utilização em filtros adaptativos de Volterra onde essas
características de desempenho são extremamente importantes.
Pretende-se continuar as pesquisas contemplando aplicações
cujo filtro ótimo seja esparso, ou seja, apresenta vários coefici-
entes nulos ou quase nulos; neste trabalho, abordamos somente
filtros com características dispersas.
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