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RESUMO

O algoritmo LMS tem provado sua versatilidade em um sem niimero de aplicagoes,
falhando somente quando se trata de velocidade de convergéncia. Neste trabalho, numa
tentativa de diminuir esta desvantagem, usamos uma transformacao no vetor sinal de
entrada de modo a descorrelatar seus elementos forcando o algoritmo a convergir mais
rapido.

Nés empregamos uma transformada Wavelet no bojo de um algoritmo LMS no dominio
da transformada, num cendrio tipicamente nao-linear. Uma nova abordagem foi entao
proposta, almejando uma melhor velocidade de convergéncia bem como um método efi-
ciente para escolher o tamanho do passo ao mesmo tempo que mantendo uma limitada
complexidade computacional.

Nesta dissertacao, foi também abordada uma maneira de reduzir a complexidade
computacional do algoritmo no dominio da transformada sob investigacao por meio de
uma diminuicao na ordem do vetor de coeficientes do filtro.
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ABSTRACT

The LMS algorithm has proved its versatility in a number of applications, failing
only when it comes to speed of convergence. In this work, in an attempt to overcome this
drawback, we have used a transformation in the input signal vector in order to decorrelate
its elements forcing the adaptive filter to converge faster.

We have employed a Wavelet transform in the framework of a Transform Domain LMS
algorithm, in a typically non-linear scenario. A new approach was then proposed aiming
an improved speed of convergence as well as an efficient method to choose the step size
while, at the same time, keeping a limited increase in the computational complexity. An
upper bound for the step size was obtained through an analysis of the proposed algorithm.

In this dissertation, it was also addressed a way to reduce the computational com-
plexity of the transform domain algorithm under investigation by shortening the order of
the filter coefficient vector.
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1 INTRODUCAO

1.1 INTRODUCAO

A teoria de sistemas lineares permite usar um grande ntimero de ferramentas matema-
ticas, modelos, interpretagoes, etc. Por outro lado, existem modelos deterministicos nao-
lineares que podem descrever, de forma simples, o comportamento de um grande niimero
de fenomenos naturais extremamente complicados; como exemplos de tais fenomenos
podemos citar turbuléncias em fluidos e condigoes atmosféricas (tempo). Além disso,
esses modelos sao extremamente importantes em diversas aplicagoes na area da engenharia
elétrica tais como: controle ativo de processos nao-lineares, cancelamento de eco acustico,
identificacao e redugao de distor¢oes em alto-falantes e pré-equalizacao de canais em
comunicagoes via satélite.

Muitas analises e modelagens de sistemas nao-lineares sao realizadas, a bem da sim-
plicidade computacional, por meio de aproximagoes que se baseiam na teoria de sistemas
lineares. No entanto, em algumas aplicacoes, as nao-linearidades nao podem ser bem
estudadas e analisadas usando esta abordagem. Nestes casos, o uso de ferramentas nao-
lineares pode proporcionar ganhos com respeito as ferramentas lineares, justificando a
maior complexidade computacional das primeiras em relacao as segundas.

Dentro do campo das nao-linearidades, duas técnicas vem sendo usadas com sucesso na
andlise deste tipo de fenomenos: as Séries de Volterra e as Redes Neurais. Em particular,
as séries de Volterra sao usadas para modelar sistemas nao-lineares por varias razoes, uma
delas sendo a possibilidade de emprega-las em estruturas classicas de filtros adaptativos
lineares (MATHEWS, 1991; DINIZ, 2002).

Vale mencionar que a filtragem adaptativa linear constitui-se, atualmente, num campo
de grande importancia na area de Processamento de Sinais. O uso de filtros adaptativos
torna-se particularmente necessario em ambientes onde as caracteristicas do sinal de inter-
esse sao desconhecidas ou quando as estatisticas deste ambiente variam com o tempo. Na
literatura de processamento de sinais, existe uma grande quantidade de algoritmos para
filtragem adaptativa cuja teoria ja se encontra bastante desenvolvida (HAYKIN, 1996;
DINIZ, 2002).
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Um desses algoritmos é o LMS (Least Mean Square) o qual se caracteriza por ter uma
baixa complexidade computacional, sendo uma qualidade desejada quando se trabalha
com filtros de Volterra; por outro lado, tem a desvantagem de para sinais de entrada alta-
mente correlacionados, apresentam convergéncia lenta. Para compensar esta deficiéncia,
existem técnicas que podem ser empregadas, para ajudar a incrementar a velocidade de
convergéncia; uma destas é a utilizacao de transformagoes para reduzir a correlacao do

sinal de entrada. Este abordagem sera adotada neste trabalho .

1.2 OBJETIVO DA DISSERTACAO

O objetivo desta dissertagao é propor técnicas para melhorar o desempenho dos al-
goritmos adaptativos baseados no LMS, quando usado em aplicacoes que envolvem sinais
que apresentam correlacao e nao-lineares, em particular quando tais sinais sao modeladas
por séries de Volterra.

Para levar a cabo esta tarefa, emprega-se a transformada wavelet para reduzir a cor-
relacao do sinal de entrada, contribuindo dessa maneira melhorar as caracteristicas de con-
vergencia do algoritmo LMS, sem elevar o custo computacional. Além disso, pretende-se

estabelecer os limites para a escolha do tamanho do passo adaptativo (u).

1.3 ESTADO DA ARTE

A filtragem adaptativa nao-linear, tem sido uma técnica pouco usada. Isto se da, em
grande parte, pela complexidade da sua implementacao. Assim sendo, uma importante e
atual linha de pesquisa nessa area é a busca ou o desenvolvimento de técnicas que visem a
reducao de complexidade de ferramentas nao-lineares. A importancia desse tema se justi-
fica pela grande quantidade de aplicagoes onde essas ferramentas podem ser empregadas
como em compensacao de distor¢oes nao-lineares, cancelamento de eco nao-linear, equal-
izacdo de canais de comunicacao via satélite (CHENG, 2001) e pré-distorgao de canais
nao-lineares, além de muitas outras aplicacoes em variados topicos do processamento dig-
ital de sinais (MATHEWS, 2000).

Em 1983, Narayan (NARAYAN;, 1983) fez o primeiro trabalho sobe o algoritmo Trans-
form Domain Least Mean Square (TDLMS), tendo empregado matrizes ortogonais para
realizar a transformagao: Discrete Fourier Transform (DEFT) e Discrete Cosine Transform
(DCT).
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Com o decorrer dos anos e o surgimento de novas ferramentas matematicas, tornou-
se possivel o emprego das Wavelets para gerar a matriz de transformacao. Esta nova
abordagem foi apresentada em (HOSUR, 1997), e obteve bons resultados com respeito as
anteriores. Novas propostas para melhorar a complexidade computacional foram apresen-
tadas em (ATTALLAH, 2000).

Por outro lado, as séries truncadas de Volterra, empregadas em sistemas nao-lineares
permitem a utilizacao de estruturas tipicas de filtragem adaptativa; uma boa leitura so-
bre o assunto é encontrado em (MATHEWS;, 1991). Novos trabalhos forem apresentados,
mas, até onde concerne o meu conhecimento, persiste o problema da elevada complexi-
dade computacional, devido & geracao do ntcleo (kernel) de Volterra cuja quantidade
de coeficientes aumenta de forma exponencial com a ordem. Esta, por vezes altissima
quantidade de coeficientes pode tornar inviavel a implementagao de filtros adaptativos de
convergencia rapida.

Na atualidade, tem-se verificado que alguns processos até entao modelados com o
uso de ferramentas lineares, apresentam de fato parcelas nao-lineares. Essa constatagao
impulsiona ainda mais o desenvolvimento de ferramentas nao-lineares que empreguem
algoritmos com boa velocidade de convergéncia, mesmo quando aplicados a sinais com

elevado grau de correlagao (ZANUY, 1998).

1.4 CONTRIBUICOES DA DISSERTACAO

Nesta dissertacao ¢ feita uma avaliagao do desempenho do algoritmo LMS no dominio
da transformada wavelet num ambiente puramente nao-linear, modelado por séries de
Volterra. Com base em simulagoes, sao apresentadas as melhores opcoes de algoritmos.
Novos algoritmos no dominio da transformada wavelet, baseados no algoritmo LMS, sao
apresentados. Esses novos algoritmos caracterizam-se por apresentar maior velocidade de
convergencia sem aumentar muito a complexidade computacional em relagao ao algoritmo
LMS convencional.

Outra contribuicao importante deste trabalho ¢ a abordagem da escolha de um passo de
adaptagao adequado para este tipo de algoritmo. Isto é bastante relevante especialmente
em sistemas nao-lineares onde a escolha do passo é uma atividade critica. Neste contexto,
vale mencionar que foram desenvolvidos limitantes superiores para o valor de passo no
sentido de garantir a convergéncia dos algoritmos desenvolvidos. Dois limitantes foram

obtidos com base na andlise na média e na covariancia do vetor de erros nos coeficientes.
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1.5 ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

A dissertacao é composta de 5 Capitulos. No Capitulo 2, sao apresentadas as ferramen-
tas tedricas necesséarias ao desenvolvimento da dissertagao: conceitos basicos de filtragem
adaptativa, de séries de Volterra e de adaptacao no dominio de uma transformada, além
de uma breve revisao sobre transformada wavelet. No Capitulo 3, é apresentado um novo
algoritmo baseado no LMS no dominio da transformada wavelet. No Capitulo 4, é feita
uma analise de convergéncia visando estabelecer critérios de escolha para o valor do passo.

Conclusoes e comentarios finais sao apresentados no Capitulo 5.
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2 CONCEITOS BASICOS

Neste capitulo sao abordados, de forma resumida, alguns conceitos basicos de assuntos
importantes para o desenvolvimento desta tese. Na Secao 2.1 sao apresentados impor-
tantes resultados de filtragem adaptativa tais como, a solugdo de Wiener. Também sao
apresentados os algoritmos LMS (Least Mean Square) e NLMS (Normalized Least Mean
Square) nas Segoes 2.2 e 2.3, respectivamente.

Da Secao 2.4 até a Secao 2.7, faz-se uma introdugao sobre a teoria das série de Volterra
em filtragem adaptativa e alguns algoritmos desenvolvidos para estas aplicagoes. Nas
Segoes 2.8 e 2.9 sao apresentados conceitos basicos da transforma wavelet. Por fim na

Secao 2.10, apresenta-se o resumo do capitulo.

2.1 DEFINICAO DO PROBLEMA

Uma configuragao bésica de um filtro adaptativo discreto no tempo é apresentada na
FIG. 2.1, na qual x(n) representa o vetor do sinal de entrada, d(n) o sinal desejado, y(n)
a saida do filtro adaptativo e e(n) o erro ou a diferenca entre o sinal desejado e a saida do
filtro. Este sinal de erro é empregado para ajustar o vetor de coeficientes do filtro, w(n),
por meio de um algoritmo de adaptacao.

O processo de adaptacao dos coeficientes de um filtro adaptativo é realizado visando
a minimizacao de uma determinada funcao custo estabelecida a partir do sinal de erro. A
funcao custo de uso mais comum ¢ o erro médio quadratico, MSE, do inglés Mean-Square

FError, que é definida como

§(k) = E [le(m)] (2.1)

na qual E[-] denota o operador valor esperado,

e(n) = d(n) —y(n) (2.2)

é o erro a priori (antes da atualizagdo dos coeficientes) no instante n, e y(n) é dada por

N

y(n) = 3 wy(n)a(n — j +1) = w” ()2 (n). (2.3)

Jj=1

18



d(n)

Filtro yin) /o
Adaptativo \ZD

X(n) ——l

| e(n)

FIG. 2.1: Configuracao Bésica de um Filtro Adaptativo.

A expressao do erro a priori em funcao dos coeficientes do filtro adaptativo é dada

por

e(n) = d(n) — w’ (n)xz(n). (2.4)
Substituindo-se a EQ. 2.4 na EQ. 2.1 obtém-se

§n) = B [{dn) - w' (m)z(n))’]
= Eld(m)?’) - 2E[d(n)a” (n)w(n)] + Elw’ (n)z(ma’ (mw(m)].  (25)

Denotando-se R,, como sendo a matriz de autocorrelacao do sinal de entrada, e p

como sendo o vetor de correlagao cruzada entre o sinal desejado e a entrada, ou seja

R, = E[xz(n)x” (n)] (2.6)

p = Eld(n)a(n)); (2.7)

e considerando o vetor de coeficientes, w(deterministico) ao invés de w(n), a EQ. 2.5

torna-se
¢ =02 —2p"w + w R, w. (2.8)
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O gradiente da expressao acima em relacao a w, é dado por
Vwé=—-2p+ 2R, w. (2.9)

Igualando a ultima equacao a zero e assumindo que a matriz R, seja nao singular, o

vetor de coeficientes wy que minimiza a funcao custo é dado por
wy = R,!p. (2.10)

A EQ. 2.10 é conhecida como a solu¢ao de Wiener (HAYKIN, 1996). Na prética,
porém, é mais comum a obtencao do vetor de coeficientes, w, por meio de um algoritmo

adaptativo. Isto ocorre tendo em vista que na pratica dificilmente se dispoe de R, e p.

2.2 O ALGORITMO LMS

O algoritmo LMS (Least Mean Square) continua sendo o mais usado em aplicagoes
praticas por duas razoes fundamentais: a sua simplicidade, implicando em um baixo custo
computacional, e a garantia de sua convergéncia para uma escolha apropriada do seu passo
de adaptacao.

O algoritmo LMS é baseado no algoritmo steepest—descent cuja adaptacao do vetor de

coeficientes é dada por (HAYKIN, 1996; DINIZ, 2002):
w(n+1) =w(n) — uVwé(n), (2.11)

onde i é denominado de step-size ou tamanho do passo de adaptagao, cujo valor deve ser
criteriosamente escolhido para garantir convergéncia do algoritmo (GALDINO, 2003).
Na prética, o gradiente Vqp&(n) (ver EQ. 2.9), nao pode ser obtido com exatidao, tendo
em vista que p e R,, nao sao conhecidas. Uma maneira de contornar este problema é
usar estimativas.
Para a implementagao do algoritmo LMS, emprega-se os seguintes estimadores despo-

larizados de p e R,,:

p =x(n)d(n) (2.12)

R, = z(n)z" (n). (2.13)
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TAB. 2.1: O algoritmo LMS.

LMS

Inicializar:

z(0)=w(0)=0

escolher p no intervalo 0 < p <
forn=1,2,...

{
e(n)

wn

_1
Amax

d(n
1)

~—r
I

+ |
I
g
=8
_|_
=
aQ
=
8
=

Para estes estimadores, pode-se obter uma estimativa despolarizada do gradiente como

Vwé(n) = —2x(n)d(n) + 2z(n)z” (n)w(n)
= —2z(n) [d(n) — 2" (n)w(n)]
= —2e(n)x(n). (2.14)

Substituindo a estimativa da EQ. 2.14 na EQ. 2.11, obtemos a seguinte relagao para

a atualizacao do vetor de coeficientes correspondente ao algoritmo LMS
w(n+1) =w(n)+ 2ue(n)x(n). (2.15)

As equacoes referentes ao algoritmo LMS estao na TAB. 2.1, onde o passo de adaptacao
step-size incorpora o numero 2, pois, na pratica, p € inicializado apropriadamente para

que nao seja necessario multiplica-lo por 2 a cada iteracao.

2.3 O ALGORITMO NLMS

Um dos principais inconvenientes do algoritmo LMS é a baixa velocidade de con-
vergéncia. Para tentar resolver este problema, muitos algoritmos de filtragem adaptativa
baseados no LMS convencional vém sendo propostos. Um desses algoritmos é o LMS
normalizado, comumente denotado por NLMS, que emprega uma normalizacao do sinal
de entrada.

A fim de melhorar a taxa de convergéncia do algoritmo LMS, adota-se no algoritmo

NLMS um fator de convergéncia variavel. O valor do pu, é escolhido tal que o erro a

dAe?(n) — 0.

posteriori (apés a atualizagao dos coeficientes) seja igual a zero, tal que B
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TAB. 2.2: O algoritmo NLMS

NLMS

Inicializar:
z(0)=w(0)=0
escolha pn no intervalo 0 < py <2
v = constante pequena
forn=1,2,...
{
e(n) = d(n) —w?(n)x(n)

=wn AN e(n)xrn

Resolvendo-se esta equacao diferencial para u,, chega-se a:

1

= SoTIe (2.16)

fin

Considerando na EQ. 2.15, o uso de u, em lugar de u e empregando-se na equagao
assim obtida a EQ. 2.16, chega-se a equagao adotada pelo algoritmo LMS normalizado,

que é dada por

w(n+1) :w(n)—%%. (2.17)

Usando um fator de convergeéncia fixo py, introduzido na féormula de atualizagao como

controle do desajuste, e introduzindo um parametro v a fim evitar possiveis divisoes por
zero, a equacao de atualizacao dos coeficientes pode ser expressa por:

KN

win+1) =wn) + i

e(n)x(n). (2.18)

O conjunto de equagoes do algoritmo NLMS é apresento na TAB. 2.2 (DINIZ, 2002).
Apesar de puy poder assumir valores maiores que um e menores que dois, na pratica,

utiliza-se 0 < puy < 1.

2.4 SERIE DE VOLTERRA

Considerando z(n) e y(n) como os sinais de entrada e saida, respectivamente, de um

sistema nao-linear, causal e discreto no tempo. A expansao da série de Volterra usando
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z(n) é dada por (SCHETZEN, 1980; MATHEWS, 1991, 2000)

y(n) =hy + Z hy(my)x(n —my)

m1=0

+ 3N ha(my, ma)x(n — ma)a(n —mg) + ...

m1=0 mo=0

+ Z Z Z hy(my,may. .., my)x(n —my)z(n —msg)

m1=0 mo=0 mp=0
cox(n—my) + ... . (2.19)
Na qual, h,(ml,m2,...,m,) é conhecida como a p-ésima ordem do nicleo do sistema

de Volterra (SCHETZEN, 1980; MATHEWS, 2000). Assumindo que os termos da ex-
pressdo acima sao simétricos, ou seja, que z(n —m;)x(n —m;) = x(n — mj)x(n —m;), o
ntcleo de Volterra ¢é formado considerando-se que h,(ml, m2, ..., m,) nao sofre alteracoes
para as p! possiveis permutacoes dos indices de mq, mao, ..., m,.

Observando que a série infinita apresentada na EQ. 2.19 nao é adequada para utilizagao
em filtragem adaptativa, deve-se trabalhar com suas extensoes truncadas. Realizando o

truncamento e assumindo que hg = 0, a EQ. 2.19 fica dada por:

+..
N-1  N-1

+ Z . Z hao(my,ma, ... ,my)z(n —my)...x(n —ma), (2.20)
mi1=0 mp=0

na qual N — 1 representa a quantidade de elementos de retardo considerada na série de
Volterra truncada.

A FIG. 2.2 apresenta o diagrama de uma série de Volterra truncada de ordem igual a
3 e com 2 elementos de retardo. Neste caso, é possivel modelar um nticleo de Volterra que
permita expressar o sinal de entrada de um filtro adaptativo pelo seguinte vetor (DINIZ,
2002):
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z(n)z*(n — N + 1)
r?(n)x(n —1)

2?(n)z(n — N +1)

3(n—N+1)
z(n)x(n — Daz(n — 2)

x(n—N—1)z(n— N)x(n — N +1)

(2.21)

A FIG. 2.2 e a EQ. 2.21 possibilitam a compreensao de como se forma o Nucleo de
Volterra. A estrutura deste vetor de entrada, (n), é a principal diferenca com relagao aos
filtros lineares convencionais pois, ao invés de serem utilizadas somente amostras passadas
do sinal de entrada, sao utilizados também produtos cruzados entre amostras atuais e

passadas. Convém salientar que, a medida que se aumenta o nimero de retardos ou a
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FIG. 2.2: Sistema de Volterra 3 Ordem

ordem do polinomio gerado pelos produtos cruzados, torna-se mais dificil a elaboragao
do ntcleo, gerando uma estrutura de grande dimensao que pode inviabilizar a solucao do
problema.

Pode-se ressaltar que um grande numero de algoritmos adaptativos (LMS, RLS, CG,
QRD-RLS, etc.) pode ser aplicado para o ajuste dos parametros da estrutura (DINIZ,
2002; CHANG, 2000).

O filtro de Volterra pode ser decomposto em uma estrutura paralela de blocos, como
ilustrado na FIG. 2.3, onde cada um dos blocos corresponde a um filtro de ordem p. Essa
decomposicao ¢é bastante vantajosa do ponto de vista pratico, pois em algumas aplicacgoes,

certos blocos podem ser tratados de maneira diferenciada ou mesmo desconsiderados.
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x(n) h (n) y(n)

Yo ()

FIG. 2.3: Decomposi¢ao do filtro de Volterra em blocos.

A saida de cada um dos blocos do filtro de volterra pode ser escrita na forma vetorial.
Essa abordagem é bem conhecida para o bloco de primeira ordem (OPPENHEIM, 1999)

resultando em
y1(n) = th:cl(n) (2.22)

com x1(n) representando o vetor de entrada de primeira ordem definido como [z(n) z(n — 1)
. z(n— N +1)]", e hy o vetor dos coeficientes. Para os demais blocos, é possivel obter

representagoes analogas a apresentada na EQ. 2.22 considerando-se uma operacao vetorial

pseudo-linear (BATISTA, 2004). Por exemplo, para um bloco de segunda ordem pode-se

escrever o vetor de entrada e o de coeficiente como segue:

xo(n) = | z(n)x(n —N+1) |, (2.23)
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hy=| hy(0,N —1) (2.24)

| ha(N—1,N = 1)

resultando em uma relagao de entrada e saida dada por
y2(n) = hdxs(n). (2.25)

Operacao similar pode ser realizada para os outros blocos nao-lineares do filtro Vol-
terra, resultando na seguinte relacao de entrada e saida para um bloco de uma ordem p

qualquer:
yp(n) = hgwp(n). (2.26)

Com respeito a complexidade computacional requerida, o filtro Volterra apresenta um
sério problema. O numero de coeficientes cresce exponencialmente com o aumento do
tamanho da memoria. Se, denotamos D,,(N) como sendo o nimero de coeficientes de
cada bloco de ordem p;, de um filtro Volterra com tamanho de memoéria N, tem-se (TAN,
2001):

(N + py — 1)'

pr<N> = (N— 1)'pb' '

(2.27)

Considerando Dy (N, p) como o ntimero total de coeficientes de um filtro de Volterra de
ordem p e tamanho de memoéria N, o numero total de coeficientes é dado pelo somatério

dos coeficientes de cada um dos blocos. Assim,

Dy(N,p) =Y D,,(N) (2.28)

pp=1
o que resulta em

N +p)!

Dy (N, p) = . N b (2.20)
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2.5 FILTRO DE VOLTERRA LMS

Levando em consideragao a EQ. 2.21 e a FIG. 2.2, pode-se definir o sinal y(n) como :

N-1
y(n) = wo1 (ma)x(n —my)
m1=0
N-1 N-1
+ woz(my, me)x(n — mq)x(n — ms)
m1=0 mo=0
+.
N-1

Z Z Wop(ma, Ma, ..., mp)x(n —mq) ... x(n—my) (2.30)

considerando o vetor de coeficientes w(n) definido como :
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Wn—n+1(N)
"LU0,0(TL)

U}o,l(n)

wo,anH(n)

le(n)

wn—N+1,n—N+1<n)
w(n) = w070,0(n)

w0,1,1(n)

Wo,n—N+1,n—N+1 (n)

wo,o,l(n)

Wo,0,n—N+1 (n)

Wn—N+1,n—N+1,n—N+1 (n)

wo,1,2(n)

Wp—N—-1,n—Nn—N+1 (n)

(2.31)

podemos reescrever as equacoes da Secoes 2.2 na TAB. 2.3. Observe que usamos um passo

para cada ordem como em (DINIZ, 2002).

2.6 FILTRO DE VOLTERRA LMS INTERPOLADO

Como se observa na Segao 2.4, reduzindo-se o tamanho da memoria de um filtro de

Volterra, obtém-se uma expressiva reducao do numero de coeficientes. Isso pode ser
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TAB. 2.3: O algoritmo Volterra LMS

Volterra LMS

Inicializar:

z(0) =w(0)=0

escolher p; no intervalo 0 < p; < A—lax’ parat=1,2,...,p
forn=1,2,...

,u111 0 0
0 ILLQIQ 0
wn+1) =w(n)+ . _ e(n)x(n)
0 0 pply

obtido através do uso de um filtro Volterra adaptativo esparso em conjunto com um filtro
interpolador de entrada. A FIG. 2.4 mostra a estrutura proposta para o filtro de Volterra
adaptativo interpolado, usando o algoritmo LMS no processo de adaptagao (BATISTA,
2004).

Nesta figura, hy, representa o filtro Volterra adaptativo esparso, enquanto o interpo-
lador é representado por um filtro FIR Z = [ig, i1, . . .z'M,l]T (FERMO, 2000), com M
coeficientes. O sinal de entrada e o sinal de entrada interpolada sdo denotados por x(n)

e x;(n), respectivamente, sendo

M=

T; =

isa(n = ), (2.32)
§=0

Como em (BATISTA, 2004), L é usado para definir o fator de interpolacao. Ele

determina o grau de esparsidade do filtro Volterra. A entrada do filtro esparso é obtida

retirando (L — 1) amostras de cada L amostras consecutivas do sinal de entrada original.

Com isso, o tamanho de memoria do filtro esparso, representado por N;, fica reduzido a

N; = {%J +1 (2.33)

onde |-| denota operagao de truncamento, na TAB. 2.4, se encontram as expressoes desta

abordagem.
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FIG. 2.4: Filtro Volterra Adaptativo Interpolado.

2.7 FILTRO DE VOLTERRA LMS PARCIALMENTE INTERPOLADO

Outra versao simplificada do filtro Volterra adaptativo é obtida através do uso da in-
terpolacao apenas nos blocos de maior ordem. Fazendo-se assim, é possivel obter uma
relacao de complexidade bem proxima a do filtro interpolado, uma vez que esses blocos
sao os que possuem o maior nimero de coeficientes. A FIG. 2.5 mostra a estrutura de
um filtro Volterra adaptativo parcialmente interpolado de terceira ordem.

Nesta figura, h;, hy e hs, representam os blocos de primeira ordem, segunda ordem
e terceira ordem, respectivamente, com y;(n), ya(n) e ys(n) representando seus sinais de
saida. Os demais sinais da FIG. 2.5 sao equivalentes aos da FIG. 2.4.

O numero total de coeficientes para este filtro é determinado somando o nimero de
coeficientes para cada um dos blocos, que é obtido através da EQ. 2.27. O tamanho da
memoria dos blocos interpolados é reduzido de acordo com EQ. 2.33. As expressoes deste
algoritmo sao apresentadas na TAB. 2.5.

O uso de uma abordagem parcialmente interpolada sobre uma versao interpolada é
que permite uma reducao consideravel de coeficientes chegando a uma solugao sub-6tima

similar as obtidas com um filtro interpolador.

2.8 WAVELETS

Nas tltimas décadas, a transformada wavelet (DAUBECHIES, 1992) tem sido objeto de

investigacao de muitos pesquisadores que atuam em diversas dreas do conhecimento hu-

31



TAB. 2.4: O algoritmo Volterra LMS Interpolado

Volterra LMS Interpolado

Inicializar:
z(0)=h(0)=0
escolha p; no intervalo 0 < p; < ﬁ para j =1,2,...1
forn=1,2,...

{
x;(n) =Zx(n)
e(n) = d(n) — hi (n)a;(n)

il 0 0
0 ILLQIQ 0
hi(n+1)=h;(n) + : : e(n)x;(n)

mano. Em conseqiiéncia desta investigacao, a transformada wavelet vem sendo empregada
com sucesso em um grande ntmero de aplicagoes.

Um sistema wavelet é composto de um conjunto de funcoes de base que realizam
a decomposicao e analise de sinais pertencentes ao espaco de Hilbert, e que gozam de
diversas propriedades, sendo a anélise de multiresolucao uma das mais importantes.

As funcoes de base wavelets decompoem sinais no plano tempo-freqiiéncia com varia-
dos graus de resolucao nesses dominios. Para tal, dentre as funcoes de base que formam
um tipico sistema wavelet, estao incluidas funcoes de base que permitem obter exce-
lente resolugao no dominio do tempo (com pobre resolu¢do no dominio da freqiiéncia,
de acordo com o principio da incerteza de Heiseberg), assim como estao incluidas outras
que permitem obter excelente resolu¢ao no dominio da freqiiéncia (com pobre resolugao
no dominio do tempo). Assim sendo, a andlise de todos os coeficientes que compoem a
transformada wavelet de um determinado sinal, permite identificar, com boa fidelidade,
tanto efeitos do sinal que ocorrem instantaneamente, quanto aqueles que se manifestam
em determinadas freqiiéncias. Tal caracteristica nao é observada em outras transformadas
ou sistemas de expansao como a Transformada de Fourier e as Transformadas de Fourier
Janeladas.

Considerando que {t;x(t),7,k = 1,2,---} s@o as funcoes de base de um sistema ou

transformada wavelet, um sinal f(t) pertentence ao espaco de Hilbert pode ser represen-
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FIG. 2.5: Filtro Volterra Adaptativo Parcialmente Inter-
polado (somente no bloco de 3* ordem)

tado da seguinte maneira:
ft) = Z Z a; kjk(t), (2.34)
ik
sendo a;j os coeficientes da expansao wavelets dados por

k= /f(t)%,k(t)dt (2.35)

Para a primeira geracdo de sistemas wavelets, todas as funcoes de base 1, x(t) sao
obtidas a partir de uma tnica fungao de duragao finita (extritamente limitada no tempo),
denominada wavelet mae, usando as operagoes de deslocamento e escalonamento (BUR-
RUS, 1998):

Vin(t) = 222t — k) 4 k€ Z. (2.36)
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TAB. 2.5: O algoritmo Volterra LMS Parcialmente Interpolado

Volterra LMS Parcialmente Interpolado

Inicializar:
x(0) =h(0)=0
escolha p; no intervalo 0 < p; < ﬁ para j =1,2,...1,
forn=1,2,...
{
x(n) = [x(n) x*(n) - @ (n))]
zip(n) = [w(n) 2(n) - - Z,a?(n)]"
e(n) =d(n) — hz; n)x;,(n)
il 0 0
0 ,LLQIQ 0
hi,(n+1)=h; (n) + _ , e(n)x;,(n)
0 0 /JJz'pIip

Vale mencionar que, aumentando j, as fungoes de base ficam cada vez mais compactas
no tempo. Combinando este aumento com a variacao do indice k, efeitos presentes no sinal
que sao localizados no tempo vao sendo identificados com boa resolucao, na medida que
tais efeitos se manifestam na obtencao de coeficientes com amplitudes grandes a; para j
elevados. Reduzindo j, por outro lado, efeitos do sinal localizados na freqiiéncia podem ser
identificados com maior fidelidade analisando os respectivos coeficientes da transformada.
Vale lembrar também que, para um determindo indice 7, a colecao de coeficientes obtidos
variando o indice k representa a informagao do sinal contida no j-ésimo nivel de resolucao
da transformada.

Para sinais discretos no tempo, tanto o processo de sintese, EQ. 2.34, quanto o processo
de analise, EQ. 2.35, sao realizados de forma eficiente através do algoritmo piramidal, o
qual emprega uma sucessao de filtros passa-baixa e passa-alta acompanhados de operagao
de decimacao no processo de analise, e acompanhados de operagoes de interpolagao para
o processo de sintese. As respostas ao impulso desses filtros sao obtidas a partir das
fungoes de base da transformada wavelet (BURRUS, 1998),(MALLAT, 1998), que neste
caso é denominada de transformada wavelet discreta (DWT, do termo em inglés Discrete
Wavelet Transform,).

E importante mencionar que a transformada wavelet em geral, e a DW'T em particular,

realiza uma operacao linear. Assim sendo, para sinais discretos no tempo e de duragao
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finita, a DWT pode ser representada por uma matriz, a matriz de andlise, doravante
denotada por T, cuja inversa, a matriz de sintese, é dada pela transposta da matriz de
analise (TT) quando as funcoes de base que formam o sistema wavelet sao ortonormais,
caso de interesse neste trabalho.

Com a representacao matricial da DWT, os coeficientes a;; sao organizados em forma
vetorial, a. Nessa arrumacao, sao dispostos inicialmente aqueles coeficientes associados
ao menor nivel de resolucao da transformada, que aqui serd representado por j = 0, em
seguinda sao dispostos os coeficientes para j = 1. Esse processo continua até j = M — 1,
sendo M a quantidade de niveis de resolucao da DW'T. Vale mencionar que, de acordo
com a escolha da funcao de base e da quantidade de niveis de resolugao, a quantidade de
coeficientes de cada nivel fica determinada, uma vez que a faixa de valores permitida para
o indice k fica especificada.

Os sinais de interesse pratico apresentam fenonemos que ocorrem em maior intensi-
dade em determinandas freqiiéncias e intervalos de tempo. Assim sendo, nesses casos, no
dominio da transformada, a energia do sinal fica concentrada em determinados coeficien-
tes. A concentracao de energia no dominio da transformada wavelet ou da DWT ocorre
para uma ampla classe de sinais de interesse pratico, principalmente nos baixos niveis de
resolucao da transformada. Enquanto que, em geral, nos niveis de maior resolucao ficam
concentradas energias associadas aos sinais espurios subjacentes ao sinal de interesse. Essa
é uma das mais importantes propriedades dessa transformada que sera explorada nesta

dissertacao.

2.9 MATRIZ DE TRANSFORMACAO T

Como comentado na secao prededente, as wavelets podem ser interpretadas como um
banco de filtros; deste ponto de vista e usando a equacao de escalonamento e a propriedade

de ortogonoladide entre os subespacos, obtém-se:
;= cim(nho(n—2k) e dj = cii(n)hi(n — 2k), (2.37)

expressoes que sao implementados pelo algoritmo piramidal.

Conforme apresenta a EQ. 2.37, o algoritmo piramidal (VIDAKOVIC, 1999) expressa
os coeficientes wavelets de um determinado nivel em termos dos coeficientes do nivel
adjacente. Uma forma elegante de representar essa operacao é mediante uso do operador

de decimagao [2 |]. Este operador retém apenas amostras pares de uma seqiiéncia, como
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(1 :ancﬁl(n)hl(n*Zk)
ha(-n) }—» 2y — d

G ha(-n) 24 d:

ho(-n) 2y Cj

ho(-n) 2y —— cu

FIG. 2.6: Dois Estégios do Algoritmo Piramidal

indicado na FIG. 2.6. Vale ressaltar que, na operacao de decimacao, claramente existe a
possibilidade de perda de informacao pois, com o descarte dos dados, pode surgir o efeito
de aliasing.

A seguir, apresentamos a representacao matricial para uma dada transformacao wavelet,
caracterizada pelos filtros hy e h;, supondo que N; = 27.

Define-se um conjunto de matrizes {Hg} indexadas por k, de dimensao (2(‘] —k) % 20/ _k“))
cujos elementos sao obtidos a partir do filtro de escalonamento, sendo o elemento genérico

dessas matrices HY (7, j) dado por
ho(),l = (N — 1)+ (j — 1) — 2(i — 1) médulo 277+, (2.38)

O conjunto de matrizes {H,lf} é definido de forma similar, exceto pelo fato de seus
elementos serem obtidos a partir dos coeficientes do filtro wavelet.

Note-se que as matrizes definidas acima sao circulares: suas i-ésimas linhas sao iguais
as respectivas primeiras linhas com deslocamento circular de 2(i — 1) elementos.

A constante N na EQ. 2.38 afeta a posicdo das entradas nas sub-matrizes H) e Hj..
Para a familia das wavelets de Daubechies, uma escolha apropriada desse parametro é
dado pela quantidade de momentos nulos.

Em (VIDAKOVIC, 1999) é mostrado que as matrizes wavelets podem ser obtidas a

partir das matrizes H) e H; da seguinte maneira
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-
T, =| ' ] : (2.39)

Hl
2 . H%
Ty = H) , (2.40)

T, = ' (2.41)

e assim sucessivamente, até se obter T ;. O produto @ = T ;y fornece a transformada
wavelet desejada.

Na representacao, T ; é aplicada a um conjunto finito de dados o que corresponde a um
truncamento da transformada wavelet em relacao ao caso em que ¢é aplicada a um sinal
de duracao infinita. Os coeficientes obtidos na primeira situacao podem diferir daqueles
obtidos na segunda.

H& vérias abordagens para tentar contornar esse problema; porém, as mais usadas
sao a regra periddica e a da reflexao. Na regra periddica, um sinal com N; amostras é
transformado em um sinal de duragao infinita e periédico, com periodo N;. Este procedi-
mento preserva a ortogonalidade, além de ser rapido e numericamente eficiente. Na regra
de reflexao, os dados originais sao refletidos nas fronteiras e posteriormente estendidos

de forma peridédica. Existem algoritmos disponiveis para implementar este procedimento
(DAUBECHIES, 1992)

2.10 RESUMO DO CAPITULO

Neste capitulo foram apresentados de maneira resumida, os conceitos basicos relacionados
a importantes assuntos que sao abordados ou empregados neste trabalho. Neste contexto,
foram apresentados breves revisoes de filtragem adaptativa empregando os algoritmos da

familia LMS no dominio tempo.
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Fez-se ainda uma pequena introdugao as séries de Volterra e ao algoritmo LMS neste
contexto. Foram discutidos alguns algoritmos da familia LMS empregados em séries de
Volterra que utilizam técnicas de reducao de ordem do vetor de pesos, visando a reducao do
numero de coeficientes do filtro e portanto a diminuicao da complexidade computacional.

Por fim, apresentou-se uma breve introducao a transformada wavelet.
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3 ALGORITMOS LMS NO DOMINIO DA TRANSFORMADA WAVELET

3.1 INTRODUCAO

A teoria dos filtros adaptativos vem sendo amplamente empregada; em particular, o
algoritmo LMS tem sido muito usado pela sua simplicidade e robustez. Com o intuito de
tentar melhorar a convergéncia deste algoritmo, lenta para sinais de entrada com elevada
correlacao entre suas amostras, neste capitulo estuda-se os algoritmos LMS no dominio
da transformada (NARAYAN, 1983), particularmente a transformada wavelets. Cabe
lembrar que nossa aplicagao de interesse ¢ um sistema nao-linear e que sempre estaremos
buscando os melhores resultados em termos de velocidade de convergéncia e reducao do
custo computacional.

A estrutura béasica de como é feito o mapeamento do dominio do tempo para o dominio
da transformada é apresentada na FIG. 3.1. No decorrer do capitulo, serao detalhadas

todas as caracteristicas deste tipo de filtro e, em particular, de nossa proposta.

3.2 O ALGORITMO WTD-LMS

O algoritmo LMS apresenta a vantagem de baixa complexidade computacional em relagao
a outros algoritmos de filtragem adaptativa; porém, ele pode apresentar muito baixa
velocidade de convergéncia quando o sinal em sua entrada for fortemente correlacionado
(GALDINO, 2003).

Desta forma, muitos algoritmos baseados no LMS convencional vém sendo propos-
tos para suplantar as limitagoes de convergéncia do LMS convencional sem, no entanto,
aumentar sobremaneira a complexidade computacional.

Um procedimento proposto para melhorar o desempenho do algoritmo LMS conven-

cional é a normalizacao do sinal de entrada do filtro adaptativo. O algoritmo assim obtido
é o conhecido LMS normalizado, denominado NLMS, dado por (DINIZ, 2002)

w(n+1) =w(n)+ e(n)x(n). (3.1)

Outra abordagem que pode ser adotada para melhorar as caracteristicas de con-
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FIG. 3.1: Filtro adaptativo no dominio da transformada.

vergéencia do algoritmo diante de sinais de entrada que apresentam forte correlacao é o
LMS no dominio da transformada. De acordo com esse procedimento, o sinal de entrada

do algoritmo LMS, s(n), é dado por
s(n) = Tx(n), (3.2)

onde T é uma matriz que representa o operador linear que realiza o mapeamento entre o
dominio do tempo e o dominio da transformada (TEWFIK, 1994).
O algoritmo LMS no dominio da transformada wavelet, denominado Wavelet Trans-

form Domain LMS (WTD-LMS), também sofre um tipo de normalizagao dado por
w(n+ 1) = w(n) + pe(n)o(n)s(n), (3.3)

na qual o(n) é uma matriz diagonal cujo i-ésimo elemento ¢ dado por [y + o2(n)] ", sendo

o?(n) uma estimativa da variancia de s;(n), dado por

oi(n) = asi(n)+ (1 —a)oi(n—1), (3.4)

onde « é um fator pequeno, 0 < a < 0.1, e v uma constante muito pequena, empregada
somente para evitar possiveis divisoes por zero.

Vale lembrar que, no dominio do tempo (algoritmo NLMS), todos elementos do vetor
sinal de entrada tem a mesma variancia e por isso possui uma normalizacao igual; o?
seria, neste caso, (x” (n)x(n))'I. Contudo, ao empregar o algoritmo LMS em aplicagoes
que envolvem filtros de Volterra, além de termos uma normalizacao diferente para cada

elemento, também é importante adotar passos distintos para cada ordem do polinémio
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de Volterra. Essa medida é fundamental para melhorar a velocidade de convergéncia do
algoritmo LMS (DINIZ, 2002). Para um polinémio de Volterra de ordem p, utiliza-se a

matriz diagonal p,, que contém os valores de passo da seguinte forma:

[ mLi 0 - 0
0 wl -~ 0
L 0 0 -l |

onde I; é uma matriz identidade de dimensao correspondente ao nimero de coeficientes
de j-ésima ordem.
Portanto, para o caso do algoritmo NLMS usado num nicleo de Volterra (KALLURI,

1999), sua equagao de atualizagdo pode ser dada pela seguinte expressao

e(in)(n)p,px(n). (3.6)

wn+1)=w(n)+ ()

No dominio da transformada wavelet, entretanto, nao hé razao para empregar os passos
da maneira como apresentada acima. Isto ocorre porque cada coeficiente, neste dominio,
pode carregar informacgao de varias ordens do polinomio de Volterra devido a meméria
induzida pela matriz de andlise (T). Pode-se, no entanto, adotar um passo distinto para

cada nivel de resolugao da DW'T, como indicado na expressao abaixo.
w(n+1) =w(n) + pye(n)o(n)s(n). (3.7)

Neste caso, p,; ¢ uma matriz diagonal, como a apresentada na EQ. 3.5, com cada
elemento p; correspondendo a cada um dos M niveis de decomposicao wavelet. Levando
em consideracao os critérios apresentados nesta secao, pode-se fazer uma simulacao para
determinar a validade das formulacoes. Para isto, empregamos o filtro adaptativo de

Volterra na identificagao de um sistema dado por:

d(n) = —0.78z(n) — 1.48z(n — 1) + 1.39z(n — 2) + 0.54x(n — 3) + 3.72z%(n)
+1.86x(n)z(n — 1) — 1.62x(n)z(n — 2) + 0.76x(n)z(n — 3) + 1.412%(n — 1)
+0.04x(n — 1)z(n — 2) — 0.13z(n — 1)xz(n — 3) — 0.232%(n — 2)

—0.122(n — 2)z(n — 3) — 1.522%(n — 3) + r(n)

(3.8)
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FIG. 3.2: MSE dos Algoritmos WTD-LMSM e LMS.

Observa-se, da equagao anterior, que trata-se de um sistema de segunda ordem com
trés retardos, ou seja, com um total de quatorze coeficientes em seu nticleo de Volterra.
Além disso somamos ruido de observagao, aqui denotado por r(n), com média zero e
variancia 02 = le™®. Devido ao baixo nimero de coeficientes e levando em consideragao
a ordem do polinomio de Volterra, igual a dois, fazemos a decomposicao em dois niveis e
empregamos a wavelet de Haar (DAUBECHIES, 1992) para gerar a matriz T.

O algoritmo WTD-LMS empregando M passos sera denominado de WTD-LMSM. O
desempenho deste algoritmo sera avaliado para M =1 e M = 2. Para o primeiro caso,
usou-se 1 = 0.04; no segundo caso, dois passos foram empregados, um para cada nivel de
decomposicao: pg = 0.025 e pg = 0.035.

Os desempenho do algoritmo LMS Volterra convencional®, também é avaliado na si-
mulacao, neste caso foram considerados p; = 0.035 e ps = 0.025. Os resultados dos
algoritmos investigados, em termos do Erro Médio Quadratico (ou MSE do inglés Mean

Squared Error), podem ser observados na FIG. 3.2:

fw(n +1) = w(n) + pye(n)z(n)
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Como se observa os, algoritmos WTD-LMS apresentam melhor desempenho do que
o LMS convencional. Com relacao aos algoritmos no dominio da transformada wavelet,
verifica-se uma pequena melhoria para o que emprega dois passos. Porém este algoritmo, o
WTD-LMS2 possui a dificuldade de ter que se escolher dois valores de passo, procedimento
que a principio deve ser realizado manualmente ou por simulacao.

Empregamos os mesmos algoritmos na identificagdo de um sistema de terceira ordem

com dois retardos (CHANG, 2003) dado por:

d(n) = —0.78z(n) — 1.48z(n — 1) + 1.39z(n — 2) + 0.5422(n)
+3.72z(n)z(n — 1) + 1.86x(n — 1)z(n — 2) — 1.622*(n — 1)
+0.76z(n — 1)z(n — 2) + 1.412%(n — 2) + 0.0423(n)
—0.13z(n)2*(n — 1) — 0.12z(n)z*(n — 2) — 0.232%(n)z(n — 1)
— 1.522%(n)x(n — 2) — 0.762%(n) — 0.75x(n — 1)2%(n — 2)
+0.152%(n — D)z(n — 2) + 0.523(n — 2) 4+ 0.33x(n)z(n — 1)x(n — 2) + r(n)
(3.9)

Da EQ. 3.9, verifica-se que o nimero de coeficientes do filtro de Volterra é 19 (TAN,
2001). O sinal de entrada x(n) passa pelo canal dado por: 0.9045 + 27! + 0.904522 e a
relacao sinal-ruido foi feita igual a —30 dB.

Os passos adaptativos para os algoritmos dos filtros de Volterra LMS sao p; = 0.001,
p2 = 0.003 e g = 0.005 e para o NLMS (EQ. 3.1) sao p; = 0.003, gz = 0.006 e 3 = 0.01.
Esses valores de passo foram obtidos experimentalmente visando aumentar a velocidade
de convergéncia. Como mencionado anteriormente, cada um desses passos esta associado
a uma ordem do nucleo do filtro de Volterra.

Para o algoritmo WTD-LMS3 foram empregadas as funcoes de base wavelet conhecidas
como Daubechies, cujas fungoes wavelets possuem dois momentos nulos (Daubechies 2)
(DAUBECHIES, 1992), e trés niveis de resolucao, sendo que se adota-se um valor distinto,
para cada nivel de resolugao. Devido a capacidade de concentragao de energia nos niveis
de menor resolucao, os passos serao usados da seguinte maneira: no primeiro nivel de
resolugao, que estd associado as componentes de baixa freqiiéncia de x(n), sera utilizado
o = 0.005; no segundo nivel de resolucao sera empregado p; = 0.003 e puy = 0.001
no terceiro e ultimo nivel de resolugao, o qual esta associado as componentes de alta

freqiiéncia de x(n), e provavelmente um menor valor de SNR.
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FIG. 3.3: MSE dos Algoritmos WTD-LMS3, LMS, NLMS e RLS.

Os resultados obtidos, em termos de erro médio quadratico obtidos pelos algoritmos
LMS, NLMS, WTD-LMS3 e RLS (usado somente como comparacao) sao mostrados na
FIG. 3.3 onde foi considerada uma relagao sinal ruido de 30 dB.

Como pode-se observar na FIG. 3.3, dentre os algoritmos investigados, o que apresenta
as piores caracteristicas de desempenho é o LMS. O algoritmo NLMS apresenta velocidade
de convergéncia um pouco melhor do que a apresentada pelo algoritmo LMS convencional.
Dentre os algoritmos baseados no LMS, o algoritmo WTD-LMS3 é o que apresenta as
melhores caracteristicas de desempenh, com a maior velocidade de convergéncia para o
valor de MSE minimo (-30 dB). O desempenho deste algoritmo é superadaoapenas pelo
algoritmo RLS (DINIZ, 2002). Porém, vale mencionar que o algoritmo RLS apresenta uma
complexidade computacional bem superior aos demais algoritmos avaliados (baseados no

LMS), além de nao possuir uma garantida estabilidade numérica (DINIZ, 2002) .
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FIG. 3.4: Energia por Nivel.

3.3 UMA NOVA PROPOSTA PARA O ALGORITMO WTD-LMS

A transformada wavelet tem a propriedade de concentrar maior quantidade de energia
nos niveis de decomposicao de menor resolucao. Isto pode ser verificado mediante um
simples exemplo: empregamos um sistema de Volterra de terceira ordem e dois retardos,
e fazemos uma decomposicao de trés niveis. O resultado é apresentado na FIG. 3.4, na
qual mostra-se uma clara concentragao de energia no nivel 0, em relacao as energias do
sinal decomposta nos niveis 1 e 2.

Até o momento, estamos somente usando a transformacao proposta em (TEWFIK,
1994) num filtro de Volterra e com uma certa dificuldade em otimizar M valores de passos.
Como sabemos, as propriedades de convergéncia e o nivel de erro médio quadratico obtido
pelo algoritmo LMS, para uma dada entrada, dependem da escolha de seu passo. De modo
geral, passos com valores pequenos acarretam lenta convergéncia porém proporcionam
baixos valores de MSE na condicao de regime permanente; por outro lado, valores elevados

desses parametros produzem velocidades de convergéncia maiores para valores de MSE
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também maiores (GALDINO, 2004).

Assim sendo, a criteriosa escolha do passo do algoritmo LMS é importante para ter-se
um bom compromisso entre velocidade de convergéncia e nivel de MSE na condicao de
regime permanente.

Cabe mencionar que, para uma mesma aplicacao, a escolha apropriada do passo do
algoritmo LMS depende da Relagao Sinal-Ruido (ou SNR, do inglés Signal-to-Noise Ra-
ti0). Em linhas gerais, para elevados valores de SNR pode-se adotar valores elevados para
o passo. Porém, a medida que reduz-se essa razao, € importante usar valores de passo
menores para controlar o efeito de ruido do gradiente (GALDINO, 2004).

A dependéncia da escolha do valor do passo com a SNR e a caracteristica de concen-
tragao de energia promovida pela transformada wavelet, geralmente nos baixos niveis de
resolucao, podem ser explorados para estabelecer-se um critério apropriado para definir
um valor de passo diferente para cada nivel de resolucao da transformada.

Seja p;(n) e Ej(n) = 212:“ |54)? 0 passo do LMS e a energia dos coeficientes wavelets,
referentes ao j-ésimo nivel de resolucao do bloco de dados do instante n, respectivamente.

Tendo em vista que o ajuste fino dos elementos y; em EQ. 3.7 ¢ critico, nossa proposta
é facilitar a utilizacao deste algoritmo ao deixar o passo de cada nivel de decomposigao
proporcional a sua energia da maneira como segue.

Ej(n)

Yo Ei(n) 8

sendo M a quantidade de niveis de resolu¢ao e i o Unico parametro que deverd ser

py(n) = (3.10)

ajustado para controlar e garantir a convergéncia do algoritmo. Vale mencionar que
tanto o denominador quanto o numerador de EQ. 3.10 podem ser obtidos sem consideravel
complexidade computacional, uma vez que esses parametros sao também empregados na
normalizacgao.

Os passos definidos em EQ. 3.10 podem ser apresentados em forma vetorial da seguinte

maneira
[ oly 0 |
0 mL --- 0
B =| . . : (3.11)
. 0 0 - pnalya ]

na qual assumiu-se M niveis de resolucao.
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E importante destacar trés propriedades marcantes do algoritmo proposto. A primeira
é que quanto maior for a energia do nivel, maior sera o valor do passo e a SNR do nivel,
uma vez que a energia do ruido é diluida igualmente por todos os niveis da transformada.
Vale lembrar que, com o aumento da SNR, é apropriado aumentar o valor do passo para
melhorar as caracteristicas de desempenho do algoritmo. A segunda é que os valores de
passo mudam para cada bloco de dados: portanto, se a distribui¢ao de energia ao longo
dos niveis muda com o tempo, isso serd refletido na especificacao dos valores dos passos.
A terceira é que, apesar do emprego de diversos valores de passo (no caso em questao
3, por ter sido empregada uma transformada wavelet com apenas 3 niveis de resolugao),
apenas um parametro precisa ser obtido via simulagao computacional na EQ. 3.10, o que
reduz bastante a dificuldade de ajuste em relagao a um algoritmo genérico WDT-LMSM
que emprega M diferentes passos para os diferentes niveis de resolucao. Substituindo-se

a EQ. 3.10 na EQ. 3.11 tem-se que:

PRLIOEN . . 1
>ito Ei(n)
0 pr g 0
W = Do Ei(n) (3.12)
Ej (ﬁ)
0 0 | BV}
_ T Em T

Na TAB. 3.1, é apresentado de forma compacta o algoritmo WTD-LMS proposto
(BERNAL O., 2005).

Empregando as equacoes da TAB. 3.1 e o sistema da EQ. 3.9, pode-se refazer o ex-
perimento anterior; os resultados obtidos sao mostrados na FIG. 3.5

Os resultados apresentados na FIG. 3.5 mostram claramente que, dentre os algoritmos
baseados no LMS, o que apresenta maior velocidade de convergéncia ¢ o WTD-LMS
proposto. Além disto, podemos ressaltar que os algoritmos denominados WTD-LMS e

WTD-LMSM possuem similares complexidades computacionais.

3.4 REDUCAO DO FILTRO DE VOLTERRA

Como mencionado anteriormente, a transformada Wavelet possui a propriedade de con-

centracao de energia nos baixos niveis de resolugao. Assim sendo, pode-se obter um
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TAB. 3.1: O Algoritmo Wavelet Transform-Domain LMS.

WTD-LMS

Inicializacao
z(0) = @w(0) =[0...0]T
v = constante pequena
0<a<0.1
escolha p

Para cada n

{

) =
w(n+1) = w(n) + p;(n)e(n)o(n)s(n)

algoritmo WTD-LMS com uma quantidade de coeficientes menor, na qual apenas os coe-
ficientes associados aos primeiros niveis de resolucao sao atualizados pelo algoritmo LMS,
reduzindo, dessa forma, a complexidade computacional do algoritmo em relagao ao WTD-
LMS proposto. Essa versao do algoritmo proposto sera doravante denominada de Reduced
Order WTD-LMS (RO WTD-LMS).

Vale mencionar que o algoritmo RO WTD-LMS deve conduzir a uma solugao sub-
6tima em fungao da parte da energia do sinal de entrada que é desconsiderada na atua-
lizagao dos coeficientes do algoritmo LMS. Quanto maior a concentracao de energia nos
baixos niveis de resolugao, menor sera essa degradacao. Portanto, a apropriada escolha
das funcoes de base wavelets e a quantidade de niveis de resolucao podem exercer forte
influéncia no desempenho desse novo algoritmo.

Serd, a seguir, avaliado o desempenho do RO WTD-LMS; neste experimento, empregou-
se a transformada de Haar (DAUBECHIES, 1992) para realizar a DWT com 3 niveis de
resolucao, sendo que os coeficientes referentes ao tultimo nivel de resolucao foram de-
sconsiderados na equacao do algoritmo. Além disso, o desempenho deste algoritmo sera
comparado com o de um outro também desenvolvido no sentido de reduzir a ordem do

nucleo de Voltera; trata-se do filtro de Volterra adaptativo parcialmente interpolado de-
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FIG. 3.5: MSE dos Algoritmos WTD-LMS.

nominado VPI-LMS proposto em (BATISTA, 2004). Para este algoritmo, empregou-se
L = 2, resultando numa reducao de 6 coeficientes dentre os de terceira ordem. Com essas
especificagoes ambos ao algoritmos empregam 13 coeficientes em suas equagoes recursivas.
Os resultados obtidos sao apresentados na FIG. 3.6.

Como se pode observar, os algoritmos RO WTD-LMS e VPI-LMS apresentam o mesmo
valor de MSE de regime permanente; porém, a velocidade de convergéncia do RO WTD-

LMS é bem maior do que a do algoritmo VPI-LMS.

3.5 COMPLEXIDADE COMPUTACIONAL

Uma das causas de sucesso de um determinado algoritmo é, em grande parte, a sua
eficiencia computacional; dito de outra maneira, a quantidade de operagoes que devem ser
realizadas pelo algoritmo em cada iteracao. A grande vantagem dos algoritmos LMS, como
j& mencionado ¢ a sua baixa complexidade computacional; por outro lado, em algumas
aplicagoes ele é fortemente penalizado devido a sua lenta velocidade de convergéncia.

Para o caso do algoritmo WTD-LMS temos as seguintes consideragoes: seja a matriz
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FIG. 3.6: MSE dos Algoritmos RO WTD-LMS.

de transformacao T de dimensao L X L que vai ser multiplicado por um vetor f de
dimensao L x 1, o custo computacional dista multiplicacao é de O(L) operagoes (HOSUR,
1997; HERLEY, 1994). Levando isto em consideragao, podemos definir o nimero de
multiplicagoes, divisoes e raizes quadradas. Lembrando que L representa o tamanho do
filtro, M a quantidade de niveis de resolugao da transformada e p o grau do polinomio, o
numero dessas operacoes por iteracao, para cada algoritmo, se encontram na TAB. 3.2.

Desta tabela, observa-se que o algoritmo RLS tem a maior complexidade e o LMS é o
que apresenta a menor complexidade computacional. O algoritmo proposto, WTD-LMS
apresenta complexidade computacional bem menor que a do algoritmo RLS e apenas um
pouco maior o que a do algoritmo LMS.

Da analise conjunta dos resultados de MSE apresentados na se¢ao anterior e de com-
plexidade computacional apresentados na TAB. 3.2, pode-se concluir que o algoritmo
WTD-LMS apresenta um bom compromisso entre desempenho e complexidade, se com-

parado aos demais investigados.
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TAB. 3.2: Complexidade computacional dos algoritmos investigados.

ALGORITMO [ MULTIP. | DIVIS.

LMS 3L+ M 0
WTD-LMSM | 4L+ M L
WTD-LMS AL + M L+ M
NLMS AL + M 1

RLS 3L+ L+2| L?

3.6 RESUMO

Neste capitulo, foi apresentado uma nova versao do algoritmo WTD-LMS aplicado satisfa-
toriamente em filtragen de Volterra. Quanto a velocidade de convergéncia, verificou-se ser
mais veloz que o NLMS e que as versoes LMS convencionais. Também, pode-se observar
que possui uma complexidade computacional relativamente baixa.

Foi também apresentada uma versao do algoritmo WTD-LMS que reduz o ntimero de
coeficientes do kernel de Volterra, visando uma redugao no custo computacional. Esta
versao com ordem reduzida mostrou-se eficiente quando comparada com a proposta de

filtros parcialmente interpolados, reduze o mesmo nimero de coeficientes.
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4 ANALISES DOS ALGORITMO WTD-LMS

4.1 INTRODUCAO

Neste capitulo foi desenvolvido a andlise do erro na identificao dos coeficientes do
filtro adaptativo WTD-LMS quando empregado para sinais de entrada modelado por
série de Volterra. A analise aqui realizada contempla a média e a covariancia dos erros
nos coeficientes do filtro. Devido a complexidade do problema, a analise é realizada
admitindo-se uma série de suposicoes simplificadoras brevemente discutidas neste capitulo;
em particular, a andlise na covariancia segue o procedimento proposto em (GALDINO,
2004) que foi desenvolvido para a andlise do algoritmo LMS convencional.

Como fruto desta andlise sao obtidos valores maximos de 1 (ftmax) a partir da expressao
do erro médio quadratico nos coeficientes. Para realizar as analises, serd empregado o

modelo mostrado na FIG. 4.1.

4.2 CRITERIOS PARA A ANALISE

A estrutura de um filtro de Volterra, com sua grande quantidade de coeficientes e produtos
cruzados das amostras da entrada em diversos instantes de tempo, dificulta a realizacao
de analises devido a elevada complexidade do problema.

Neste trabalho, para realizar uma andlise matematica do algoritmo LMS no dominio da
transformada wavelet, admitimos algumas hipdteses simplificadoras, que sao detalhadas

a seguir.

e Suposicao I — Admite-se que a transformada wavelet aproxima a transformada de
Karhunen-Loeve do vetor (n) (MALLAT, 1998);

e Suposicao II — As amostras do vetor de entrada trasformado, s(n), e do sinal
desejado, d(n), possuem média nula e sao modelados por processos estocasticos

Gaussianos estacionarios em sentido amplo;

e Suposicao III — O ruido em tempo discreto, r(n), resulta da amostragem de um

processo estacionario em sentido amplo que possui média nula e densidade espectral

52



x(n)

e(n)

FIG. 4.1: Modelo utilizado na anélise.

de poténcia constante dentro da faixa de freqiiéncia de interesse. Além disso, admite-
se que este ruido é estatisticamente independente de s(n) e de w(n), para qualquer

n;

e Suposicao IV — Em regime permanente, o vetor w(n) é um processo estocastico

estatisticamente independente de s(n).

e Suposicao V — Na estatistica do sinal temos que momentos impares sao nulos, ou

seja, F [2'(i)] =0 para | fmpar.

4.3 ANALISE NA MEDIA

Nesta segao, considerando as suposicoes apresentadas na sessao anterior, ¢ analisado o

valor esperado do vetor de erro nos coeficientes, definido por

-~

Aw(n) = wo — w(n) (4.1)

onde wy = Twy, a DWT da solucao de Wiener.
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Como sabemos, o erro a priori é dado por:
e(n) = d(n) — s’ (n)w(n) (4.2)

e a atualizagao dos coeficientes para o algoritmo WTD-LMS, como visto no capitulo

anterior, é dada por:
w(n+1) =w(n) + py(n)o(n)s(n)e(n). (4.3)

Considerando-se o filtro no dominio da transformada, o vetor de entrada transformado

¢ dado por:
_ () -
s(n) = s;(n) = Tx(n), (4.4)
s

onde s;(n) é um vetor com os M; elementos do j-ésimo nivel de decomposi¢do da trans-
formada wavelet.

Considerando que p,, ¢ uma matriz diagonal que contém os passos e adotando-se um
mesmo valor de passo em cada elemento de um mesmo nivel da transformada, esta pode

ser representada por:

po(n)Iy 0
0 1\n Il
oy () = ) (45)
| 0 0 o pr—1(m) I |

onde I; é a matriz identidade de dimensao M; x M; e M o nimero de niveis de decom-
posicao da transformada wavelet.

Relembramos que a equacao proposta para a atualizacao do passo é dada por:

(4.6)

onde p controla as propriedades de convergéncia do algoritmo proposto.
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Podemos, ainda, escrever de uma forma simplificada que:

1

o(n) = as?(n) + (1 —a)o?(n—1) ' (4.7)

Para n grande e sinais estaciondrios, podemos assumir que o?(n) = as?(n) + (1 —

a)o?(n—1) é uma estimativa nao polarizada de E [s?(n)] e, empregando-se a Suposicao II,
aproximaremos cada elemento da diagonal pelo inverso da variancia ( 1/ afi). Além disto,
admitindo-se que as variancias dos elementos s;(n) de um mesmo nivel j de decomposigao

sao todas iguais a 032-, podemos escrever que:

- ;
—I, 0 - 0
50
1
0 I - 0
o(n)~ 51 : (4.8)
1
0 0 5 Iy
L O-SMfl .
Definimos,entao, B(n) como:
e
sp (n)so(n)
————ul 0 0
osTms()
0 S (;%)sl(n) e 0
B(n) = py(n)o(n) = o3,s"(n)s(n)
T
sp—1(n)sa-1(n)
0 0 Iy
_ o2, sms(m) |
(4.9)
e podemos reescrever a EQ. 4.3, da seguinte maneira:
w(n+1) =w(n) + B(n)s(n) [d(n) —s" (n)w(n)] . (4.10)

Utilizando a EQ. 4.9, a equagao anterior pode ser expressada por
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s,
o2
s1 (n)s1(n)
2 0 2 L T
ST(n)s(n) o s(n) [d(n) —s"(m)d(n)]
sir—1(n)sm-1(n)
0 0 5 | Y
L O'SJM—I .
(4.11)
A seguir, consideramos o sinal de referéncia modelado por
d(n) = s"(n)wy + r(n), (4.12)
de modo que podemos re-escrever a EQ. 4.1, usando a definicao EQ. 4.11, como
Aw(n+1) = Aw(n)
[ Sép(n);o(n)IO 0 0 ]
o3, .
51 (n)s1(n)
- " 0 = I, 0 y
sT(n)s(n) :
T
. ) hiaoaraln)y
L 0-51\/171 .
s(n) [s"(n)wo + r(n) —s" (n)w(n)] . (4.13)
Esta equacao pode ser re-escrita como:
_ u sj (n)s;(n) _
Awn+1)= [I— G ! 02] I; s(n)s” (n)| Aw(n)—
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pir(n)

sT(n)s(n)

E[A@Wn+1)]=E |[{I-
pr(n
P ST m)s(m)

s(n).

I s(n)

(4.14)

(4.15)

Assumindo que o ruido de observacao é descorrelacionado do vetor sinal transformado

e que possui média nula (Suposi¢ao I1I), chega-se a:

E[A@(n +1)]

EA®(n+1)]=E

E

- [/

A EQ. 4.17, pode ser escrita da seguinte maneira:

o7

(4.16)



E[A@(n+1)] =

sT (n)so(n)so(n)sT (n) . s¥ (n)so(n)so(n)sT; ,(n)
azo O'go
I-E W : : E[A®(n)]
20 (n)si(n) sﬂil(n)sM 1(n)sM,1(n)sg(n) - sﬂil(n)sM 1(n)sM,1(n)s}\ﬂ471(n)
UEM 1 UgM 1

(4.18)

Admitindo-se a aproximagao conhecida como “averaging principle” (SAMSON, 1983),

Blo(a)/F0) = Fhon,

fora da diagonal principal sao nulos e obtemos:

na matriz da EQ. 4.18 e também a suposicao V, todos os termos

( B T )

pE [7(n)s; (n)s; ()7 ()]
o2 B[S T (m)si(n)

EA@(n+1)]~{I- E[A®(n)] (4.19)

( L 1)
Finalmente, considerando uma vez mais a Suposicao II, que establece que o sinal s(n)
¢ modelada por processos estacionarios com distribuicao gaussiana e usando o teorema de

fatoracdo dos momentos de quarta ordem (PAPOULIS, 1991), obtemos:

E[A®(n+1)] =

( [ (MO + 2)0'30:[0 1)
M, +2 U;I
R TPES BERCh E[A@(n)
> =0 Mjo?,
\ L (MM 1+2) SM 1IM—1 4
[ (Mo + 2) 2 |
1— ——7-—"2| 1
= E[Aw(n)] (4.20)
ILL(MM 1 + 2) SA{ 1
1-— ZM Mo | By
Aplicando a expressao anterior paran = 1,2, 3, ... chega-se a
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E[Aw(0)]

B M()O'go + - +MM_1O'2

SM—1

E[A®(n+1)] = (1 #; + 2)o, > I,

(4.21)

Para assegurar convergéncia do algoritmo no sentido da média, devemos impor a

seguinte condicao.

M; +2)o2
‘ pM; +2) ! <1 para Vj, (4.22)

1—
MooZ + -+ My 102

SM—1

que pode ser reescrita da seguinte maneira:

2 (Moazo +t MM,lagM_l)
A

.V (4.23)
(M; +2)a2,

O<pu<

Como p deve ser menor que o maior valor possivel de (M; + 2)J§j, podemos definir

um limite méximo para g, 0 < g < fipax, COM

2 <M00'30 + -+ MM_10'2

Hmax = 81”71) (424)
max(M; + 2)o?,
j

Para determinar se as suposicoes e equagoes deduzidas sao validas, empregamos o
exemplo apresentado na Secao 3.2, ou seja, um sistema Volterra de segunda ordem
com um numero de quatorze coeficientes; usamos neste exemplo a wavelet de Haar
(DAUBECHIES, 1992), com dois niveis de decomposi¢ao ou resolugao.

Considerando varias relacao sinal ruido de —10, —20, —30,e — 40 dB, apresentamos a
seguir um grafico do MSE em dB em funcao do u. Isto é feito para determinar se o iy ax,
dado pela EQ. 4.24, se encontra em uma faixa razoavel.

Usando a expressao na EQ. 4.24, obtém-se um valor de fiy,. de 0.06705, que é indicado
com um asterisco numa das curvas da FIG. 4.2

Como pode-se observar, o fim.x encontra-se no ponto onde a curva inicia seu processo

de divergéncia. Além disso se determina que a expressao encontrada independe da SNR
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Volterra de 2 Ordem e 3 Retardos Analise na Média

_30 -

_40 = -

0.01 002 003 004 005 006 007 008 009 01 011
u

FIG. 4.2: Curva do MSEx .

do sinal. Outro experimento foi feito, desta vez com um Volterra de terceira ordem e
dois retardos, com uma SNR de —30 dB, para comprovar, num outro cenario, a validade
desta analise. Neste caso, o resultado do piyax foi de 0.08788 e os resultados deste segundo
experimento encontram-se na FIG. 4.3.

Como pode ser observado na FIG. 4.3, 0 pumax Se encontra novamente préximo ao

joellho da curva.

4.4 ANALISE NA COVARIANCIA DO ALGORITMO WTD-LMSM

A analise na convariancia para o algoritmo proposto é muito complexa e nao foi possivel
obter uma expressao fechada. Assim sendo, para simplificar um pouco essa andlise e
obter expressoes de algum valor pratico, optou-se por assumir um B(n) definido EQ. 4.9,
constante e substituido na equacio de atualizacio dos coeficientes por 3 = E [3(n)]. Este
artificio resulta numa analise na covariancia do algoritmo WTD-LMSM, que em realidade
¢ uma versao simplificada do algoritmo proposto.

Doravante, iremos substituir 3(n) por B sendo que esta matriz pode ser obtida, de
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Volterra de 3 Ordem e 2 Retardos 19 Coeficientes

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

FIG. 4.3: Curva do MSEx .

forma aproximada, empregando-se o “averaging principle” (SAMSON, 1983):

pBlTmsm] | | e
AEEwsml0 || T e | @)

S5

I
Il

Observe que, ao usarmos o vetor 3 da equacao anterior, estaremos basicamente ana-
lisando o algoritmo WTD-LMSM com passos dados por
2
pM;og,

- - %7 4.26
Syt Mio? (4.26)

Hj

Usando B acima ao invés de B(n), o modelo do sinal de referéncia da EQ. 4.12 e a

definicao de Aw(n) da EQ. 4.1, na EQ. 4.10 obtemos:

Aw(n + 1) = Aw(n) — Bs(n)s’ (n)Aw(n) — Bs(n)r(n). (4.27)
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Seguindo o procedimento usado em (GALDINO, 2004) para analisar o desempenho
do LMS, adotamos duas figuras de mérito para avaliar o desempenho dos algoritmos de
filtragem adaptativa: a matriz de covariancia do vetor de erros nos coeficientes K(n) e o

trago do erro médio quadrético nos coeficientes, aqui denotado por D(n):

K(n) = E [Aw(n)Aw” (n)] = TTE [A@(nm@%)] T (4.28)
D(n) = tr[K(n)] = tr [TTIA{(n)T} = tr [TTTIA{(n)} _ [K(n)] (4.29)
Usando a EQ. 4.27, IA((n) pode ser escrita como:

K(n+1): E{[A{I)(n)— s(n)s” (n)Aw(n )_BSW)T(”)] (4.30)
[Aw(n) — Bs(n)s” (n) At (n) — Bs(n)r(n)] " } |

Para simplificar a notagao fazemos

K(n+1)=E [[Aﬁ;(n) —a(n) — bn)][A

g)
S

|
=X
S

|
j=X
S

]

(4.31)
onde
a(n) = Bs(n)s’ (n)Aw(n) = a(n) = Aw(n)s’(n)s’(n)B

b(n) = Bs(n)r(n) = b(n) =s"(n)Br(n)

Desenvolvendo o produto acima, temos:

K(n+1)= E|Awn)AD (n) — Aw(n)al (n) — Aw(n)b” (n) — a(n)A@” (n) + a(n)al (n)+
a(n)b” (n) — b(n)Aw" (n) + b(n)a’(n) + b(n)bT(n)}

(4.32)
Logo,
Kn+1)= E [AA(n)A@T(n)} _E A@(n)A@T(n)s(n)sT(n)} 3
—E [Aw(n)sT(n)r(n)] B — BE [s(msT(n)A@(n)A@T(n)]
\BE [s(n)sT(n)A@(n)A@T(n)S(n)ST(n)} 3
+BE [s(n)s” (n)Aw(n)s” (n)r(n)] B
_BE [s(n)AiIJT(n)r(n)] +BE [s(n)A@T(n)s(n)sT(n)r(n)] B
+BE [s(n)s" (n)r2(n)] B



Levando em consideragao que o ruido r(n) é descorrelacionado dos demais sinais e que

tem média zero (Suposigao III), ficamos com:
(4.33)

Os processos w(n) e s(n) na condigdo de regime estaciondrio sao considerados esta-
tisticamente independentes, conforme a Suposicao V. Diante disto, é razodvel aceitar que
Aw(n) e s(n) também sdo estatisticamente independentes em regime estaciondrio. Desta

forma, temos

(4.34)

Considerando-se a Suposi¢ao I, E [s(n)s”(n)] ¢ uma matriz diagonal. Assim sendo,

tem-se que

E [s(n)s"(n)] B = BE [s(n)s" (n)] . (4.35)
Desta forma, a EQ. 4.34 pode ser re-escrita como:

K(n+1)= K(n) - K(n)BE [s(n)s”(n)] — E [s(n)s”(n)] BK(n)
+BE [s(n)s” (n) A (n)Aw (n)s(n)s” (n)] B (4.36)
—|—02,@E[ (n)sT(n )}

Aplicando a definigao do tr [-] em EQ. 4.36, temos:

tr[K(n+1)}: tr[ (n }—m[ (n)BE [s(n)s” (n )H
+r | B B [s(n )T (mABMAB (n)s(n)s"(m)] B] . (437)

+02tr[ﬁE[( )s"(n)] B]
Empregando a definicao de D(n), a EQ. 4.37 fica

D(n+1)= D(n)—2tr [IA( [s(n)s”(n)] E}
Fr [ B |s(n)s "t > @ (n)Aw" (n)s(n)s” (n)| B | (4:38)
+o2tr [ BE [s(n)s” (n)] B]



Fazendo:

tem-se que
D(n+1) = D(n) + A(n) + B(n) 4+ C(n) (4.39)
O segundo termo do lado direito da EQ. 4.38, denotado por A(n), é dado por
A(n) = —2tr [f{(n)E [s(n)s” (n)] B} (4.40)

= —2tr [IA((n)RSB}

N M.

= =2tr | K(n) - 0?1, M,ul . j
8577 Z ]\/[O'2

~ [IIM]'O'?J_ ~ 9 =

= —2tr | K(n) ZM 1M02 j = —2tr |K(n) ;0,1
(4.41)
com

B = S 1]&02 (4.42)

Admitindo-se que os coeficientes a serem estimados sao independentes, pode-se apro-
ximar a matriz K(n), por uma matriz diagonal. Além disso, para simplificar a andlise, os

elementos da diagonal principal serao aproximados por:

M—-1
N N D(n)M;
B, ~ @yl = P com 1=, (4.43
=0
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ou seja, admitiu-se que o erro nos coeficientes é uniformemente distribuido entre os ele-
mentos da diagonal.

Com tais aproximagoes , o termo A(n) fica dado por:

—_

M—
A(n) ~ —2DL(”> 3 M2o2 T, (4.44)

7=

) . - M
onde, como visto anteriormente, . = —————.
) 1 g M—1 5
>ico Mio?,

Continuando o desenvolvimento da EQ. 4.38, trabalhamos a seguir sobre o terceiro

termo da direita, denotado por B(n).

B(n) = tr [BE [s(msT(n)A@(n)A@T(n)S(n)ST(n)] 5} (4.45)

—E [tr [Bs(n)sT(n)Amn)A@T(n)s(n)sT(n)ﬁ]} .

Como tr [AB] = tr [BA], desde que os produtos AB e BA sejam definidos, pode-se

escrever que

B(n) = E [tr [s(n)sT(n)32s<n)sT(n)A@(n)A@T(n)}}

. [E [s(n)sT(n)BQS(n)ST(n)} E [Aﬁz(n)Aﬁ;T(n)H

_ [Kf{(n)} (4.46)
onde
A=E [s(n)sT(mBQs(n)sT(n)} (4.47)
Em EQ. 4.47, necessitamos computar o valor esperado da seguinte expressao:
[ smsin) s(mst) o so()sh ) | [ Aol '
simsi(n)  simsf(n) -+ st () ALy .
suam)si(n) suoam)sT(n) - suam)sh () | | Brrilu |
[ somsf(n)  so(n)sT(n) so(n)shy 4 (n) |
simst(n)  si(m)sT(n) s1(n)s%_, (n)
| sy )shn) suom)sTn) - suo(n)sh () |




Como IA{(n) ¢ uma matriz diagonal dominante e se deseja obter o trago de ]A\(n)T(n),
os valores K(k) que nao estam na diagonal principal nao tém influéncia no resultado final.
Assim sendo, serao calculados os valores dos termos da diagonal principal dessa matriz.

Tomando o j-ésimo bloco da diagonal de A (esperanga dos produtos da diagonal da

equagao anterior), temos

B.E [s;(n)s! (n)si(n)sT (n)],

1=0

cujo p-ésimo elemento da diagonal é dado por

M—1 Mj—l
—2
E Z sip(n)s?m(n) (4.48)
=0 m=0

Da defini¢ao de B(n) em EQ. 4.46, do p-ésimo elemento da diagonal do j-ésimo bloco
diagonal da matriz A expresso em EQ. 4.48 e da aproximacao dos elementos da diagonal

de K(n) feito em EQ. 4.43, temos

M-1 [ M;—=1 fM—1 M;—-1
—2 D(n)M
Y (X BE Y msm| ] p 20
7=0 p=0 =0 m=0
_ 1 Mj—1M;—1
D(n) Mol M1 M 4
=—7 M; B, E[sip(n)sfm(n)] (4.49)
7=0 =0 p=0 m=0

Avaliando os somatérios da equacao anterior nos casos onde ¢ = j e © # j, apos

algumas manipulagoes algébricas, chegamos ao resultado final B(n) dado por

" [B } bt Af Moy, (4.50)

M
Z§3M)
7=0

onde

M—-1 M-

M;

(4.51)

|5

ﬂj ZM 1M02 Z

J=0
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Para o dltimo termo da EQ. 4.39, denotado como C(n), é facil notar que:

C(n) = o?tr

ou seja
(4.52)

Substituindo as EQ. 4.44, EQ. 4.50 e EQ. 4.52 na EQ. 4.39, obtemos a expressao final
para D(n + 1) dada por

D(n+1)= D(n)— 2D(L") S M2 B,

—2
D(n) - o tr [5 } D(n) (4.53)
+ 2SI My B (3~ M) + b S M
+o2 3 MJUQj_i
Colocando D(n), em evidéncia, temos:
D(n+1)=
o M1 1 Mol , tr [BQ} M-1
L= D MjolF;+ - > Mol 5; (3 — M;) + - Mol | D(n)
7=0 7=0 7=0
M-1 ,
+o? Mjafjﬁj (4.54)
=0
Ou, ainda,
D(n+1) =xD(n) +n, (4.55)
na qual
g M-1 B ] M1 L, tr [BQ} M-1
p=1- M?o? it Moy B (3 — M;) + 7 Moy, (4.56)
7=0 7=0 7=0



M-1
= (03 > Mﬂ?ﬁ?) (4.57)
=0

Podemos, entao, expressar a norma média quadratica dos coeficientes da seguinte maneira:

D(n+1)= kD(n)+n
D(1) = kD(0)+n (4.58)
D(2) = k(kD(0)+n)+n=~r*D(0)+kn+n
D(M)= kMD(0)+ 3, kMl

Analisando-se a equacao acima verifica-se que a convergéncia do algoritmo WTD-
LMSM na covariancia é assegurada fazendo-se |r| < 1.

Se esta condicao for atendida, em regime permanente, tem-se:

U

D(o0) = Jim. D(n) = T (4.59)
ou seja:
o? "M,
D(s0) - T Mot
tr |
2SS M2 B~ S Mot (3 - M) - I[L}zﬁalwo—;
(4.60)

A seguir, expressamos a condicao para convergéncia em termos do passo do algoritmo.

Da condigao de convergéncia, tem-se

k| = |1 —bu+ap?| < 1 (4.61)

As raizes de 1 — by + ap?® sao
b+ vb>—4a

— 4.62
0 50 (4.62)
sendo
2 M-1
M35? 4.63
LZM ' Mio? i (4.63)
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FIG. 4.4: Valores de pu

e
1 M-1 1 M-1 ~1
b= 1 2 Mfggj (3 —Mj) + 1 5 MSZM;)U?J_
L (Zi:a Mﬂi) j=0 L (Zi:a Miai) i=0 j=
(4.64)

Para verificar a faixa de valores de p que garante convergéncia, a FIG. 4.4 apresenta
|k| em fungdo de p para os valores de p tais que |k| < 1. Os resultados apresentados
nesta figura foram obtidos considerando um filtro de Volterra de segunda ordem com trés
retardos, transformada de Haar e uma SNR de —30 dB.

Os resultados apresentados mostram que, para esta aproximacao, fima.x = 0.026029.
Empregando este valor de i, € inserindo-o na FIG. 4.2, observa-se na FIG. 4.5 que fiyax
obtido pela anélise na covariancia é menor que o [y, Obtido pelo andlise na média.

Este resultado, além de coerente (0 fimayx) da andlise na covariancia de outros algoritmos
¢ geralmente menor que o encontrado pela andlise na média, parece ser uma boa proposta

de valor a ser utilizado na pratica uma vez que esté no inicio do joelho e proporciona um
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Volterra de 2 Ordem e 3 Retardos

151

W (média)

max

Himax (covariancia)

M=1 (desajuste)

5
0.01 002 003 004 005 006 007 008 009 01 011
u

FIG. 4.5: Valores de ji., das duas andlises.

desajuste bem menor que 1 (indicado na curva com M = 1)2.
Como se mostro na FIG. 4.2, 0 .« para diferentes SNR, fazemos o mesmo na FIG. 4.6,
e como se observa o resultado mostra um resultado razoavel que nao depende da SNR e

menor que o encontrado com a analise na média.

4.5 RESUMO

Neste capitulo, fez-se uma andlise do algoritmo WTD-LMS buscando uma escolha ade-
quada do u. Para o algoritmo proposto foi feito uma anéalise na média; contudo, tendo
em vista que a analise na covariancia para este algoritmo mostrou-se muito complexa,
optou-se por uma simplificacdo que resultou numa analise aproximada para o algoritmo
WTD-LMSM.

Os resultados tedricos obtidos apresentaram boa concordancia com aqueles obtidos a

partir de simulacoes de Monte-Carlo, indicando que as hipoteses simplificadoras adotadas

2A definicdo de desajuste é dada por M = é‘“i onde &exe = lim €(n) — &min € &min € 0 menor valor
min n—oo
possivel de MSE (MSE ip).
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FIG. 4.6: Valores de pip. das duas andlises diferentes SNR.

foram razoaveis.

A partir da andlise para o algoritmo WTD-LMSM, foi proposta uma maneira de
inicializar o passo por nivel de decomposicao para este algoritmo (dado pela EQ. 4.26).
Isto foi uma contribuicao adicional pois ajustar os M valores de p era uma tarefa, até
entao, baseada em tentativa e erro.

Além disso se observo que os resultados de fi,,q, na covariancia como na média sao

validos, para qualquer SNR, sem ser prejudicados pelo incremento o diminuicao do SNR.
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5 CONCLUSOES E COMENTARIOS FINAIS

5.1 CONCLUSOES

Nesta dissertagao, apés uma breve introducao e revisao de conceitos e algoritmos
basicos (lineares e especialmente os ndo-lineares) e uma pequena explicacao sobre a trans-
formada wawvelet, foi feita uma avaliagdo do desempenho de vérios algoritmos adaptativos
no dominio da transformada wavelet, genericamente denominado como WTD-LMS. Uma
das principais dificuldades desta familia de algoritmos é a escolha do valor do passo uma
vez que, a medida que aumenta o grau do polinomio de Volterra, aumenta a quantidade
de passos, um por cada ordem do polindmio. Para minimizar este problema, foi proposto
uma nova versao deste algoritmo onde somente um valor é necessario para a inicializagao
do algoritmo.

Esta nova abordagem resultou numa melhor velocidade de convergéncia. Como é
sabido, os algoritmos que empregam ntcleos de Volterra tem a desvantagem da sua ele-
vada complexidade computacional. Este fato motivou a proposta de reducao de ordem dos
coeficientes no dominio da transformada, mediante o emprego da propriedade de concen-
tracao de energia da wavelet; esta proposta foi denotada como RO-WTD-LMS (Reduced
Order WTD-LMS).

Continuando com o estudo do algoritmo WTD-LMS proposto, empregou-se como fer-
ramenta de andlise a esperanca do vetor de erros nos coeficientes, tendo como motivagao
determinar o valor de passo maximo (fmay). Isto foi feito com éxito de modo que pudemos
definir um limite dentro da zona de convergéncia e facilitar a escolha do passo.

Também procedeu-se uma andlise na covariancia; contudo, devido a complexidade
de tal andlise para o algoritmo proposto, optou-se por uma simplificacao resultando na
analise do algoritmo WTD-LMSM. Como resultado desta analise, restringiu-se um pouco
mais o valor do fiyax-

Pode-se concluir que o algoritmo estudado tem boa velocidade de convergéncia com-
parado aos algoritmos LMS e NLMS, além de ter uma baixa complexidade computacional
frente ao algoritmo RLS. O algoritmo proposto foi usado com sucesso em filtragem de

Volterra. Em qualquer caso, a andlise realizada, ao establecer limites para o valor do
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passo, torna sua aplicacao mais facil.

5.2 TRABALHOS FUTUROS

Algoritmos adaptativos que sejam suficientemente rapidos e estaveis em aplicagoes
nao-lineares, a um custo computacional atraente, continuam sendo um desafio a ser inves-
tigado; além disto, realizar andlises mais completas de algoritmos da familia WTD-LMS
constituem um fértil campo de pesquisa. Com base nisto, propomos os seguintes topicos

para pesquisas futuras:

e Investigar a possibilidade de realizar uma analise na covariancia sem empregar as

aproximacoes mencionada nesta dissertacao, e comparar com os resultados obtidos;

e Do algoritmo RO-WTD-LMS, seria interessante determinar a quantidade de coefi-
cientes a ser eliminada mediante o emprego de uma expressao analitica e nao sé de
uma maneira empirica. Isto seria uma atraente opcao quando se necessita reduzir o

tamanho do ntcleo de Volterra;

e Determinar, mediante a analise da matriz T, se o desempenho do algoritmo WTD-
LMS depende da familia de wavelets empregadas bem como explorar, na construcao

dessa matriz novas transformadas tais como pacotes wavelets;

e Testar o algoritmo em sistemas esparsos, ou seja, aqueles onde os coeficientes tem

grande quantidade de zeros.

5.3 COMENTARIOS FINAIS

Esta dissertacao enfatizou um assunto que tem sido pouco estudado devido a falta de
ferramentas para sua analise; por isto, este trabalho, pelos seus bons resultados, oferece
novas perspectivas para investigacoes futuras.

Também a partir deste trabalho, vislumbra-se um estudo mais detalhado, incluindo
analise e implementacoes em diferentes cendrios, dos algoritmos com reducao de coeficien-

tes, necessarios em aplicacoes que requerem de complexidade computacional reduzida.
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