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Resumo da Tese apresentada a COPPE/UFR.J como parte dos requisitos necessarios

para a obtencao do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

NOVOS ALGORITMOS DE FILTRAGEM ADAPTATIVA: LMS COM
REUTILIZACAO DE DADOS E RLS RAPIDO BASEADO EM
DECOMPOSICAO QR

José Antonio Apolindrio Junior

Junho/1998

Orientador: Paulo Sérgio Ramirez Diniz

Programa: Engenharia Elétrica

Este trabalho apresenta dois novos algoritmos de filtragem adaptativa: um deles
do tipo minimo médio quadratico com reutilizacao de dados e o outro dos minimos
quadrados recursivo rapido baseado em decomposicao QR.

A primeira parte deste trabalho apresenta e analisa um novo algoritmo do tipo
LMS, o algoritmo LMS binormalizado com reutilizagdo de dados (BNDR-LMS), o
qual apresenta resultados favoraveis em relacdo a outros algoritmos LMS norma-
lizados quando o sinal de entrada é correlacionado. Para este algoritmo, analises

na média e na média quadratica sao apresentadas e uma féormula fechada para o



erro médio quadratico é fornecida para sinais de entrada brancos bem como sua
extensao para o caso de ruido colorido. Um modelo simples para o vetor sinal de en-
trada que proporciona simplicidade e tratabilidade para a anélise de estatisticas de
segunda ordem é completamente descrito. A metodologia é prontamente aplicavel
a outros algoritmos adaptativos de dificil andlise. Resultados de simulagoes mos-
tram o desempenho do algoritmo BNDR-LMS para diferentes cenarios e validam a
analise e seus pressupostos. Uma extensao do algoritmo BNDR-LMS para incluir
restrigoes é também derivada de modo a aplicar este algoritmo a um receptor movel
que emprega CDMA (direct-sequence code-division multiple accesss). Além disto,
uma otimizagao do passo de convergéncia ¢ proposta para levar a cabo esta apli-
cagdo com os requisitos conflitantes de convergéncia rapida e minimo erro médio
quadratico (MSE) em estado estaciondrio.

Na segunda parte deste trabalho, os principios por tras da triangularizagao via
decomposicao QR da matriz de dados de entrada ponderada e os tipos de erros
usados no processo de atualizacao sao explorados de modo a investigar as relagoes
entre os diferentes membros desta familia de algoritmos QR rapidos. Os algoritmos
sao classificados de acordo com uma estrutura geral e um novo algoritmo QR rapido
baseado em rotagoes de Givens usando erros de predicao progressiva a priori é
apresentado junto com as descricoes detalhadas dos quatro algoritmos QR rapidos
classificados e duas versoes em trelica. Finalmente, uma contribuicao a analise em

precisao finita dos algoritmos QR rapidos é apresentada.
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requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

NEW ADAPTIVE FILTERING ALGORITHMS: LMS WITH
DATA-REUSING AND FAST RLS BASED ON QR
DECOMPOSITION

José Antonio Apolindrio Junior

May /1998

Advisor: Paulo Sérgio Ramirez Diniz

Department: Electrical Engineering

This work presents two new adaptive filtering algorithms: one of them a least-
mean-square type with data-reusing and the other one a fast recursive least-squares
based on QR decomposition.

The first part of this work presents and analyzes a new LMS-like algorithm,
the binormalized data-reusing least mean-square (BNDR-LMS) algorithm, which
compares favorably with other normalized LMS-like algorithms when the input sig-
nal is correlated. For this algorithm, convergence analyses in the mean and in the

mean-squared are presented and a closed-form formula for the mean-square error
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is provided for white input signals as well as its extension to the case of colored
input signal. A simple model for the input-signal vector which imparts simplicity
and tractability to the analysis of second-order statistics is fully described. The
methodology is readily applicable to other adaptation algorithms of difficult anal-
ysis. Simulation results show the performance of the BNDR-LMS algorithm for
different scenarios and validate the analysis and ensuing assumptions. An extension
of the BNDR-LMS algorithm to include constraints is also derived in order to apply
this algorithm to a direct-sequence code-division multiple access (DS-CDMA) mobile
receiver. Moreover, a step-size optimization is proposed to accomplish this practi-
cal application with the conflicting requirements of fast convergence and minimum
steady-state mean-square error (MSE).

In the second part of this work, the principles behind the triangularization of the
weighted input data matrix via QR decomposition and the type of errors used in
the updating process are exploited in order to investigate the relationships among
different fast algorithms of the QR decomposition family. The algorithms are clas-
sified according to a general framework and a new fast QR algorithm based on
Givens rotation using a priori forward errors is introduced along with the detailed
description of the four classified fast QR algorithms and two lattice versions. Fi-
nally, a contribution towards the finite precision analysis of the fast QR algorithms

is presented.
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Capitulo 1

Filtragem Adaptativa

1.1 Introducao

Nas ultimas décadas, o campo do processamento digital de sinais, e particularmente
o de processamento adaptativo de sinais, tem se desenvolvido enormemente devido a
tecnologia crescentemente disponivel para a implementacgao de algoritmos modernos.
Estes algoritmos tém sido aplicados a um extensivo nimero de problemas incluindo
cancelamento de ruido e de eco, equalizacao de canais, predicao de sinais, arranjos
(arrays) adaptativos bem como muitos outros. Uma aplicagdo particular exem-
plificada no Capitulo 3 é a deteccao multiusuaria adaptativa num receptor movel
DS-CDMA que mostra a utilidade de técnicas de filtragem adaptativa em sistemas
moveis de comunicagoes.

Um filtro adaptativo pode ser definido como um filtro digital auto-modificavel
que ajusta seus coeficientes de modo a minimizar uma funcao de erro. Esta funcao
de erro ou funcao custo é obtido da diferenca entre o sinal “referéncia” ou “desejado”
e a saida do filtro. Algoritmos de filtragem adaptativa sao de fato intimamente re-
lacionados as técnicas de otimizacgao classicas embora nestas tltimas todos calculos
sao executados “offline”. Além disto, de um filtro adaptativo é algumas vezes espe-
rado que ele acompanhe o filtro 6timo (ou filtro de Wiener como é chamado o filtro
4timo no sentido médio quadratico para um ambiente estaciondrio) num ambiente

ligeiramente variante no tempo.



De modo a comparar a grande variedade de algoritmos disponiveis na literatura

de filtragem adaptativa, os seguintes aspectos devem ser levados em consideracao

[1].

e Estrutura. A maneira pela qual o algoritmo é implementado pode ser basica-
mente dividida em dois tipos para os filtros adaptativos FIR (finite impulse
response): filtro transversal (ou tapped-delay line como é conhecido no idio-
ma inglés) e estrutura em trelica (lattice em inglés). Filtros adaptativos IIR
(infinite impulse response) constituem um outro campo dentro da filtragem

adaptativa onde podemos encontrar um grande nimero de realizacoes.

e Taxa de convergéncia, desajuste e acompanhamento (tracking). Supondo uma
situacao onde inexiste ruido de medicao ou de modelagem, os coeficientes
de um filtro adaptativo podem convergir rapidamente ou lentamente para a
solucao 6tima. Os coeficientes, em geral, nao alcancarao os valores 6timos mas
permanecerao proximos dos mesmos. Desajuste é a medida de quao préximos
estes coeficientes (os estimados e os 6timos) estao em estado estaciondrio. Pode
ser tomado como regra geral que para um dado algoritmo o mais rapido voceée
o faz convergir, maior serd seu desajuste. Em ambientes nao-estacionarios, o
algoritmo deve ser rapido o suficiente para acompanhar os coeficientes 6timos

variantes no tempo.

e Aspectos computacionais. Podem ser incluidos aqui a complexidade computa-
cional bem como o desempenho do algoritmo num ambiente em precisao finita.
O esforco em se obter versoes rapidas dos algoritmos mais complexos resulta
do desejo de reduzir a carga computacional a um nimero minimo de operacoes
e reduzir o tamanho da memoria necessaria para poder rodar estes algoritmos
em aplicacoes em tempo real. Por outro lado, um ambiente em precisao fini-
ta gera erros de quantizacao os quais chamam a atencao de projetistas para

estabilidade numérica, precisao numérica e robustez do algoritmo.



1.2 Conceitos Basicos de Filtragem Adaptativa

A definicao da funcao custo da espaco a um grande nimero de diferentes algoritmos
de filtragem adaptativa. O erro médio quadratico é usado nos algoritmos conhecidos
como minimo (erro) médio quadrético ou “least mean-square” (LMS) e baseados no
LMS, enquanto que os minimos quadrados conduzem aos esquemas dos minimos
quadrados recursivos ou “recursive least-squares” (RLS). Os algoritmos RLS podem
ser subdivididos em filtros adaptativos RLS convencional, em trelica, transversal
rapido e baseado em decomposicao QR.

A configuracao basica de um filtro adaptativo é ilustrada na Figura 1.1. O sinal
de entrada é denotado por (k) onde k é o nimero de itera¢ao. O sinal de referéncia
d(k) pode ser visto (como num problema de identificacao de sistema FIR) como o
sinal desejado mais um ruido de observagdo, ou seja, z” (k)wg + n(k) onde wy é o
vetor de coeficientes 6timos e x(k) é o vetor [z(k) z(k —1) --- z(k — N)]”, com N
sendo a ordem do filtro adaptativo. O sinal de erro é e(k) = d(k) — y(k), onde y(k)
é a saida do filtro adaptativo. Este erro sera usado no algoritmo de adaptacao para

atualizar o vetor de coeficientes w(k) do filtro adaptativo.

d(k)

/4

x(K) Fltro y(k) -
adaptativo

e(k)

Figura 1.1: Configuracao basica de um filtro adaptativo



1.2.1 O Erro Médio Quadratico e os Algoritmos Baseados
no LMS

O erro médio quadratico ou “mean-square error” (MSE) é definido por

¢(k) = Ble*(k)] = E[(d(k) — y(k))*] (1.1)

onde y(k) = vazo wi(k)x(k—1i) = 2T (k)w(k), com w(k) = [wo(k)w (k) - - - wx (k)]F
sendo o vetor de coeficientes.

O vetor gradiente do MSE em relacao ao vetor dos coeficientes é dado por
Vawmé(k) = —2p + 2pw(k) (1.2)

onde p = E[d(k)x (k)] é o vetor de correlagao cruzada entre os sinais desejado e de
entrada, e R = E[z(k)x® (k)] é a matriz de autocorrelagao do sinal de entrada. A
solugao de Wiener é obtida igualando-se o vetor gradiente a zero e assumindo que

R é nao-singular, sendo dada por
wy=R""p (1.3)

No6s podemos abordar a solucao de Wiener buscando na direcao da estimativa
do vetor gradiente (algoritmo baseado na descendente maxima ou “steepest-descent-
based algorithm” como é usualmente conhecido em inglés) usando um passo . Uma
solucao possivel e muito simples é obtida usando-se estimativas instantaneas de R
e p dadas por x(k)x” (k) e d(k)z(k). O algoritmo baseado no gradiente resultante
¢ conhecido como algoritmo “least mean-square” (LMS).

O algoritmo LMS é muito popular e tem sido largamente usado devido a sua
simplicidade. Sua velocidade de convergencia, entretanto, é altamente dependente
da razao de autovalores (nimero de condicionamento ou “condition number”) da
matriz de auto-correlacado do sinal de entrada [1, 2]. Esquemas alternativos que
tentam melhorar este desempenho ao custo de uma complexidade computacional
adicional minima tém sido propostos e extensivamente discutidos no passado [2]-[5].

Uma abordagem que tem sido empregada com sucesso em situacoes onde as

estatisticas do sinal sao desconhecidas é o calculo “online” do fator de convergéncia
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o qual toma parte na atualizacao dos coeficientes do filtro [4, 6]. O algoritmo LMS
normalizado (NLMS) pode ser incluido nesta categoria [4, 7]. Também pertencendo
a esta categoria estao os algoritmos que reutilizam dados os quais serao descritos

mais tarde em maiores detalhes.

1.2.2 Os Minimos Quadrados e os Algoritmos RLS

Uma outra funcao objetivo deterministica e conveniente de ser usada em ambiente

estaciondrio é conhecida como minimos quadrados ou “least-squares” (LS) sendo da-

1 k

T 2iz0 e?(i). A computagao dos minimos quadrados numa forma recursiva

da por
resultou numa familia de algoritmos conhecidos como minimos quadrados recursivos
ou “recursive least-squares” (RLS). Os algoritmos RLS sao conhecidos por possuir
uma taxa de convergéncia rapida que é independente da razao de autovalores da
matriz de correlagao do sinal de entrada. Eles sao também bastante uteis em apli-
cacoes onde o ambiente é ligeiramente variante. O preco de todos estes beneficios
deste algoritmo é um consideravel aumento na complexidade computacional.

A funcao objetivo desta classe de algoritmos é dada por

k k

E(k) =) M) =) A — " (w(k)]’ (1.4)

i=0 i=0

onde e(i) é o erro de saida a posteriori no instante i e A é o fator de “esquecimento”.
A solugao 6tima no sentido dos minimos quadrados é dada apds derivarmos &(k)

em relagao a w(k) e igualarmos o resultado a zero. O resultado é dado pelo seguinte

produto do inverso de uma matriz por um vetor.

k k

w(k) =) A e(z’ ()] A e (i)d(0)] (1.5)

=0 1=0
A simples computacao da equagao acima resulta num algoritmo com uma com-
plexidade computacional da ordem de N3 multiplicagoes ou O[N3]. Entretanto, o
calculo da inversa com O[N?] multiplicagoes pode ser evitado pelo uso do chamado
lema de inversao de matriz [2]. A relacao resultante é usada no algoritmo RLS con-

vencional cuja complexidade computacional é da ordem de N2. Esta complexidade



computacional pode cair para O[N] quando o vetor de entrada consiste de versoes
com retardo de um mesmo sinal. Um nimero de O[N] ou algoritmos rdpidos estao
disponiveis na literatura incluindo diferentes versoes de algoritmos RLS em trelica
ou “lattice” RLS [8] e o algoritmo RLS transversal rapido (FTRLS) [9] o qual é
considerado o mais rapido (no sentido de que um minimo nimero de operacoes é

necessario) embora nao estavel.

1.3 Algoritmos LMS, NLMS e com Reutilizacao
de Dados

Como ressaltado anteriormente, o algoritmo LMS usa estimativas da matriz de corre-
lacao do sinal de entrada e vetor de correlacao cruzada baseados nos sinais desejado
e de entrada atuais. O algoritmo LMS com reutilizagao de dados (DR-LMS) [3] usa
os sinais desejado e de entrada atuais repetidamente entre cada iteracao de modo
a melhorar sua velocidade de convergéncia. Pode ser mostrado facilmente que, no
limite de infinitas reutilizagoes de dados, os algoritmos DR-LMS e LMS normalizado
(NLMS) conduziriam a mesma solugao [5]. Com os algoritmos denominados “novos
LMS normalizado e nado-normalizado com reutilizagao de dados” (normalized e un-
normalized new data-reusing LMS algorithms ou NNDR-LMS e UNDR-LMS) [10],
recentemente propostos, o desempenho pode ser melhorado quando dados de ite-
racoes prévias sao também usados.

Em [10], uma descrigao grafica dos algoritmos NNDR-LMS e UNDR-LMS é
apresentada e foi mostrado que esta nova classe de algoritmos tem uma perspec-
tiva de desempenho melhor que o algoritmo NLMS em termos de velocidade de
convergéncia. A descricao grafica também esclareceu porque a melhora é obtida
quando o nimero de reusos é aumentado.

Para o algoritmo LMS, o vetor de coeficientes w é atualizado na dire¢ao oposta

ao vetor gradiente (V,[-]) obtido a partir do erro de saida quadrdtico instantaneo



2, 11], i.e.,

wiars(k+1) = wears(k) = £ Vule(F) (1.6)
onde

e(k) = d(k) — @ (Kywias (k) (1L7)

é o erro de saida, d(k) é o sinal desejado, x(k) é o vetor sinal de entrada contendo

as IV 4+ 1 amostras mais recentes do sinal de entrada, i.e.,
x(k)=[x(k) z(k—-1) -+ xz(k— N)]T (1.8)
e u € o fator de convergéncia. A equacao de atualizacao dos coeficientes é
wrys(k+1) = wrys(k) + pe(k)z(k) (1.9)
O algoritmo NLMS normaliza o tamanho do passo (step-size) tal que a relagao
e’ (k)wypws(k +1) = d(k) (1.10)

é sempre satisfeita, i.e.,

e(k)
[ (k) [|* + €

2 (k) (1.11)

wyrms(k+1) =wnims(k) +

onde €, teoricamente igual a zero para satisfazer (1.10), é feito na pratica um nimero
muito pequeno usado para evitar a ocorréncia de divisao por zero.
Para o algoritmo DR-LMS com L reutilizacoes de dados, os coeficientes sao

atualizados por
para:=0,...,L, onde

ei(k) = d(k) — = (k)w;(k) (1.13)

wo(k) = wpr-rus(k) (1.14)



wDR,LMs(k—i-l) :wL+1(k) (115)

Observe que se L = 0 estas equagoes correspondem ao algoritmo LMS convencional.
Para o algoritmo NNDR-LMS com L reutilizagdes de dados, os coeficientes sao

atualizados por

; = w; ei(k) x(k—1
para:=0,...,L, onde
ei(k) = d(k —1i) — =" (k — i)w;(k) (1.17)
wo(k) = wynpr—rms(k) (1.18)
wynpr-Lms(k+1) = wriq(k) (1.19)

A Figura 1.2 ilustra geometricamente a atualizacao do vetor de coeficientes
num problema bidimensional para todos os algoritmos discutidos anteriormente, co-
mecando com um w(k) arbitrario. Uma vez que estamos interessados em comparar
algoritmos de complexidade similar, foi considerado o caso de uma tunica reutili-
zagao, i.e., L = 1. S(k) denota o hiperplano que contém todos vetores w tal que
z”(k)w = d(k). Numa situagio de modelagem exata e livre de ruido, S(k) con-
teria o vetor de coeficientes 6timo, w,. Pode ser facilmente mostrado que x(k) e,
consequentemente, V,[e?(k)] sao ortogonais ao hiperplano S(k).

O algoritmo LMS convencional toma um passo simples na diregdo de S(k) con-
duzindo & solucao wyys(k + 1), representada pelo ponto 2 na Figura 1.2, que é
mais proximo de S(k) do que wyys(k). O algoritmo DR-LMS se aproxima itera-
tivamente de S(k) tomando passos sucessivos na dire¢ao dada por (k). A solugao
wpr us(k+1) é representada pelos pontos 2 e 3 na Figura 1.2. Pode ser mostrado

que wWpr-rus(k + 1) alcancaria S(k) no limite onde o nimero de reutilizagoes de

8



dados fosse infinito [10]. O algoritmo NLMS faz uma busca em linha na direcao
de x(k) para produzir a solu¢ao wys(k 4+ 1) num tinico passo, representado pelo
ponto 4 na Figura 1.2, o qual pertence a S(k).

Os algoritmos apresentados em [10] usam mais que um hiperplano, i.e., usam
pares de dados prévios (x(k —i),d(k —i)), i > 0, de modo a produzir as solugoes
wynpr-ms(k + 1) e wyypr Lms(k + 1) que sdo mais proximas de w, que as
solugbes obtidas somente com o par de dados atual (z(k),d(k)). As soluges obtidas
com os algoritmos UNDR-LMS e NNDR-LMS sao representadas pelos pontos 5 e
6 na Figura 1.2, respectivamente. A posicao 7 da Figura 1.2 corresponde ao novo
algoritmo LMS binormalizado com reutilizacao de dados ou “Binormalized Data-
Reusing LMS” (BNDR-LMS) o qual sera derivado e analisado no préximo capitulo.

Para uma situacao de modelagem com ordem exata e sem ruido, w, estaria
na intersecao dos N + 1 hiperplanos construidos com vetores de sinal de entrada
linearmente independentes. Neste caso, o algoritmo das proje¢oes ortogonais [12]
produziria a solucao 6tima w, em N + 1 iteracoes. Este algoritmo pode ser visto
como um algoritmo ortogonal normalizado que reutiliza N + 1 pares de dados (z, d),
pois ele executa uma busca em linha exata em (N+1) diregoes ortogonais construidas

de pares de dados atual e passados.

1.4 Introduzindo a Decomposicao QR

Um outro método alternativo para a implementacao dos minimos quadrados recur-
sivos (RLS) é o uso da decomposicio QR. Em (1.5), a matriz que necessita ser
invertida é usualmente chamada de matriz de correlacao de dados deterministica
Rp = X' (k)X (k) onde X (k) é a matriz de entrada de dados como serd definida
mais tarde. A idéia basica desta dita familia de algoritmos QR é a triangularizagao
da matriz de entrada de dados por meio do uso de técnicas de decomposicao QR.
Vale a pena mencionarmos que a matriz X (k) é (k-+1)x (N+1) o que significa que
a mesma cresce de ordem com o nimero de iteracoes. O processo de decomposicao

QR faz uso da matriz ortonormal Q(k) de ordem (k+1) x (k+1) de modo a reduzir



S(k-1)

(k)

Figura 1.2: Atualizagao do vetor de coeficientes:

Posicao 1. w(k);
Posi¢ao 2. wrys(k + 1) e primeiro passo

em direcao a ’wDR,LMs(k‘ + 1) e 'wUNDRfLMS(k' + 1);
Posigao 3. wpr_rms(k +1);
Posicdo 4. wyrys(k + 1) e primeiro passo

em dire¢ao a wyypr—rms(k +1);
Posicao 5. wUNDRfLMS(k' + 1),
Posicao 6. 'wNNDR—LMS'(k + 1);
Posicao 7. 'wBNDR—LMS(k + 1).

X (k) a uma matriz triangular U (k) de ordem (N + 1) x (N + 1) tal que

Qwxm=| ° (1.20
U (k)

onde O é a matriz de ordem (kK — N) x (N + 1) com todos seus elementos nulos.
A matriz Q(k) representa o processo de triangularizagdo completo e pode ser
implementada de diferentes maneiras. Nesta tese, as rotagoes de Givens serao usadas
por apresentarem bom condicionamento numérico embora outras técnicas, tal como
a transformacdo de Householder [13, 14], sdo disponiveis. As principais vantagens
obtidas com os algoritmos RLS que usam a decomposicao QR (QRD-RLS) sao a
possibilidade de implementagao em arrays sistélicos e seus melhores comportamentos
numéricos em ambiente de precisao finita. O algoritmo QR-RLS convencional tem

uma exigéncia de carga computacional da ordem de N? multiplicagoes ou O[N?].

Um nimero de algoritmos alternativos tais como o algoritmo QR inverso [15], os
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chamados algoritmos QR rapidos ou “fast! QR algorithms” (FQR) [16]-[20] e os
algoritmos QR rapidos em trelica ou “fast QR-Lattice algorithms” (FQR-L) [21, 22]
sao também disponiveis na literatura técnica.

Os algoritmos baseados em RLS estao resumidos na Figura 1.3. Estes algoritmos
podem ser utilizados quando uma convergéncia rapida é necessaria para sinais de
entrada com elevado espalhamento de autovalores e o acréscimo na carga computa-
cional é toleravel. Exceto para o algoritmo FTRLS, cuja versao bdsica é instavel,
todos os outros algoritmos RLS rapidos nao possuem o vetor de coeficientes na

realizacao em forma direta disponivel em toda iteracao.

Algoritmos RLS

O[N] O[N]
| |
FTRLS
RLS
Convenciond
LRLS
QRD-RLS
Convencional FOR
QR
Inverso FQR-L

Figura 1.3: Os algoritmos RLS.

O nosso objetivo aqui é o estudo dos algoritmos RLS rapidos baseados em de-
composicao QR os quais estao entre aqueles algoritmos adaptativos com ambas ca-
racteristicas de complexidade computacional de O[N] e robustez numérica associada
ao uso de rotacoes de Givens. Embora versoes multicanais e complexas da maioria
dos algoritmos adaptativos existam [1], esta tese restringir-se-4 somente aos casos

de um sé canal e sinal de entrada real.

L“Fast” aqui significa de O[N]
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1.5 Contribuicoes Originais

Muitos dos algoritmos apresentados e discutidos nas se¢oes anteriores ainda sao ob-
jetos de pesquisa onde simplicidade, rapidez de convergeéncia, estabilidade e robustez
sao os tépicos de maior interesse.

No proximo capitulo, o novo algoritmo BNDR-LMS serd descrito. Este algoritmo
combina reutilizacao de dados, projecoes ortogonais de duas dire¢oes de gradientes
e normalizacao de modo a obter convergéncia mais rapida que outros algoritmos do
tipo LMS. Por outro lado, o novo algoritmo é mais simples com relagao a comple-
xidade computacional e mais robusto que o algoritmo das projecoes ortogonais. A
cada iteragdo, o algoritmo BNDR-LMS produz a solucdo w(k + 1) a qual esta na
intersecao dos hiperplanos S(k) e S(k —1), e a uma distancia minima de w(k) (veja
7 na Figura 1.2). O algoritmo pode também ser visto como uma versao simplificada
do algoritmo das projegoes ortogonais que utiliza somente duas dire¢oes consecuti-
vas. O Capitulo 2 trata também da andlise dos primeiro e segundo momentos do
vetor de coeficientes e de resultados de simulacgoes.

No Capitulo 3, uma seqiiéncia 6tima de passo é proposta e uma aplicacao deste
algoritmo no campo das comunicacoes méveis é desenvolvida.

O desenvolvimento do novo algoritmo QR répido é feito no Capitulo 4 onde uma
abordagem unificada é usada para classificar os membros desta familia de algoritmos
QR rapidos.

No Capitulo 5, uma versao em trelica de dois daqueles algoritmos QR rapidos é
totalmente descrita de acordo com a notacao usada neste trabalho.

O Capitulo 6 trata da andlise em precisao finita dos algoritmos QR rapidos
usando atualizacao de erros de predigao retrégrados (“backward prediction errors”).

As conclusoes desta tese bem como sugestoes para pesquisas posteriores estao

resumidas no Capitulo 7.
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Capitulo 2

O Algoritmo BNDR-LMS

O algoritmo LMS binormalizado com reutiliza¢ao de dados (BNDR-LMS) [23] descri-
to neste capitulo e brevemente introduzido em [24] e [25] emprega normalizagdo em
duas direcoes ortogonais obtidas de pares de dados consecutivos entre cada iteragao.
Em todas simulacoes realizadas com sinais de entrada coloridos, este algoritmo apre-
sentou convergencia mais rapida que outros algoritmos com reutilizacao de dados
para o caso de dois pares de dados, ou, equivalentemente, uma reutilizacao de dados.

Uma minuciosa andlise de convergéncia na média e média quadratica do vetor de
coeficientes é apresentada e os limites de estabilidade para o fator de convergéncia
bem como férmulas fechadas para o erro médio quadratico (MSE) apds convergéncia
sao obtidos desta andlise. Sendo o pressuposto de independéncia (termo mais co-
nhecido em inglés por “independence assumption”) [26] inadequado para anélises
de algoritmos que reutilizam dados [10], é adotado um modelo simplificado para o
vetor sinal de entrada o qual é consistente com os primeiro e segundo momentos e
proporciona uma andlise tratdvel [4, 27]. Esta andlise pode ser estendida a outros
algoritmos que reutilizam dados tais como os algoritmos NNDR-LMS e UNDR-LMS
[10].



2.1 Definicao do Problema e Derivacao do Algo-
ritmo

Visando uma boa defini¢do do problema, notamos que a solugao que pertence a S(k)

e S(k — 1) a uma distancia minima de w(k) é aquela que resolve

nin [lw(k +1) - w (k)| (2.1)
sujeito a

e (k)w(k + 1) = d(k) (2.2)

' (k— Dw(k+1)=d(k—1) (2.3)

A funcao a ser minimizada é, portanto,

flw(k +1)] = [[w(k + 1) = w(E) || + M [d(k) — 2" (k)w(k + 1)] (2.4
+ old(k — 1) — 2"(k — Dav(k + 1)] '

a qual, para vetores de sinal de entrada linearmente independentes x(k) e x(k — 1),

tem a solucao tnica

w(k+1) =w(k)+ %:c(k) + %:c(k - 1) (2.5)

onde

M _ [d(k) — 2" (Rw(k)]|=(k - D|* —[d(k — 1) — =" (k — Dw(k)|z" (k — 1)z (k)

2 lz(k)[I*|lz(k — DI* — [& (k)= (k — 1)]?
(2.6)
e
Ao _ ld(k —1) — 2" (k — Dw(k)]|lz(k)|* — [d(k) — 2" (F)w(k)]e" (k — 1)=(k)
lz(k) |2 lz(k — DI* — [& (k)= (k — 1)]?
(2.7)
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2.1.1 Versao Simplificada

A derivagao apresentada acima é vélida para qualquer w(k), o qual pode ou nao
pertencer a S(k — 1). Entretanto, se passos de otimizagao sucessivos sao tomados

para w(k) para todo k, entao, de (2.2), temos
(k- Dw(k) = d(k — 1) (2.8)

e um conjunto simplificado de equacoes de atualizacao para o algoritmo resulta:

w@+1%=wwy+%mwy+%m@_1) (2.9
onde

A k) — 2 (Ryw (k)2 (k — D)

2~ Je®)Plelk = [P - [« ®K)e(k - 1P (2.10)

Ny _ (k) —a" (F)w(k)le” (k — Da(k) (2.11)

2 le(®) ek —D]* - [2" (k)o(k — 1))

2.1.2 Derivacao Geométrica

O algoritmo BNDR-LMS pode ser alternativamente derivado a partir de um ra-
ciocinio puramente geométrico. O primeiro passo é obter uma solucao preliminar,
wi (k), a qual pertence a S(k) e estd a uma distancia minima de w(k), representada
pelo ponto 4 na Figura 1.2. Isto é obtido pelo algoritmo NLMS partindo de w(k),
ie.,

wi (k) = w(k) + ||;((:))||2m(k) (2.12)

Num segundo passo, wy (k) é atualizado numa dire¢ao ortogonal & usada previamen-
te, pertencendo portanto a S(k), até a intersecdo com S(k — 1) ser alcancada. Isto
é obtido pelo algoritmo NLMS partindo de w; (k) e seguindo a dire¢ao de x; (k) o
qual é a projecao de x(k — 1) em S(k), i.e.,

e1(k) 1
w(k+1) =w (k) + —F———z (k 2.13
(k+1) ()+|lw% e (k) (2.13)
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onde

Ly [ ek R
w (k) = {I HOIE ] (k—1) (2.14)
er(k) =d(k —1) — 2" (k — 1w, (k) (2.15)

O uso de zi(k) obtido de x(k — 1) garante que o caminho da distancia minima seja
escolhido. Note que o requisito de independéncia linear dos vetores sinal de entrada
consecutivos (k) e x(k — 1), necessirio para garantir a existéncia da solucao, é
também manifestado aqui.

Como serd visto na analise (c.f. Segao 2.3) e serd verificado por simulagoes (c.f.
Tabela 2.2), o excesso de erro médio quadratico (MSE) para o algoritmo BNDR-
LMS tal como em (2.5)—(2.7) ou em (2.9)—(2.11) é préximo a varidncia do ruido
de observacao quando nao existe erro de modelagem. Tal desempenho é esperado
dos algoritmos normalizados. Portanto, de modo a controlar este excesso de MSE;,
um passo (fator de convergéncia) p pode ser introduzido. Embora a taxa de con-
vergéncia maxima é usualmente obtida com g = 1, o uso de um passo menor pode
ser necessario em aplicagoes onde o erro de medida é muito elevado. Neste caso, de-
vemos enfatizar que a solugdo w(k+1) obtida a cada iteragao nao estd na intersecao
dos hiperplanos S(k — 1) e S(k) e, portanto a versao simplificada do algoritmo dada
por (2.9)—(2.11) nao deve ser usada.

Se x(k) e ®(k — 1) forem linearmente dependentes, entdo S(k) é paralelo a
S(k —1), z{ (k) é o vetor nulo e w(k + 1) = w,(k), que corresponde ao algoritmo
NLMS para qualquer valor de passo. Particularmente quando pu = 1, é correto dizer
que w(k) ja estd no hiperplano S(k — 1).

O algoritmo BNDR-LMS esta resumido na Tabela 2.1.
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Tabela 2.1: O algoritmo “Binormalized Data-Reusing LMS”

BNDR-LMS
€ = valor positivo e pequeno
fork=1,2,...

{
o=zl (k)x(k—1)
p(k) = =" (k)z (k)
v =z’ (k)w(k)
€1 = (k) — Y
den = p(k)p(k — 1) — o?
if den < €

>
Il
—
S
A
B
—
ol
|
—_
~
|
D
N
Q
~
~
I8
D
N

% (eap(k) — e1x) /den

W(;—F 1) = w(k) + p[z(k) + Lk — 1)]

2.2 Anadlise de Convergéncia do Vetor de Coefi-

cientes

Nesta secao, nds assumimos que um filtro FIR desconhecido com vetor de coeficientes
dado por w, esta para ser identificado por um filtro adaptativo da mesma ordem

empregando o algoritmo BNDR-LMS, i.e., d(k) pode ser modelado como
d(k) = 2" (k)w, + n(k) (2.16)

onde n(k) é o ruido de medicao. E também assumido que o sinal de entrada e o
ruido de medicao sao tomados de processos brancos, de média zero, identicamente
distribuidos e independentes com variancias o2 e o2, respectivamente.

Estamos interessados em analisar o comportamento do vetor de coeficientes du-
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rante a convergéncia em termos de um valor de passo u. Seja
Aw(k) = w(k) — w, (2.17)

o vetor erro nos coeficientes do filtro adaptativo em relagao ao vetor de coeficientes

ideal. Para o algoritmo BNDR-LMS assim como descrito em (2.5)-(2.7), Aw(k+1)

¢ dado por
)\1 )\2
Aw(k+1) = Aw(k) +p 5 x(k) + 5 x(k —1) (2.18)
De (2.16) e (2.5)-(2.7), temos
Aw(k +1) = [I + pAJAw(k) + ub (2.19)
onde
A (k)T (k)z(k — V)’ (k — 1) + z(k — DT (k — Dax(k)z” (k)

e ek D — & (Ba(k — 1P
ek~ DRz’ (k) + 2P - V2T k- 1) (2:20)
ek - DIP — & (k- 1P

p — MRk = D|” = n(k — ' (k)z(k — 1)w(k)
[ (F)[I?[(k — D]? - [T (k)z(k - 1)]? (2.21)
Lk = D]z — n(k)e"(k — Da(k) (k1)
le(R)[*l|2(k — DI - [2" (F)z(k - 1)]?

Tomando-se o valor esperado de ambos lados de (2.19), para n(k) e z(k) amostras

de processos aleatorios independentes e de média nula, temos

E[b] =0 (2.22)

E[(1
' (k)x(k — Dax"(k - 1)
e <{ [ || ||5L‘( = DIPP = [="(F)z(k - 1)]?
k=D& (k — Da(k)z" (k) — |=(k — 1)[*= (k)" (k)
||5L‘( )P[le(k = D] = [« (k)2 (k - 1)]?

C le®)Pe(k— ek~ 1) )
|meWww—1m%—MWme—1W]}A wﬁ

(2.23)
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A expressao (2.23) pode ser adicionalmente simplificada se os seguintes pressu-

postos forem feitos:

1. Aw(k) é estatisticamente independente de z(k)z” (k) (“independence assump-

tion” [26]),

2. Elnum/den] =~ E[num|/E|[den], onde num e den sao os elementos no numera-
dor e denominador de (2.23), respectivamente, que implica na independéncia

entre num e den bem como uma aproximagao de primeira ordem’ de E[1/den].

Além disto, as seguintes relacoes podem ser facilmente verificadas quando os ele-

mentos de x(k) sdo amostras de um processo branco Gaussiano (veja o Apéndice A):

1.
E{la” (Ba(k — 1)} = (¥ + 1)(02)° 224
2.
E (e (b) el — 1) - @7 @)l - DI} = NV +3)03° (225
3.
(Bleh - e (k- Da(el @), = | T
0, caso contrario
(2.26)
para [i; o elemento (i, ) da matriz [-.
4.
Ella(k —1)[Fa(k)a" ()] = (¥ +3)()°T 221
D.

e’ (k- DAwk) = (1 — p)x" (k — D)Aw(k — 1) + pn(k — 1) (2.28)

!Para uma discussdo em maior profundidade, veja [4, 6].
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Com base nestes pressupostos e relagoes, (2.23) pode ser re-escrita como

N z(k — VaT(k — 1)a(k)z" (k)
E[Aw(k+1)]NE<{I+u{ NN 507
(k- 1>||2:c(k>wT<k>] b sw

NN +3)(02)? )
z(k)z” (k)x(k — D)x” (k — 1)
ult = [ (22
Nz(®) P2k — D" (k- 1) w(k —
e e R )
~ (18 Blawm) - WE [Aw(k = 1)]

A dltima relagio de (2.29) foi obtida considerando-se ||z (k — 1)||? estatisticamente
independente de Aw (k) e fazendo-se uma aproximacao de primeira ordem no célculo
do numerador com a ajuda das relacoes (2.26) a (2.28). De (2.29), é claro que a
convergencia na média do algoritmo BNDR-LMS para uma solu¢ao nao polarizada
é garantida para valores de passo p tais que todos elementos de E[Aw(k + 1)] em
(2.29) tendam a zero com k — oo. Isto é obtido se os pélos da equacao de diferencas
de segunda ordem estiverem estritamente dentro do circulo unitéario, i.e.,

1—ﬁi\/ 1 £)? _ 4w
= FEVI-F) A (2.30)

o que é sempre verdadeiro para N > 1 e yu satisfazendo

0<p<?2 (2.31)

2.3 Anadlise de Estatistica de Segunda Ordem

2.3.1 Sinal de Entrada Branco

Embora Aw(k) venha a convergir em média para zero quando k vai para infinito, fato
este que caracteriza uma estimativa nao polarizada, a consisténcia dos coeficientes
estimados, ou seja, erros instantaneos despreziveis nestes coeficientes, somente é

obtida em casos de &,,;, muito pequeno ou valor de p préximo de zero. Em geral,
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um excesso de MSE, o qual depende das estatisticas de segunda ordem do vetor

Aw(k), estard presente. O excesso de MSE ¢é definido por [1, 2]

gewc = k;llglog(k) - gmin (232)

onde &(k) = Ele*(k)] e &min € 0 erro médio quadratico minimo devido a uma mode-
lagem nao exata ou a presenca de ruido aditivo, ou ambos [2].
A diferenca A¢(k) = £(k) — &min é conhecida como excesso no MSE [2] e pode
ser expressa por
Ag(k) = E{[n(k) — Aw" (k)x(k)]*} — &min
= E[Aw” (k) RAw (k)] (2.33)
= tr{ R cov[Aw(k)]}
assumindo Aw(k) independente de x(k).
E necessario, portanto, derivarmos uma expressao para a matriz de covariancia
do vetor de erro dos coeficientes cov[Aw(k + 1)]. De (2.19),
cov[Aw(k +1)] = E [Aw(k + 1) Aw” (k + 1)]
= E{[I + pA|Aw(k)Aw” (k)[I + pA]}
+ E{uI + pA)JAw(k)b"} + E {pbAw” (k)[I + pA]}
+ E [1°bb"]
(2.34)

Lembrando (2.20) e (2.21), podemos antever a enorme complexidade para ava-
liarmos (2.34) mesmo com um nidmero razoavel de pressupostos. Uma alternativa
interessante é o uso de um modelo simplificado para o vetor sinal de entrada (k) o
qual seja consistente com as estatisticas de primeira e segunda ordens de um sinal de
entrada genérico, mas que tenha um nimero contavel de direcoes de excitacao. Este
modelo foi introduzido em [28] e foi empregado anteriormente com sucesso em [4]

e [27]. O vetor sinal de entrada para o modelo é
onde:
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e s, é 1 com probabilidade de ocorréncia igual a 1/2;

e 72 tem a mesma fungio de distribui¢ao de probabilidade de ||z (k)|?, ou, para
o caso de interesse, ¢ uma amostra de um processo independente com distri-

bui¢ao x-quadrado de (N + 1) graus de liberdade, E[r?] = (N + 1)o;

e V. é igual a um dos N + 1 autovetores ortonormais de R, denotados V;,
t=1, ..., N+ 1. Assumiremos também para um sinal de entrada branco
Gaussiano que Vi é uniformemente distribuido e, consequentemente, se P(-)

denota a probabilidade de ocorréncia do evento (), entao

1

(2.36)

Para o modelo de sinal de entrada dado, podemos expressar A¢(k + 1) como
AL(k+1) = ALk + 1) |ewyznr-1) xPlx(k) || (k- 1)]

As condigoes (k) || €(k—1) e (k) L &(k—1) no modelo adotado sdo equivalentes

(2.37)

aV =V, eV, #V, 4 respectivamente, tal que V; e V1 podem somente
ser paralelos ou ortogonais entre si.

Como comentado anteriormente, o algoritmo BNDR-LMS comporta-se exata-
mente como o algoritmo NLMS quando os vetores sinal de entrada nos instantes k

e k — 1 sao paralelos. Neste caso o excesso de MSE é dado por [4]

AE(k+1) = {1 + “](V“i;f)] AE(k) + ﬁag (2.38)

onde v, = E[z*(k)/ol] é conhecido como kurtosis do sinal de entrada, a qual varia
de 1 para uma distribuicao bindria a 3 para uma distribuicao Gaussiana a oo para
uma distribuicao Cauchy [4, 29]. Deve ser ressaltado, entretanto, que (2.38) é vélida
somente para v, < N +1 [4].

Para o caso onde (k) e &(k — 1) sdo sempre ortogonais, de (2.33) e (2.34) nds

temos, para R = 021, i.e., sinais de entrada ruido branco (veja Apéndice B),

N+1 N+1
NZ(M_2)202
N+2—y, "

Ag(k+1), = {1+M] gy + PO =2) ey -
2.39
_|_
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Uma expressao final para o excesso no MSE pode agora ser obtida de (2.38) e
(2.39) combinadas e corretamente ponderadas, como sugerido em (2.37). Para um

sinal de entrada branco, as probabilidades de Vi, = V. e V| # V| sdo iguais

1 N . ;
a yo7 € 31 respectivamente. O excesso no MSE é, portanto, dado por

Np(1 = p)*(p = 2)
(N +1)?

NTT stk =)

NG =2
N+ D)(N+2—1,)""

Aﬂk+U={L+M“_m]AﬂM+
(2.40)

Experimento 1: De modo a confrontar o comportamento do algoritmo BNDR-
LMS com (2.38) para diferentes valores de p um experimento simples foi conduzido
onde os vetores sinal de entrada em instantes consecutivos de tempo sao sempre
paralelos. O esquema foi construido de modo que uma planta desconhecida de
décima ordem deve ser identificada por um filtro adaptativo também de ordem
N = 10 para um vetor sinal de entrada (k) = s,V com V um vetor constante
igual a [1 0 --- 0]7. Neste caso, a kurtosis v, é igual a 1 e o valor em regime
estacionario de AE(k), Eexe, €
po?

5890022_”

(2.41)

Os resultados, mostrados na Figura 2.1, mostram uma comparacgao entre simulagoes
tomadas em média de 50 rodadas e valores tedricos previstos por (2.41). Da andlise
deste experimento, fica claro que, para o caso especial onde o algoritmo BNDR-LMS
comporta-se como o algoritmo NLMS, (2.41) estd em excelente concordancia com

os resultados das simulacoes.

Experimento 2: Um segundo experimento foi conduzido onde vetores sinal de
entrada em instantes de tempo consecutivos sao sempre ortogonais. O esquema foi
similar ao do Experimento 1, exceto pelo vetor sinal de entrada que foi escolhido
como (k) = s,V com Vi, sempre diferente de V;_; e igual a um dos vetores que
formam a base candnica. A kurtosis do sinal de entrada é também igual a 1. Os

resultados tedricos e os resultados obtidos numa simulagao com 50 rodadas estao
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Excesso de MSE em dB
N w

N 3 w 3

T T T T

=
o1
T

-------- Calculado
—— Simulado

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2
tamanho do passo

Figura 2.1: Excesso de MSE para vetores sinal de entrada paralelos.

apresentados na Figura 2.2. Tais resultados mostram que a expressao em (2.39) é

precisa para os pressupostos feitos.

Experimento 3: Um terceiro experimento foi conduzido onde os vetores sinal de
entrada foram escolhidos randomicamente entre os componentes da base canonica,
1

tal que Vi e Vi_; podiam ser paralelos ou ortogonais com probabilidades ¥ ©

N

~7 respectivamente. Os resultados de uma simulagao com 50 rodadas e aqueles de

(2.40) sao descritos na Figura 2.3 que mostra a precisao da andlise ao menos para o

modelo de sinal de entrada usado.

2.3.2 Sinal de Entrada Colorido

Usando o modelo para o vetor sinal de entrada dado em (2.35), podemos agora

estender a analise para sinais de entrada coloridos. A distribui¢ao angular de (k)
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tamanho do passo

Figura 2.2: Excesso de MSE para vetores sinal de entrada ortogonais.

necessita ser mudada de modo a incorporar probabilidades diferentes para as di-
recoes dadas pelos (N + 1) autovetores de R. Em outras palavras, (2.37)—(2.39) sao
mantidas e somente as probabilidades P [z(k) || @(k —1)] e P[x(k) L x(k — 1)] ne-
cessitam ser recalculadas. Cada autovetor de R, denotado por V;, 1t =1, ..., N+1

terd agora a seguinte probabilidade de ocorréncia [4]

(2.42)

onde \; é o autovalor associado ao autovetor V;. Para uma simples associacao entre
Plx(k) || ®(k — 1)] e a correlagao do sinal de entrada, suponhamos que o sinal de

entrada z(k) é correlacionado por um filtro sé pélos como em
w(k) =~k —1)+ (L —y)n(k), 0<y<1 (2.43)

onde 7(k) é uma amostra de um processo de média zero independente com variancia

dada por af]. A matriz de autocorrelacao para este sinal de entrada pode ser facil-
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Figura 2.3: Excesso de MSE para um vetor sinal de entrada modelado.

mente derivada e expressa por como

Loy o
1— 1 N-1
R-1"7p2]" ! ! (2.44)
Ly e A
_,YN ,nyl ,YN72 1 |

De (2.44) temos todos os autovalores e autovetores necessarios tal que podemos
computar
Ple(k) |k -=1)] = P[Vy| Vil
= P [Vk | Vi1 |Vk_1=V1] XP[Vi1=Vi]+--
+P [Vk | Vi |V,H=VN+1] X PV =Vl

_ Nf <m«?—§@>2 (2.45)

=1
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Ple(k) La(k—1)]=1—-Plak) || (k- 1)] (2.46)

As equagoes (2.45) e (2.46) estao de acordo com a situacao de termos entrada bran-
ca, pois este caso corresponde a v = 0 e todos autovalores iguais a o2 tal que
P(V,=YV,) = ﬁ como ja anteriormente descrito. (Quando o sinal de entrada é

correlacionado por um filtro s6 pélos de primeira ordem e modelado com (2.35) e
(2.42), o excesso de MSE ¢é dado por (2.37)—(2.39) com probabilidades dadas por
(2.45) e (2.46). Embora (2.38)-(2.39) tenham sido obtidas baseado num modelo
branco Gaussiano para o sinal de entrada, as simulagoes mostraram que nosso ra-
ciocinio é vélido quando o sinal de entrada é gerado de acordo com (2.35) com
probabilidades dadas por (2.42) e \; obtido de (2.44). Além disto, para u = 1 e
um sinal de entrada modelado onde somente vetores sinal de entrada paralelos ou
perpendiculares podem ocorrer, o algoritmo BNDR-LMS degrada para o algoritmo
NLMS e o MSE em estado estacionario torna-se independente da distribuicao radial
de x(k) [4]. Isto é perfeitamente descrito por (2.38)—(2.39), suportando a validade

deste raciocinio.

2.4 Resultados das Simulacoes

De modo a testar o algoritmo BNDR-LMS em situacoes mais praticas, foram feitas
simulacoes para varios problemas de identificacao de sistemas com sinais de entrada
nao restritos a uma dada funcao de distribuicao angular como nos experimentos da
secao anterior. Inicialmente, a ordem do sistema foi ajustada para N = 10, o sinal
de entrada foi um ruido colorido com um ndmero de condicionamento (da matriz
de autocorrelagao) em torno de 187 e uma razao de sinal para ruido de observacao
(SNR) de 60dB e 150dB. As curvas de aprendizagem (MSE em dB) para os algo-
ritmos NLMS, NNDR-LMS (uma reutilizacdo) e BNDR-LMS estdo mostradas na
Figura 2.4, correspondendo a uma média de 200 realizagoes. Neste primeiro expe-

rimento, o passo pu foi ajustado para 1 de modo a obtermos a taxa de convergéncia
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mais rapida do algoritmo BNDR-LMS. A escolha de uma reutilizagado para o algo-
ritmo NNDR-LMS proporcionou complexidades computacionais similares para os
algoritmos testados.

Neste exemplo podemos claramente verificar o desempenho superior do algorit-
mo BNDR-LMS em termos de velocidade de convergéncia quando comparado aos
algoritmos NLMS e NNDR-LMS (uma reutilizacao simples) para o caso de elevada
relacao sinal-ruido. Esta vantagem torna-se mais evidente para casos de sinais de
entrada ainda mais correlacionados. Simulacoes para o algoritmo LMS convencional
e para o algoritmo DR-LMS foram também desenvolvidas mas seus desempenhos
foram, como esperados, muito inferiores ao obtido pelo algoritmo NLMS e seus re-
sultados foram omitidos da Figura 2.4. Em relagdo a este exemplo, vale a pena
mencionarmos que para o algoritmo NNDR-LMS, um desempenho similar pode-
ria ser obtido se tivéssemos usado no minimo quatro reutilizagoes (L = 4) com os
mesmos dois pares de dados (ou em torno de duas reutilizacoes se tivéssemos au-
mentado a informagao com um par extra de dados). Isto significa que mais que o
dobro do esforco computacional do algoritmo BNDR-LMS seria necessario para o
algoritmo NNDR-LMS, no caso da mesma quantidade de memoria, para ter uma
taxa de convergeéncia similar.

Num segundo experimento, ainda com g =1 e N = 10, o excesso de MSE (&ege
em dB) foi medido de modo a testar o desempenho do algoritmo BNDR-LMS em
termos de erro médio quadratico apds convergéncia. O &,,;,, neste caso a variancia
do ruido de medida, foi ajustado para 10® enquanto que o sinal de entrada foi feito
um processo ruido branco Gaussiano de média zero. Os resultados estao resumidos
na Tabela 2.2 onde podemos também observar o excesso de MSE em dB para um
ambiente nao estacionario. Neste caso, o ruido de observacao foi feito zero e os
coeficientes do sistema (planta) foram variados de acordo com um modelo de passeio
aleatério (random walk) generalizado, w(k) = w(k — 1) + v, onde v era um vetor
aleatério com elementos de média zero e variancia igual a 107%. Como podemos
ver da Tabela 2.2, em ambos ambientes estacionario e nao estaciondrio, o algoritmo

BNDR-LMS obteve um desempenho préximo aos algoritmos NLMS e NNDR-LMS.
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Figura 2.4: MSE para os algoritmos NLMS, NNDR-LMS e BNDR-LMS.

Novamente o tamanho de passo p foi ajustado para 1 neste experimento.

Tabela 2.2: Excesso de Erro Médio Quadratico

Tipo de (Ecac)an
Algoritmo || Estacionario | Nao estacionario
NLMS -59,09 -39,15
NNDR-LMS -59,40 -39,42
BNDR-LMS -58,60 -39,45

Outros experimentos foram realizados de modo a testar os resultados teéricos

obtidos da andlise de convergéncia. O sinal de entrada neste caso foi feito ruido

branco e o excesso de MSE foi medido para diferentes valores de passos (p variando

de 0,1 a1,9). Uma vez que foi mostrado que a ordem do filtro (N) tem uma grande

influéncia nos resultados tedricos, o experimento foi repetido para N =5, N = 10,

e N = 63. Os resultados sao mostrados nas Figuras 2.5, 2.6 e 2.7 respectivamen-

te, onde podemos ver que a curva tedrica é mais proxima da curva experimental a
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medida que N é aumentado. Além disto, a medida que N é aumentado, a probabi-
lidade de ocorrer V', = V_; torna-se menor e as curvas se aproximam da obtida

no Experimento 2 da se¢ao anterior.
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Figura 2.5: Excesso de MSE para N = 5 como funcao de p.

Um ultimo experimento foi planejado para testar a influéncia de sinais colori-
dos no excesso de MSE e a precisao das expressoes derivadas na andlise. Quatro
situacoes foram consideradas correspondendo a sinais de entrada tendo diferentes
caracteristicas (todas com N = 10). Nas duas primeiras situacoes, os sinais foram
obtidos de seqiiéncias Gaussianas brancas e de média zero filtradas por filtros ITR
sO poélos de primeira ordem com poélos em 0,8 e 0,9, levando a matrizes de autocor-
relacao com razoes de autovalores de 50,85 e 145,44, respectivamente. Nas outras
duas situacoes, os vetores sinal de entrada foram gerados com distribuicoes de proba-
bilidades radiais discretas e matrizes de autocorrelacao com dispersao de autovalores

também iguais a 50,85 e 145,44, respectivamente. O excesso de MSE em dB para
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Figura 2.6: Excesso de MSE para N = 10 como funcao de pu.

estas simulacoes estd mostrado na Figura 2.8 onde as curvas tedricas e resultantes
de simulagoes sao confrontadas. Os valores tedricos foram calculados usando (2.37)—
(2.39) com probabilidades dadas por (2.45) e (2.46). A andlise para sinais de entrada
coloridos apresentou uma concordancia muito boa com as simulacoes realizadas com
os vetores sinal de entrada com distribui¢oes de probabilidades angulares discretas.
Para os sinais obtidos pela filtragem de sequéncias brancas Gaussianas por filtros
ITR s6 polos de primeira ordem, somente uma descricao qualitativa razodvel da evo-
lucao do excesso de MSE em relacao ao passo pode ser observada. Isto pode ser
explicado pelo fato das expressoes terem sido derivadas para a situacao de sinal de
entrada branco. Além disto, observamos que na faixa de interesse (0 < p < 1) a
diferenca entre as curvas simulada e tedrica é menor que 3 dB. A faixa de valores de
i entre 1 e 2 nao é usada na pratica pois tais valores iriam comprometer o desem-

penho do algoritmo elevando o desajuste sem proporcionar melhoria de velocidade
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Figura 2.7: Excesso de MSE para N = 63 como funcao de pu.

de convergéncia que é maxima para g = 1.

Em termos de complexidade computacional, a Tabela 2.3 mostra as comparacoes
entre os trés algoritmos normalizados mencionados anteriormente. Note que p = N+
1 é o nimero de coeficientes. Olhando para esta tabela, podemos concluir que a carga
computacional do algoritmo BNDR-LMS ¢é ligeiramente superior a do algoritmo
NNDR-LMS (que é igual a L + 1 = 2 vezes a complexidade do algoritmo NLMS).
Ressaltamos ainda que a referida tabela é relativa a um tnico re-uso (L=1) e que
para um desempenho do algoritmo NNDR-LMS igual ao do algoritmo BNDR-LMS
no primeiro experimento, sua complexidade seria de L +1 = 5 vezes a complexidade

do algoritmo NLMS.
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Figura 2.8: Excesso de MSE para sinais de entrada coloridos.

2.5 Conclusoes

Este capitulo apresentou o algoritmo BNDR-~-LMS junto com sua andlise de con-
vergéncia e erro médio quadratico. Uma interpretacao geométrica do algoritmo foi
também proporcionada mostrando que os coeficientes sao atualizados em dois passos
normalizados seguindo direcoes ortogonais. A relacao entre o algoritmo BNDR-LMS
e o algoritmo das projecoes ortogonais foi esclarecida.

Simulacoes realizadas numa aplicacao de identificacao de sistemas mostrou que
o algoritmo BNDR-LMS apresentou resultados favoraveis em relacao a outros algo-
ritmos normalizados em termos de velocidade de convergéncia. Além disto, quanto
mais correlacionado era o sinal de entrada, melhor era o desempenho do novo algo-
ritmo quando comparado com os demais algoritmos do tipo LMS. Esta melhora é
mais claramente observada em casos de pequeno ruido de medida.

Andlises na média e na covaridncia foram desenvolvidas sendo a dltima basea-
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Tabela 2.3: Comparacao de complexidade computacional (para L=1)

ALGORITMO | SOMA | MULTIPLICACAO | DIVISAO
NLMS 3p-1 3p 1
NNDR-LMS | 6p-2 6p 2
BNDR-LMS | 6p+1 6p+8 2

da num modelo simplificado para o sinal de entrada o qual resultou em expressoes
trataveis para o complexo problema de analisar algoritmos que reutilizam dados pas-
sados. Consisténcia com os dois primeiros momentos do sinal de entrada é mantida
pelo modelo. Para sinais brancos, a analise de erro médio quadratico foi realiza-
da com excelente concordancia com as simulacoes. Limites para convergéncia na
média e covariancia do vetor de coeficientes foram estabelecidas. Além disso, uma
expressao em forma fechada para o excesso de MSE como uma funcao do passo
foi derivada para o caso de sinais de entrada brancos. A aplicabilidade desta ex-
pressao para o caso de sinais de entrada coloridos foi também explorada. O modelo
e as analises podem ser prontamente estendidas a outros algoritmos que reutilizam
dados que nao foram considerados para andlise no passado devido a complexidade

excessiva.
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Capitulo 3

Uma Aplicacao Pratica do

Algoritmo BNDR-LMS

3.1 Introducao

Visando ilustrar uma aplicacao pratica do algoritmo BNDR-LMS; este capitulo apre-
senta uma versao com restrigoes deste algoritmo bem como propoe uma seqiiéncia
de passos 6tima a qual permite convergéncia rapida e desajuste minimo. O novo al-
goritmo ¢é aplicado a um receptor digital mével que usa espalhamento de espectro do
tipo seqiiéncia direta com acesso multiplo por divisao de codigo ou “direct-sequence
code-division multiple access” (DS-CDMA), tendo mostrado como resultado uma
consideravel melhoria da taxa de convergéncia quando comparada a abordagem tra-
dicional usando o algoritmo LMS.

Um filtro adaptativo com restricoes possui muitos campos de aplicacao tais como
processamento de “array” de antenas e cancelamento de interferéncia em sistemas
de comunicacoes moveis que usam DS-CDMA. Os dois métodos tradicionais usados
nestas aplicacoes sao a chamada abordagem de Frost [30] e a abordagem conheci-
da em inglés como “the general sidelobe canceler” (GSC) [31]. A abordagem GSC
converte o problema com restricoes num outro sem restricoes. O esquema de Frost
¢ provavelmente a técnica mais largamente utilizada devido a simplicidade do al-

goritmo LMS. Contudo, a principal desvantagem do algoritmo LMS estda também



presente no esquema Erost; isto é, seu desempenho é fortemente dependente do es-
palhamento de autovalores da matriz de autocorrelacao do sinal de entrada. Uma
abordagem alternativa é o uso de técnicas de minimos quadrados rapidas como pro-
posto em [32]. Sendo o algoritmo usado por Frost uma projecao do resultado do
algoritmo LMS convencional no hiperplano definido pelas restricoes, um passo natu-
ral seria o uso de algoritmos da familia dos LMS normalizados convencionais [2, 33]
seguidos de uma projecao tal como no caso LMS Frost. Esta abordagem resulta
numa taxa de convergéncia superior comparada ao algoritmo LMS Frost quando os
sinais de entrada sao fortemente correlacionados. Esta abordagem intuitiva, entre-
tanto, carece de um critério de otimizacao e apresenta desempenho pior que o obtido
da estrutura GSC em alguns casos.

Foi observado em nossos experimentos que o algoritmo LMS com restricoes em
ambas implementagoes, esquemas Frost e GSC, apresenta resultados idénticos|31]
quando aplicados ao mesmo conjunto de dados. Nosso objetivo neste capitulo é a de-
rivacao de um algoritmo BNDR-LMS com restrigoes (“Constrained BNDR-LMS”),
estrutura do tipo Frost, tal que apresente resultado idéntico ao obtido empregando-
se o algoritmo BNDR-LMS sem restri¢coes na estrutura GSC.

Este capitulo é organizado como segue. A Secao 3.2 apresenta uma alternativa
a derivacao dos algoritmos NLMS e BNDR-LMS convencionais. Na Secao 3.3 os
algoritmos normalizados com restri¢oes sao derivados com base na abordagem usada
na Secao 3.2. Na Secao 3.4 a seqiiéncia de passos 6tima é derivada. A Secao
3.5 mostra alguns resultados de simulacoes no campo de aplicacao proposto aqui,

seguida pelas conclusoes.

3.2 Re-Derivacao dos Algoritmos NLMS e BNDR-
LMS

Nesta secao nés mostramos uma maneira alternativa de derivarmos os algoritmos

NLMS e BNDR-LMS. Comecemos pelo algoritmo LMS normalizado. Vamos supor
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que temos um algoritmo tipo LMS que atualiza o vetor de coeficientes de acordo

com a seguinte expressao.
w(k +1) = w(k) + prx(k) (3.1)

onde w(k) é o vetor de coeficientes (de tamanho (N 4 1) x 1 onde N é a ordem
do filtro adaptativo) no instante k, x(k) é o vetor sinal de entrada e u; é o passo
varidvel (ou fator de convergéncia varidvel) o qual deve ser escolhido com o objetivo
de proporcionar uma maxima velocidade de convergéncia. A estratégia usada aqui
é reduzir o erro ao quadrado instantaneo tanto quanto possivel pois esta é uma
boa e simples estimativa do erro médio quadratico (MSE) [2]. Uma vez que o erro
instantaneo é dado por e(k) = d(k) — T (k)w(k), o erro quadrado instantaneo no

instante k apds a atualizacao do vetor de coeficientes pode ser escrito como

(k) £ [d(k) — 2" (k)w(k+ 1)
= [d(k) — =" (k)(w(k) + (k)] (3:2)

onde a estrela (*) indica o erro a posteriori. De modo a aumentar a taxa de con-
vergéncia por escolher um passo apropriado, tomamos a derivada parcial de e**(k)
em relacao a y e a fazemos igual a zero, obtendo

_d(k) — 27 (k)w(k)
M T T ()= (k)

(3.3)

o qual corresponde, como esperado, ao algoritmo LMS normalizado tradicional.
Para o algoritmo BNDR-LMS, nés atualizamos o vetor de coeficientes somando
os vetores sinal de entrada x(k) e x(k — 1) ponderados por dois passos, fi1x € ok,

respectivamente.
w(k+1) =w(k) + ppx(k) + popx(k — 1) (3.4)

Neste caso, nés minimizamos a fungao custo F'(k), a qual corresponde ao erro qua-
drado instantaneo no instante k£ mais o erro quadrado instantaneo no instante k& — 1
calculado com o vetor de coeficientes do instante k ou F (k) = [d(k) — =T (k)w(k)]* +
[d(k—1)—x"(k—1)w(k)]*. Em seguida definimos F*(k) como F (k) calculada com
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o vetor de coeficientes atualizado.

F*(k) £ [d(k) — &" (k) (w(k) + pape(k) + popz(k — 1))]°

+Hd(k —1) — 2" (k = 1) (w(k) + pipz(k) + porz(k — 1)) (3.5)

Num préximo passo, tomamos as derivadas parciais de F*(k) em relagdo a py e

1ok € as fazemos iguais a zero. Apods algumas manipulagoes algébricas, obtemos

er = d(k) — & (k)w(k
1

z (k)

eg =d(k —1) — T (k — Dw(k)

den = &7 (k)x (k)T (k — Da(k — 1) — (2T (k — )a(k))?

ez’ (k—Dax(k —1) — eax” (k — 1) (k)
den

esx’ (k)x(k) — ez’ (k — 1)z (k)

den

K1k =

fiok = (3.6)

a qual junto com (3.4) correspondem ao algoritmo LMS binormalizado com reuti-

lizacao de dados (BNDR-LMS).

3.3 O Algoritmo com Restricoes

Numa filtragem adaptativa linear com restrigoes, as .J restricoes sao representadas

pelo seguinte sistema linear.
CTw(k)=f (3.7)

onde C ¢é uma matriz (N + 1) x J contendo os vetores de restricoes, e f é um vetor
de J elementos contendo os valores das restrigdes (uma restri¢ado simples significa
que C é um vetor e f é um escalar).

No caso do algoritmo LMS (estrutura Frost), o algoritmo resultante é dado pela
projecao do vetor de coeficientes — w(k+1) sem restrigdes — no hiperplano definido
por (3.7). O vetor de coeficientes com restrigoes é obtido projetando-se inicialmente
a solucao sem restricdes no hiperplano homogéneo C*w(k) = 0 com o auxilio da

matriz de projecio P = I—C(CTC)'C”. Finalmente, o vetor resultante é movido
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de volta ao hiperplano das restricoes pela adicao do vetor F = C(CTC) ' f.

wk+1) = Pwyysk+1)+ F

= Plw(k) + pe(k)z(k)] + F (3.8)

onde e(k) = d(k) — =" (k)w(k).

Nossa abordagem aqui para ambos algoritmos NLMS e BNDR-LMS é a projecao
da solugao sem restrigoes seguida de uma otimizacao do(s) passo(s) similar ao que foi
feito na segao anterior. Comecemos pelo algoritmo NLMS tomando wy LM S(k+1)

como em 3.1 onde py é o passo varidvel que desejamos obter.

= Plw(k) + ma(k)] + F (3.9)

Se lembrarmos que w(k) foi forcado a satisfazer a restri¢ao em (3.7), o que significa

que Pw(k) + F = w(k), segue que (3.9) pode ser escrita como
w(k+1) = w(k) + . Px(k) (3.10)

Se agora compararmos (3.1) e (3.10) podemos ver que elas descrevem o mesmo
problema se substituirmos o vetor de entrada por um vetor rotacionado x'(k) =
Px(k). Além disto, lembrando que P? = P, segue da mesma abordagem usada na

secao prévia que

e(k) = d(k) —z" (k)w(k)

wk+1) = Plw(k)+ +F (3.11)

T (k)Px(k)
que corresponde ao algoritmo NLMS com restrigoes [34].

A mesma abordagem pode ser aplicada ao algoritmo BNDR-LMS se fizermos

’LU(k—l-l) = PwBNDRfLMS(k—i_l)_FF
= P['w(k) + /leic(k) + u%:c(k - 1)] + F

= w(k)+ pxPx(k) + por Px(k — 1) (3.12)
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e compararmos com (3.4). As equagoes do algoritmo BNDR-LMS com restri¢oes ou

“constrained BNDR-LMS” sao obtidas como

er = d(k) — 2" (k)w (k)

eg = d(k — 1) — 2T (k — 1)w(k)
pPp=1-ccc'c)"'c”
F=c(cc'c) 'y

den = ' (k)Px(k)z’ (k — 1)Pxz(k — 1) — (7 (k — 1) Pz (k))?
ez’ (k— 1)Px(k — 1) — eax” (k — 1) Pz (k)

M1k = den
ez’ (k)Pz(k) — e1z” (k — 1) Pz (k)
M2k = den
wik + 1) = Plu(k) + ppe(k) + pope(k — 1)] + F (3.13)

Vale a pena mencionar que estes dois algoritmos com restri¢oes apresentam resul-
tados idénticos aos obtidos com os algoritmos NLMS e BNDR-LMS sem restricoes
usados em estruturas GSC. E também interessante ressaltar que (3.11) e (3.13) po-
dem ser simplificadas admitindo-se que Pw(k) + F = w(k). Esta simplificagio,
entretanto, pode produzir acumulagao de erro de arredondamento quando o algorit-

mo ¢é implementado em precisao finita [30].

3.4 Otimizacao do Passo do Algoritmo BNDR-
LMS

Vimos que o algoritmo BNDR-LMS oferece uma convergéncia mais rapida que varios
outros algoritmos LMS normalizados para sinais de entrada altamente correlaciona-
dos ao custo de uma pequena complexidade adicional. O MSE apéds a convergéncia
para este algoritmo é controlado pelo parametro tamanho do passo . Para p =1,
temos a convergéncia mais rapida e também o maior MSE se comparado ao caso
onde o valor do passo é proximo de zero. No capitulo anterior, foi mostrado que o

algoritmo BNDR-LMS converge se o passo estd na faixa de zero a dois. Por razoes
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praticas, o valor de p é mantido entre zero e um pois foi observado que o MSE
em estado estaciondrio era maior e a convergéncia mais lenta quando o passo era
tomado entre um e dois.

Nesta secao, a expressao para o MSE desenvolvida no Capitulo 2 é usada para
propor uma seqiiéncia de passos 6tima que proporciona convergéncia rapida e desa-
juste minimo. A expressao final para o comportamento de convergéncia do algoritmo
BNDR-LMS é rescrita aqui em termos do excesso no MSE.

Ag(k+1) = [1 + “](\%12)} A€ (k)

Np(1 = p)*(p—2)
(N +1)2
(L+ N(u=2%)p*
(N+D(N+2—0y)"

AE(k 1)

(3.14)

Da expressao de A¢(k + 1) acima, seguiremos uma abordagem similar a usada
em [4] e comecamos por rescrever (3.14) assumindo que até o instante & nds temos
a seqiiéncia 6tima p*(0) a p*(k — 1) ja disponivel e também as quantidades 6timas
AE* (k) e A& (K —1).
pk)(u(k) - 2)

N+1
Np(k) (1 — (k) (k) — 2)
(N +1)2
(14 Nuk) =2k

(N +1)2 "

A¢(k+1) = |1+

AL (k)

AL (k —1)

(3.15)

Se agora computarmos a derivada de A¢(k + 1) com relacao a (k) e igualarmos

a zero, obtemos apds algumas manipulagoes algébricas

[ _Aemract-
2(AE*(k—1) 4+ 02)

wk) =

_ g (k) +&(k—1) — 207
= 1—\/1— % k=) (3.16)

E vélido mencionarmos que (3.16) estd de acordo com a situagao encontrada apos

2

a convergéncia ser alcancada, ou seja, termos £*(k) = £(k — 1) = o, e portanto

termos p*(k) = 0 como esperado. Além disto, se tivermos o2 = 0 o valor de p*(k)
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serd proximo a um (admitindo que A&* (k) ~ A&*(k —1)) mesmo apds convergéncia,
o que implica em termos maxima velocidade de convergéncia com minimo desajuste
se o ruido é zero.

Para o algoritmo LMS normalizado (NLMS), a férmula recursiva para p*(k)
em termos de p*(k — 1) e da ordem N foi obtida em [4]. No caso do algoritmo
BNDR-LMS, uma expressao recursiva simples nao foi obtida e um pequeno algoritmo
foi usado para produzir a seqiiéncia de passo varidvel étima. Este algoritmo é
apresentado na Tabela 3.1 ! e possui um importante parametro de inicializacao

>

. ~ . ~ ’ ~ g
com uma forte influéncia no comportamento de z*(k). Este parametro é a razao —¢
n

onde o numerador é a variancia do sinal de referéncia.

Tabela 3.1: Algoritmo para computar a seqiiéncia de passo variavel 6tima.

p(k) do algoritmo BNDR-LMS
AL(0) = Ag(-1) =03

02 = variancia do rufdo

N = ordem do filtro adaptativo

p(0) =1
fork=1,2,.
TAE(k 1)
{ u(k _1_\/1_A§k—1+02)
_ (k) (u(k)—2)
C““[“F“T]

b — Nulk)(1—u(k))? (u(k) ~2)

(N+1)2
_9)\2 2
cc = (1+N(,u((]$)+1§g k) O'TQL

AE(k+ 1) = aaA&(k) + bOAE(k — 1) + cc

Apresentamos a seguir na Figura 3.1 as curvas de u(k) para diferentes valores

do que poderia neste caso ser chamado de relagao sinal (desejado) ruido ou SNR =

!'Note que o asterisco (*) foi retirado dos valores 6timos visando exclusivamente uma simplifi-

cagao.
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IOZogg—é de 0 a 40 dB. Note que para o2 = 0 (caso sem ruido), o SNR se aproxima

de infinito enquanto que o tamanho de passo permanece fixo na unidade.

SEQUENCIAS DE PASSOS OTIMAS PARA N=10
1 T T T T

0.9 b

0.8 SNR=40dB b

SNR=30dB

0.5 SNR=20dB b

passo

SNR=10dB
0.3 i

0.2 SNR=0dB b

0 50 100 150 200 250

Figura 3.1: Seqiiéncias de p(k) 6timas para o algoritmo BNDR-LMS.

Numa implementacao pratica esta seqiiéncia 6tima pode ser computada a priori

e armazenada na memoéria ou computada “on the fly”. Para esta ultima opcao,

desde que uma férmula recursiva e compacta nao estd disponivel, uma aproximagao

para esta curva é de grande interesse. Usaremos aqui duas classes de seqiiéncias

também propostas em [4]. Elas foram escolhidas devido & sua simplicidade e, como

veremos posteriormente, por conduzirem a bons resultados. A primeira classe é a
seqiiéncia otima para o algoritmo NLMS a qual é dada por

_ k1)
(k) = p(k = 1) —— (3.17)

2(k—1)
1- uN+1

Para o algoritmo NLMS, a inicializacao correta para esta seqiiéncia é dada por

po)=1-72

passo tal que as duas seqiiéncias (a 6tima para o algoritmo NLMS e a étima para o

3

. Entretanto, no nosso caso podemos escolher um valor inicial para o

3

algoritmo BNDR-LMS) fiquem préximas, como serd visto posteriormente.
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A segunda classe de seqiiéncias (referidas daqui para frente por aproximacao 1/k)

é bastante simples e também foi usada em [4]. Esta seqiiéncia é dada por

1 se 0 <k <c¢(N+1)
(k) = (3.18)
max{ fmin, ﬁ} se k> c(N+1)

O parametro c estd relacionado ao SNR da seqiiéncia 6tima. Um valor de
passo minimo foi introduzido aqui (podendo também ser usado em todas seqiiéncias)
visando prover o algoritmo de uma capacidade de acompanhamento em caso de
pequena nao-estacionariedade do ambiente.

Os resultados de alguns experimentos demonstrarao o desempenho superior do
algoritmo com o esquema de passo variavel proposto. Para a primeira simulagao,
usamos como sinal de entrada um ruido branco numa configuracao de identificagao
de sistema com N = 10, 02 = 1072 e SNR = 20dB. A Figura 3.2 mostra a
seqiiéncia de passos 6tima obtida com o algoritmo descrito na Tabela 3.1 e outras

curvas relativas as duas classes de aproximacoes usadas.

SEQUENCIA DE PASSOS OTIMA PARA SNR=20dB
l T T T T

0.7+ A — seqUiéncia 6tima B
AR — — aproximagdo NLMS (0.9, 0.93 e 0.95)
aproximagdo 1/k (c=1, 2 e 3)

1 1 1
0 50 100 150 200 250
k

Figura 3.2: Seqiiéncia de passos 6tima e duas classes de seqiiéncias aproximadas.

Da Figura 3.2, podemos conjecturar qual curva devemos usar. Se usdssemos

a minima norma da diferenca entre as seqiiéncias 6tima e aproximada como um
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critério para decidirmos qual curva implementar, os parametros da equagao (3.18)
escolhidos para este exemplo seriam 1(0) = 0.93 e ¢ = 3.

Com estes parametros rodamos uma simulacao com um valor de passo fixo, a
seqiiéncia 6tima e duas aproximagoes. As curvas de aprendizado (média de 1000 ro-
dadas) estao mostradas na Figura 3.3 onde podemos ver que o mesmo valor pequeno
de MSE em estado estaciondrio é compartilhado pelas trés seqiiéncias de passos va-
riaveis usadas. O passo fixo foi ajustado para um e, como esperado, resulta no
desajuste mais alto.

CURVAS DE APRENDIZAGEM PARA PASSO VARIANTE NO TEMPO

20 T T T T
15/ —— passo fjx_o J
— — passo 6timo
aproximagao NLMS
10Q — - aproximagéo 1/k b

MSE em dB

TN

VR o
20| P TINTIINGA A A A AN N AL SR RN A PN e N

50 100 150 200 250

Figura 3.3: Curvas de aprendizado para passo fixo, passo variavel 6timo e suas duas

aproximacoes.

Um segundo experimento foi realizado de modo a avaliar o desempenho desta
seqiiéncia 6tima no caso onde o sinal de entrada é correlacionado. A mesma, confi-
guracao foi usada com um sinal de entrada tendo um nimero de condicionamento
(razao entre o maior e o menor autovalor da matriz de autocorrelacao do sinal de
entrada) em torno de 180. A Figura 3.4 mostra-nos que, mesmo para um sinal de
entrada correlacionado, a seqiiéncia de passos variaveis proposta tem um bom desem-

penho. Observa-se na mesma figura que, no exemplo dado, o algoritmo BNDR-LMS
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com seqiiéncia 6tima tem um desempenho melhor que o algoritmo NLMS também
com seqiiéncia otima.
CURVAS DE APRENDIZAGEM PARA SINAL COLORIDO

5 T T T T

——  BNDR-LMS com passo fixo
NLMS com passo 6timo
- - - BNDR-LMS com passo 6timo

MSE em dB

VA ‘\4/~v“’\,\~\\\

~

vl v N V\»l\/vf\\f .

—-20 I I I I
0 50 100 150 200 250

Figura 3.4: Comparando as curvas de aprendizagem para o caso de sinal de entrada

colorido.

Uma observagao final é a possibilidade de usarmos um estimador para £(k) ao
invés de calcularmos A¢(k) usando (3.15) como descrito no algoritmo da Tabela 3.1.

Um outro experimento foi feito usando o seguinte estimador:
E(k+1) = M(k) + (1 — N)e?(k) (3.19)

Este experimento mostrou-nos que um valor razoavel para A é algo em torno de 0.96.
A vantagem desta abordagem alternativa é a possibilidade de um acompanhamento
rapido de mudancas stibitas e fortes no ambiente. Neste caso, o erro instantaneo
torna-se alto e a estimativa £(k + 1) é elevada tal que o valor de p se aproxima da
unidade novamente e uma rapida re-adaptacao se inicia.

Quando usando esta abordagem, vale a pena lembrarmos que, dado que a equacao

(3.16) é do tipo 1 — /1 —x, o passo (k) pode ser escrito como o qual é

xT
1+v1-z
uma expressao numericamente menos sensivel. A equagao (3.20) mostra-nos esta
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expressao.

E(R) +E(k=1)=202
2£(k—1)

p(k) =
E)L€(b—1) 207
1+ \/1 TR0

(3.20)

3.5 Resultados das Simulacoes

Nesta secao, aplicamos o algoritmo BNDR-LMS com restri¢coes ao caso de eliminacao
de interferéncia numa transmissao digital usando DS-CDMA da estacao base para
a estagdo moével (“downlink”) de um sistema de comunicagdes maéveis.

O sinal recebido para o sistema com K usudrios simultaneos pode ser escrito

x(k) =) Abi(k)s; + n(k) (3.21)

onde A; é a amplitude do sinal do usudrio i, s; é a seqiiéncia de assinatura (c6digo)
do i-ésimo usudrio e b;(k) € {£1} é o bit transmitido do i-ésimo usudrio. No receptor
movel estaremos somente interessados em detectar um usuario (aqui assumido ser
usudrio ¢ = 1). Uma maneira de construir os coeficientes do receptor é minimizar sua
energia de saida tendo como restricao a parcela deste sinal correspondente ao codigo
do usuéario desejado passar com resposta unitaria. O problema é, entao, encontrar

um vetor de coeficientes w(k) tal que resolva

11{’1(1]?) | (k)w(k)||* sujeito a sTw(k) =1 (3.22)

onde, usando a notagao da se¢ao anterior, vemos que o sinal referéncia d(k) = 0,
C =s¢e f =1 0 sistema usado em nosso experimento consiste de K = 5
usuarios cujas seqiiéncias de espalhamento foram cédigos de Gold de tamanho 7
[35]. A relacao sinal-ruido (SNR) para o usuério desejado foi ajustada para 8dB e
a poténcia de interferéncia dos usuarios foi ajustada para 20 vezes mais forte que
a poténcia do usudrio desejado (4; = /20 para i # 1). Na simulacdo, usamos a
seqiiéncia de passos 6tima [33] descrita na segao anterior.

A Figura 3.5 mostra as curvas de aprendizagem para os algoritmos LMS, NLMS

e BNDR-LMS (média de 500 rodadas). O valor do passo para o algoritmo LMS
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foi escolhido para ser ;1 = 5 x 10~* tal que seu desajuste seja compardvel ao dos
algoritmos normalizados usando seqiiéncias 6timas. Como pode ser visto nesta fi-
gura, os desempenhos dos algoritmos NLMS e BNDR-LMS sao superiores ao do
algoritmo LMS em termos de taxa de convergéncia. Devido provavelmente ao sinal
de entrada o qual nao é suficientemente correlacionado neste exemplo, o algoritmo
BNDR-LMS nao apresentou o melhor desempenho e o algoritmo NLMS é sugerido
nestes casos. Esta afirmacao é baseada no fato de que mesmo o algoritmo RLS nao
mostrou um desempenho muito melhor que o do algoritmo NLMS neste particular
exemplo. Vale a pena mencionarmos que a estrutura GSC usando os algoritmos

NLMS e BNDR-LMS também foi simulada e apresentou curvas de aprendizagem

identicas.
7
6 -
LMS
5 -
LMS
L BNDR-LMS
naH i
=
i "
3r l i
\
ob " i
'\* "
T ] . . :
 _ _ _ _ _ \r". u,lv" l‘.&a_ -'T"""vu,.i.v."w'll‘ LA Whany ‘».A__i‘ «"h
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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k

Figura 3.5: Curvas de aprendizagem dos algoritmos LMS, NLMS e BNDR-LMS com

restricoes.
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3.6 Conclusoes

Este capitulo introduziu a versao com restri¢oes do algoritmo BNDR-LMS usando
a estrutura desenvolvida por Frost [30]. Um método simples de obter os algorit-
mos normalizados (NLMS e BNDR-LMS) foi apresentado e foi mostrado que este
método é também valido para as versdes com restricoes destes algoritmos. O al-
goritmo BNDR-LMS com restri¢oes resultante usando a estrutura Frost apresentou
resultados idénticos em relacao ao seu equivalente sem restricoes usando estrutura
GSC. Uma seqiiéncia de passos varidveis 6tima para o algoritmo BNDR-LMS foi
também obtida. O algoritmo foi aplicado a recepcao méovel CDMA e resultados de
simulagao mostraram taxa de convergéncia mais rapida assim como um pequeno

desajuste quando o passo variavel 6timo é usado.
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Capitulo 4

Algoritmos QR Rapidos: uma
Abordagem Unificada

4.1 Introducao

Esta secao trata dos conceitos basicos usados nos algoritmos RLS que empregam
decomposicao QR convencional e inversa. Os métodos de triangularizacao da matriz
de entrada de dados e o significado das varidveis internas destes algoritmos sao
enfatizados de modo a instituir a notacao usada neste trabalho bem como introduzir

as relacoes mais importantes usadas daqui por diante.

4.1.1 O Algoritmo QR Convencional

Assim como no algoritmo RLS convencional, nés estamos interessados em minimizar

a seguinte funcao custo

k

E(k) =Y Nl (i) = e (k)e(k) =l e(k) | (4.1)

i=0
onde cada componente do vetor e(k) é o erro a posteriori no instante i ponderado

por Ak=9/2 (X é o fator de esquecimento e i varia de 0 a k). O vetor e(k) é dado

por

e(k) = d(k) — X (k)w(k) (4.2)



Na equagao acima, o vetor de sinal desejado ponderado d(k), o vetor de coefi-

cientes w(k) e a matriz de dados de entrada X (k) sao definidos por

d(k)
AV2d(k — 1)

Me/2d(0)

M2gT (k1)

MNe/22T(0)

onde N ¢ a ordem do filtro (nimero de coeficientes menos um), x(k) é o vetor sinal
de entrada [z(k) z(k—1) --- x(k — N)]” e as amostras antes do instante k = 0 sdo
consideradas nulas.

A solucao 6tima para o problema dos minimos quadrados num dado instante k
pode ser encontrada ao derivarmos a func¢ao custo em relagdo a w(k) e igualarmos

a zero, resultando em
w(k) = Ry (k)pp (k) (4.6)

onde Rp(k) = XT(k)X (k) é a matriz de correlacio de dados deterministica e
pp(k) = XT(k)d(k) é o vetor de correlacio cruzada deterministico entre a entrada
e o sinal desejado.

A expressao (4.6) é usada na abordagem RLS convencional. A inversa de Rp(k)
pode tornar-se mal condicionada, por exemplo, devido a perda de persisténcia de

excitagao do sinal de entrada ou devido a efeitos de quantizagao [2]. Visando evitar
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possiveis solucoes imprecisas, a abordagem de decomposicao QR usada nesta tese
triangularizard a matriz de dados de entrada através do uso de matrizes de rotagao
de Givens.

A premultiplicagao de (4.2) por Q(k) (matriz a qual representa o processo glo-
bal de triangulariacao via matrizes de rotacao de Givens elementares) triangulariza
X (k) e uma vez que Q(k) é ortogonal (na verdade é ortonormal), ela nao afetard a

funcgao custo.

Qyer) = | W | [ BB O g (47)
e (F) d, () U (k) '

onde U (k) é o fator Cholesky de X" (k)X (k) (i.e. UT(K)U (k) = X" (k)X (k)) e os
subscritos 1 e 2 indicam as primeiras k — N e ultimas N + 1 componentes do vetor,
respectivamente.

O erro quadratico ponderado (ou fun¢ao custo) pode ser minimizado escolhendo-
se w(k) tal que o termo d,, (k) — U (k)w(k) seja zero. Os coeficientes sao entao
calculados usando o procedimento conhecido como “backsubstitution” (veja [2, 36]
para mais detalhes).

Usando uma vez mais o fato que Q(k) é ortonormal e a definicao em (4.5), nds

podemos escrever o produto Q (k)X (k) como

1 0" 1 0" zT (k) 0
Q(k) —
0 Q"(k—-1) 0 Q(k—1) M2X (k—1) U (k)

Na equagao acima, se chamarmos Q(k) o produto das duas primeiras matrizes

a esquerda e executarmos a multiplicacao das duas matrizes restantes, temos

' (k)
N 0]
Q(k) O = (4.9)
U (k)
M2U (k- 1)
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De (4.9) vemos que Q(k) é um produto de matrizes de rotacoes de Givens que
anula o vetor de entrada corrente. Além disto a natureza recursiva de Q(k) pode

Ser expressa por

er =am | ° (410)
0 QUi-1)

Uma vez que Q(k) é responsavel por zerar ! (k) como mostrado em (4.9), sua
estrutura inclui uma sub-matriz I', ;. Felizmente, podemos evitar a caracteristica
de ordem sempre crescente ao deletarmos as linhas e colunas de Q(k) onde se localiza

I_n_; e rescrevermos (4.9) como

W | =W (1.11)
U (k) B IRIE ST '

onde Q,(k) é Q(k) apds remover a secdo Iy y_, junto com as linhas e colunas
correspondentes.
Lembrando (4.7), vemos que e, (k) = d,, (k) e o produto Q(k)d(k) podem ser

escritos como

el]l(k) ~ 1 OT d(k)
= Q(k)
d,, (k) | 0 Q(k—1) A2d(k —1)
)
= Q(k) | A2, (k—1)
| A?dg, (k- 1)
e‘]l(k)
= | MV2e,(k—1) (4.12)
di]2(k)

onde a dltima multiplicagao pode ser facilmente entendida se notarmos em (4.9) que
Q(k) alterara somente o primeiro e os tltimos N + 1 componentes de um vetor.
De (4.12), é também possivel remover a secio crescente de Q(k) resultando na

seguinte expressao:
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e (k) | d(k)
= Qy(k) (4.13)
dl]z (k) )‘I/thh (k - 1)

onde e, (k) é o primeiro elemento do sinal de erro rotacionado e d,,(k) é um vetor
com os ultimos N + 1 elementos do vetor sinal desejado rotacionado.

Neste ponto, é importante enfatizar a estrutura de Q,(k) como um produto de
matrizes dado por H?:N Q. (k). Esta estrutura dependera do tipo de triangulari-
zagao de U (k): matriz triangular superior ou inferior. Esta escolha, como serd visto
posteriormente, determinard também duas classes de algoritmos. O modo pelo qual
a matriz U (k) é triangularizada estd mostrado na Figura 4.1 com a correspondente

matriz Qy, (k) sendo dada por

cost;(k) 0"  —sinf;(k) 0O

0 I; 0 0---0
SUPERIOR: Q, (k) = (4.14)
sinf;(k) 0T cost; (k) o”
0 0---0 0 Iy ;

costi(k) 07 —sind;(k) 07

0 Iy ; 0 0---0
INFERIOR: Qq(k) = (4.15)
sinf;(k) 0T cost; (k) o”

0 0---0 0 I;

E importante ressaltar que os angulos 0;(k) em (4.14) e (4.15) ndo sao os mes-
mos embora escritos da mesma maneira por motivo de simplicidade. E também
relevante mencionarmos que as duas possibilidades para uma matriz triangular su-
perior (triangulo de zeros do lado inferior direito como na figura ou triangulo de
zeros do lado inferior esquerdo) assim como as duas possibilidades para uma matriz
triangular inferior (tridngulo de zeros do lado superior esquerdo como na figura ou
triangulo de zeros do lado superior direito) conduzem a algoritmos idénticos.

Como um exemplo, as estruturas de Q,(k) para triangularizagbes superior e

inferior de U (k) com N = 2 sao dadas por
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U(k) = .
(k) : N+1 N+1

Figura 4.1: As diferentes triangularizacoes de U (k): (a) SUPERIOR e (b) INFERIOR.

092 091 090 —092 091 890 — 092 891 — 892
890 090 0 0

SUPERIOR: Q,(k) = (4.16)

891690 —891 890 091 0

892091090 —892091890 —892891 092

092091 090 —892 —092 891 —092 091 890

Oychicly By  —slys0 —sbOyc0; 50
INFERIOR: Q,k) = | 27" 2 2 TR (g

891 090 0 091 —891 890
890 0 0 090

onde cf; = cosb;(k) e s0; = sinb; (k).

As tltimas duas equagoes sugerem que Q,(k) em ambos casos seja particionada

como

Qy(k) = (4.18)

onde v(k) = [[X, cosb;(k) e os elementos de f(k), g(k) e E(k) dependem do tipo
de triangularizacao.

De modo a ter todas as equagoes do algoritmo QR tradicional (O[N?]), pés-
multipliquemos o vetor transposto e, (k)@Q(k) pelo vetor [10 --- 0] conhecido em

inglés pelo termo “pinning vector”.
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- -
0 0

LHQ) | | = MRQIMQE) | | | = ek (19
_0_ _0_

Por outro lado, das equacdes (4.10) e (4.18), e do fato de Q,(k) ser Q(k)
apés remover as k — N — 1 colunas e linhas crescentes, podemos concluir que
QK10 --- 0T =[y(k) 0 --- 0 £ (k)]". Uma vez que e, (k) é um vetor nu-
lo (ndo esquecendo que w(k) em (4.7) foi escolhido de modo a fazé-lo igual ao vetor

zero), é facil mostrar que

e(k) = eq, (k)y(k) (4.20)

Esta ultima equacao é particularmente 1itil em aplicacoes onde os coeficientes do
filtro adaptativo nao sdo necessdrios uma vez que podemos obter e(k) sem calcular
As equacoes do algoritmo QR convencional sao apresentadas na Tabela 4.1. Vale
a pena mencionarmos que neste caso o tipo de triangularizacao usada nao tem
influéncia no desempenho do algoritmo e também que se os coeficientes do filtro
sao necessarios, eles podem ser obtidos usando o procedimento conhecido como

“backsubstitution” [2].

4.1.2 Interpretando as Variaveis Internas

Examinando a estrutura de Q,(k) como expressa em (4.18) e recordando (4.11) e o

fato de que esta matriz é ortonormal, podemos escrever as duas proximas equagoes.

(k) g" (k) 2T | _| o 4.21)
f(k) E(k) M2U (k- 1) U (k)
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Tabela 4.1: As equagoes do algoritmo QR convencional.

QR
fork=1,2,...
{ Obtendo Qy(k) e atualizando U (k):
o’ B zT (k)
Uk) | AN2U (1) ]

Obtendo v(k):
(k) = [T costi (k)
Obtendo e, (k) e atualizando d, (k):
e | ] dw ]
| d(k) | Qb | NV2d,(k — 1) |
Obtendo e(k):
e(k) = eq, (k)7(k)

}

Iy — Q@I — | "® 970 aE S
£ BG) | | 9t E"(h)

T I I B e
| g(k) ET(k) | | f(k) E(k)

De (4.21) e (4.22), um niimero de relagoes, as quais sao comuns a ambos métodos

de triangularizacao, pode ser derivada. Ressaltemos as seguintes relacoes

fB)xT (k) + \PER)U (K —1) = U(k) (4.23)

v(k)f(k) + E(k)g(k) =0 (4.24)
Agora, se multiplicarmos a transposta de (4.11) por ela mesma, obtemos

UT (kU (k) = z(k)x" (k) + \UT(k — 1)U (k — 1) (4.25)
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Pré-multiplicando (4.23) por U” (k) e comparando a (4.25) encontramos que

flk) = U T(k)z(k) (4.26)
E(k) = MUTERU"(k-1) (4.27)

Substituindo (4.26) e (4.27) em (4.24), segue que
g(k) = =y (R)U T (k — D)a(k)/ VX (4.28)

Veremos que (4.26), (4.27) e (4.28) sao relacoes chaves no entendimento dos ou-
tros algoritmos da familia QR. De modo a compreendermos o significado destas
variaveis, as quais dependem do método de triangularizacao, é necesséario introduzir
a aplicacao da decomposicao QR aos problemas de predicao progressiva (forward) e
regressiva (backward) bem como comparar o método QR discutido até agora com o

procedimento de ortogonalizacao de Gram-Schmidst.

O Problema da Predicao Regressiva

No problema da predicao regressiva, tentamos obter uma estimativa da amostra
passada de uma dada seqiiéncia de entrada usando a informagao sobre a seqiiéncia
atualmente disponivel. O sinal 2(K — N — 1) é o sinal desejado e a predicao é

baseada em (k). O vetor de erro regressivo ponderado é

z(k—N—1)
AN22(k— N —2)
ey(k) = dy(k) — X (k)wy(k) = 5 — X (k)wy(k)  (4.29)
)\(kafl)/Zl.(O)

Ony1

onde wy(k) é o vetor de coeficientes de predigao regressiva.
A dltima equacio pode ser rescrita em termos de X ¥*?(k), a matriz de dados

de entrada de ordem N + 1.
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eslk) = (X (k) o)) | )| = vy | TP (4.30)
1 1

O vetor de erro regressivo ponderado rotacionado é definido abaixo e serd usado

posteriormente na derivacao dos algoritmos QR rapidos.

. o O ebql (k) —'wb(k)
ey, (k) = Q(k)ey(k) = (4.31)
Uk) dy, (k) 1

O Problema de Predicao Progressiva

No problema de predi¢do progressiva, o sinal desejado é x(k) e a predigao serd

realizada com x(k — 1). Em termos de vetores ponderados, temos

_ " -
X(k-1 M2z (k-1 X(k-1
ef(k)dfw)[ - )]wfuf) - [ - )]wf(m
0 : 0
| )\k/QIII(O) |

onde wy(k) é o vetor de coeficientes de predicao progressiva.
A tltima equacao pode também ser rescrita em termos de X V2 (k) a matriz

de dados de entrada de ordem N + 1.

= |aw XL ey 1 s

l or ] [ —wsth | | —wsh) |

O vetor de erros progressivos ponderados rotacionado é definido por

Q-1 0 e, (k) O X
es, (k) = . er(k) = ds, (k) U(k—1)
0 1 —’va(k)
M/22(0) 0"
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E interessante ressaltar que todas as variaveis dos preditores regressivo e pro-
gressivo estao relacionadas a preditores de ordem N (o que equivale na notacao

aqui usada a N + 1 coeficientes de predigao). Assim, temos e,(k) = e,()NH)(k) e

es(k) = el (k).

Ortogonalizacao de Gram-Schmidt para U (k) Triangular Inferior

A técnica de Gram-Schmidt busca um conjunto de vetores ortogonais

{ey.e1,...,en} gerando o mesmo espago gerado por um outro conjunto de vetores
{z,,z1,..., TNy} que ndo sdo mutuamente ortogonais.
Isto é usualmente conseguido fazendo ey = xy, e = ®; — &; (onde &; é a

projecao de x; em ep) e al por diante, tal que e; = x; — &;, &; = Z;;B kje;
com kj; = el x;/ || €; ||, j < i. Apds obtermos ey, a ortonormalidade é forcada
por substituirmos e; por e;/ || e; ||. Este procedimento triangulariza uma matriz
consistindo de vetores x; como suas colunas. O resultado é uma matriz triangular
superior.

Nos escolheremos um outro conjunto de vetores ortogonais tais que a matriz

X (k) (rescrita abaixo) seja corretamente triangularizada.

z’ (k)
X() = (o001 ] = )\l/za:T.(k—l)
| \2T(0)
) eh=1) - a(k—-N) |

M2p(k—1) A2k —2)
Ak=N)/2(0)

= ‘ ‘ (4.35)
: : 0
AR=D/25(1)  AE=D/25(0)
| A2(0) 0 0 |
Fazendo ey = xp,eny 1 =1 —&1,... ,€0 = Ty — Ty, NOS temos g = ey, T, =
ev_1+knien,..., ey =€y + kine; + -+ kynyen, o que significa que
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[ 0 0 1 ]
X (k) =[ep €1 -ex] 0 kliN = G(k) K (k) (4.36)
i 1 kni -+ knw |

Definindo D?(k) = G" (k)G(k) e sendo este produto uma matriz diagonal cujos
elementos sao || e; ||, D(k) é uma matriz diagonal cujos elementos sao || e; ||.

Podemos, entao, escrever

UT(k)U (k) = X" (k)X (k) = K" (k)G" (k)G (k)K (k) = [D(k)K (k)]" [D(k) K (k)]
(4.37)

Uma vez que U(k) = D(k)K (k) [37] e usando (4.18), (4.26), (4.27) e (4.28),

temos a seguinte expressao para Q,(k)

) (A2 [D7 (k= DK T (k- Da(k)]

DY EYK T(k)xk) XN2D ' k)K T(k)KT(k—-1)DT(k—-1)
(4.38)

Qy(k) =

E possivel obter um significado fisico para a expressio K7 (k)z (k) se (4.36) for

inicialmente rescrita como

(4.39)

Do problema de predicao regressivo (4.29), sabemos que
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ey (k) = d (k) — XD (k)w'” (k) (4.40)

onde d,()i)(k) ¢ o vetor sinal desejado regressivo ponderado de ordem 7 — 1 ou

[2(k —i) AV2x(k—i—1) --- AE=D/2z(0) 07]".
\T . .
Diferenciando-se e\ (k)el” (k) com relacdo a w!”(k), ¢ simples mostrar que o

vetor de coeficientes de predicao regressiva étimo é dado por

(k)dy (k) (4.41)

Se reconhecermos d (k) de (4.29) como x; em (4.35) e substituirmos primeiro
(4.41) em (4.40) e entdo X9 (k) por GO (k) KV (k) (de ordem i — 1), nés obtemos,

apos algumas manipulacoes algébricas, a expressao

)= @ — Z s i (4.42)

e 12

a qual corresponde a ey ; = x; — &;, ou seja, um dos vetores da nova base mostrada
m (4.36).
(- N—i
Uma vez sabendo que e; é igual a e,(7 Z)(k), estes valores podem ser usados em

(4.39) e segue que

K T(k)x(k) = (4.43)

onde o produto acima é o vetor de erros de predi¢ao regressiva a posteriori (com
diferente nimero de coeficientes) no instante k.
Podemos ressaltar que (4.43) traz uma interpretacao para os elementos nao-nulos

da linha de K 7(k) como sendo os coeficientes de filtros de predicao regressiva de
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diferentes ordens. Recordando que os elementos da matriz diagonal D (k) sao dados

por || e;(k) ||=]| €N (k) ||, o vetor £(k) de (4.18) como visto em (4.38) ¢ dado por

eV (k) | e (k) ]
N
;

(N—1) -1
A (.44

e (k)/ || e (k) |

e serd referido como o vetor de erros de predicao regressiva a posteriori normalizado

no instante k.
Além disso, usando a mesma interpretacio de D(k — 1) e K=" (k — 1), o vetor

g(k) de (4.18) pode ser mostrado corresponder a

¢SV k)/ | e (k- 1) |

J(N-1) (N-1)(p.
S s T} R

k) | e (k—1) ||

onde a(k) é o vetor de erros de predigao regressiva a priorino instante k normalizado
pelas energias dos erros regressivos a posteriori no instante £ — 1 e ponderados por
A2,

A expressao para E(k) dada em (4.38), entretanto, ndo conduz a uma inter-
pretagao fisica relevante e (4.27) continua a melhor representacao para E(k). Uma
outra expressao alternativa para E(k) (ainda sem significado fisico) é A~7 (k) onde

A(k) é o fator Cholesky de I + a(k)a” (k) [38].

Ortogonalizacao de Gram-Schmidt para U (k) Triangular Superior

As informagoes dadas em (4.44) e (4.45) sao exclusivamente vélidas para o caso
de triangularizacao inferior de U (k). Para a triangularizagao superior da matriz
U (k) devemos escolher um conjunto de vetores ortogonais diferente {e,, e1,... ,en}

tal que e¢g = xny, €0 = Ty 1 — TN 1,...,6N = Ty — Tg. Neste caso, nds temos
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Ty =€), Ty_1 =€ +kyn_1€,...,%y =en + kyey + kiper + -+ kn_10en_1, 0

que implica em

kOO kONfl 1

X(k)=[eser---en] | | = GK®) (4.46)

kN—lO

1 0

As equagoes (4.37) a (4.39) permanecem vélidas neste caso de triangularizagao

superior. Do problema de predigao progressiva (4.32), temos

J wf' (k) (4.47)

onde df)(k — i) = dy(k — i) e dy(k — i) = a; de (4.35).
Derivando-se [egf) (k)]TeEf) (k) em relagao a 'wgf) (k) e igualando o resultado a zero,
encontramos o vetor de coeficientes progressivos 6timo de ordem (i —1) e no instante

k o qual é dado por

XU } dr) (143)

wf (k) = {[XO( - I X0k -1} o

Substituindo esta equacdo em (4.47) e fazendo X @ (k—1) = GO (k—1)K® (k —

1), nés temos

i—1 (). e(i) N T _
el (k) = d¥ (k) - 2=0 € (= Lleg (k= DI 0 dy (k) (4.49)
0" 0

e; = (4.50)
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Esta expressao para e; pode entao ser usada em (4.39) para o caso da triangu-

larizacao superior e segue-se que

K" (k)z(k) = ‘ (4.51)

onde o produto acima é o vetor de erros (com diferentes ordens e em instantes
distintos do tempo) de predi¢ao progressiva a posteriori.

Vale também a pena mencionarmos que (4.51) traz uma interpretagao dos ele-
mentos ndo-nulos das linhas de K=" (k) como os coeficientes de filtros de predicio
progressiva de diferentes ordens e em instantes distintos do tempo. Lembrando que
os elementos da matriz diagonal D(k) sao dados por || e;(k) ||=]| e(fi)(k —N+1) |,
o vetor f(k) é agora dado por

ek~ N)/ || ek~ N) |

(1) (1)
e’ (k—N+1 e;'(k—N+1
f ( )/ || f ( ) |l (4.52)

M k)N eV (k) |

e serd referido como o vetor de erros de predi¢ao progressiva a posteriori normalizado.
Usando a mesma interpretacio de D(k —1) e K T (k — 1), o vetor g(k) corres-

ponde no caso de triangularizacao superior a

Pk —N)/ | el (k- N-1)
Dk —N+1)/ [ (k- N) |

eMk)/ || e (k- 1) ]
(4.53)
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onde a(k) neste caso é o vetor de erros de predigao progressiva a priori normalizado
pelas energias de erros de predicao progressivos a posteriori e ponderados por A~ /2,

Vimos que neste caso de triangularizagao superior, os erros normalizados presen-
tes em Q,(k) sao de diferentes ordens em instantes distintos de tempo (atualizagao
de ordem e tempo) e este fato parece ser a causa do esforco computacional extra

dos algoritmos rapidos derivados do uso deste tipo de triangularizacao.

4.1.3 O Algoritmo QR Inverso

Uma abordagem alternativa baseada na atualizacao do inverso do fator Cholesky foi
apresentada em [15]. Este algoritmo, conhecido como QR inverso (IQR), permite
o célculo do vetor de pesos (ou coeficientes) sem “backsubstitution” e algumas de

suas relacoes serao usadas posteriormente neste trabalho.
Comegando de (4.6) e usando [@(k) A/2XT(k — 1)]T ao invés de X (k) na de-

finicdo de Rp(k) e pp(k), nés podemos, apds algumas manipulagbes, mostrar que

w(k) = w(k— 1)+ U (kU T (k)z(k)e (k) (4.54)

onde €'(k) é o erro a priori ou d(k) — x” (k)w(k — 1) e o termo multiplicando esta
varidvel é conhecido como Ganho de Kalman.

O produto U ' (k)U T(k) em (4.54) pode ser obtido de valores prévios se in-
vertermos (4.25) e usarmos o tao chamado lema de inversio de matriz [2]. Apos

algumas operagoes algébricas, o resultado é

U''kU Tk = XU k-1DUT(k—1)—
A 2R Uk - Da(k)a” (k) U T(k—-1) (4.55)

Definindo o vetor u(k) como

u(k) = =Xy (k) U Yk - Da(k) (4.56)
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n6s podemos rescrever (4.54) e (4.55) como

U U (k) +uk)u” (k) =X"U (k- 1)U T (k1) (4.57)

w(k) = w(k — 1) — y(k)u(k)e (k) (4.58)

onde o vetor de Kalman é agora expresso como —v(k)u(k).

Foi observado em [15] que (4.57) implica na existéncia de uma matriz ortogonal

Q, (k) tal que

I R RN
Q, (k) [A’1/2U7T(k— D J = [ U J (4.59)

Isto pode ser verificado tomando-se a transposta de (4.59) e multiplicando-se
por ela mesma, resultando na equagao (4.57). Felizmente, Q,(k) ja é conhecida.
Admitindo-se uma particao de Q, (k) similar & usada em (4.18) e impondo ortonor-
malidade, nés podemos ver que (4.59) conduz a Q(k) = Q,(k).

Posto que sabemos que Q4(k) é ortonormal, se pés-multiplicarmos esta matriz

pela sua primeira linha transposta, teremos

k 1
Qy(k) 7 = (4.60)
—(k)a(k) 0
Combinando (4.59) (com Q;(k) = Qy(k)) e (4.60) (apés dividirmos ambos ter-

mos por (k)) numa tnica equagao, temos

1/v(k)  uT(k) Q) 1 o” (461)
0 UT(k) U —ak) AUk - 1) '

A equagao (4.61) é uma relacao chave ao algoritmo QR inverso. De modo a

termos todas as equacoes necessarias a este algoritmo, analisemos agora a relagao
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entre os erros a posteriori e os erros a priori. Substituindo Q,(k) por sua particao

(dada em (4.18), (4.26), (4.27) e (4.28)) em (4.13), segue que

e(k) = y(k)eq, (k) = 7*(k)e' (k) (4.62)

Seguindo procedimentos similares nos problemas de predicao regressiva e pro-

gressiva, é possivel mostrar que

ev(k) = y(k)es,, (k) = 7*(k)ey (k) (4.63)

s (k) = (k= V)eg, (k) = *(k — 1)¢; (k) (4.64)

As equacgoes do algoritmo QR inverso sao apresentadas na Tabela 4.2 enquanto

que a descrigao algoritmica detalhada pode ser encontrada em [15].

4.2 Classificacao dos Algoritmos QR Rapidos

Do método de decomposi¢io QR convencional (O[N?]) [1, 2] vérios algoritmos
rapidos (O[N]) foram derivados [16]-[19]. Estes algoritmos podem ser classifica-
dos em termos do tipo de triangularizacao aplicado a matriz de dados de entrada
(triangular superior ou inferior) e do tipo de vetor de erros (a posteriori ou a priori)
envolvidos no processo de atualizacao. Ficou claro do procedimento de ortogonali-
zagao de Gram-Schmidt que uma triangularizacao superior (na notacao usada nesta
tese) envolve a atualizagao de erros de predigao progressiva (forward) enquanto que
uma triangularizacao inferior envolve a atualizacao de erros de predi¢ao regressiva
(backward). Esta segdo apresenta as equagoes destes algoritmos ditos rapidos bem
como um algoritmo novo, designado por FQR_PRI_F, o qual é um algoritmo QR
rapido usando triangularizacao superior (do fator Cholesky da matriz de correlagao
de dados) e atualizando erros de predigao progressiva a priori (vetor a(k)) ou “Fast
QR based on a PRIori Forward errors”. A Tabela 4.3 apresenta a classificacao e o

modo pelo qual estes algoritmos serao designados daqui para frente.
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Tabela 4.2: As equagoes do algoritmo QR inverso.

IQR

fork=1,2,...
{ Obtendo a(k):
a(k) = \"2U" (k- 1)x(k)
Obtendo Q,(k) e v(k):
] Qo (k) :
0 —a(k)
-Obtendo u(k) e atualizando U ™" (k):
O g o]
U () | | X120 T (k1) |
Obtendo e(k):
e(k) = [dlk) — 2" (B)w(k — )] 1*(k)

Atualizando o vetor de coeficientes:

w(k) = w(k — 1) — u(k)e(k)

Vale a pena mencionarmos que o algoritmo FQR_PRI_B foi desenvolvido inde-
pendentemente em [18] e [19] usando abordagens diferentes. A abordagem a ser
usada aqui foi derivada [19] de conceitos usados no algoritmo QR inverso [15]. O
mesmo algoritmo foi também derivado em [39] como uma extensao em trelica do
algoritmo QR inverso [40].

Na derivacao dos algoritmos QR rapidos, comecamos por aplicar a decomposicao
QR aos problemas de predicao regressiva e progressiva cujos erros de predi¢ao foram
definidos em (4.29) e (4.32). Nosso objetivo é triangularizar X N *? (k) das equacdes
(4.30) e (4.33) de modo a obter Q¥ *? (k) tal que
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Tabela 4.3: Classificacao dos algoritmos QR rapidos.

Tipo de Predicao
Erro Progressivo (Forward) | Regressivo (Backward)
A Posteriori FQR_POS_F [16] FQR_POS_B [17]
A Priori novo FQR_PRI.F[20] | FQR_PRIB [19, 18]
QU x k= |
UN+2) (k)

(4.65)

4.3 Algoritmos que Usam Triangularizacao Supe-

rior (Atualizando Erros de Predigao Progres-

siva)

Derivaremos aqui os algoritmos FQR_POS_F [16] e o novo algoritmo FQR_PRI_F.

Inicialmente, se pré-multiplicarmos o vetor desejado ponderado regressivo dy, (k) de-

finido em (4.29) por Q(k) e usarmos (4.10), duas importantes relagoes seguirao

les(k) II7 = ehy, (k) + A [ ey(k — 1) |

onde dy(k) = z(k — N —1).

_ o |
= Qy(k) L )\I/ZdbqZ(k_ 1) J

dy (k) -|

(4.66)

(4.67)

No problema de predigao regressiva, a triangularizagdo como vista em (4.65) é

obtida pelo uso de trés matrizes, Q¥ 2 (k) = Q;(k)Q,(k)Q(k), onde Q, (k) e Q) (k)

sao dois conjuntos de rotacoes de Givens aplicados para gerar, respectivamente,

| en(k) || e || e,()o)(k) ||. Como resultado, temos
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UN(k) = éb(k){

(4.68)

onde Q) (k) é uma submatriz de Q) (k), [z(k)RT (k)]” é a parte esquerda de U™ +? (k)
el e,(,o)(k) || é a norma do erro regressivo de um preditor com zero coeficiente.

No problema de predigao progressiva, a pré-multiplicacao do vetor desejado pon-

QUk—1) 0

derado progressivo, d;(k) como definido em (4.32), por . e o uso de
0 1
(4.10) conduzirao a outras duas relagoes importantes dadas por

les(k) [P = ef, (k) + A | ef(k—1) || (4.69)
| g n] )
dez(k) )‘I/Qdfth (k - 1)

onde d;(k) = z(k).
A triangularizacao superior de U™ +2)(k) no problema de predicao progressiva

k—1) 0
é implementada ao pré-multiplicarmos ef(k) pelo produto Q () @ . ) ,
0 1
onde Q (k) é um conjunto de rotagoes de Givens gerando || ef(k) || pela eliminacio
dos primeiros k— N elementos do vetor de dados rotacionado do preditor progressivo.

O resultado é

dfth(k) U(k - 1)

UMD (k) = (4.71)
lesk) I 0"
Trabalhando com dimensoes nao crescentes, é facil mostrar que [2]
Qy(k—1) 0
Q) =Quty | T (4.72)
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onde Q,(k) é uma rotacao de Givens simples gerando || e;(k) || como em (4.69).

Se tomarmos as inversas de (4.68) e (4.71), os resultados sao

[ -1
[U(N+2)(k)]—1 _ 0 R (k)l
- 1 -2T(k) R (k)
L les” @)l e (k)|
OT 1
- _ U 'k-1)d;,, (k) (4.
1 o fa
LU (k-1) HOINE

Nés podemos usar as expressoes de [UN+? (k)71 dada em (4.73) para obter os
vetores F V2 (k4 1) e a2 (k + 1). A escolha de um destes vetores determinard
o algoritmo: atualizando f(k) (erros progressivos a posteriori) conduzird ao algorit-
mo FQR_POS_F [16] e atualizando a(k) (erros progressivos a priori) conduzird ao

algoritmo FQR_PRI_F [20].

4.3.1 O Algoritmo FQR_POS_F

No algoritmo FQR_POS_F, o vetor f™N*? (k+1) = [UN D (k + 1) T2™ 2 (k + 1)
é expresso em termos das relacoes obtidas nos problemas de predicao progressivo e
regressivo. Usaremos, inicialmente, a expressao para [UN 2 (k)]"! em (4.73) que
vem da predicao regressiva avaliada no instante k£ + 1 para calcular f(N+2)(k +
1). Neste caso, substituimos ™2 (k + 1) por [z7(k + 1) z(k — N)]” e entdo
pré-multiplicamos o resultado por Q'Zb(k + 1). O resultado final apds algumas
manipulagoes algébricas (usando a equagao (4.68) para ajudar na simplifica¢do da

expressao) é

cy(h1)
SOV (5 4 1) = QU (k + 1) | TEEFDT (4.74)
Flk+1)

Usando a outra expressio para [UN+?(k)]~! (da predicio progressiva) no ins-

tante k + 1 e substituindo V2 (k + 1) por [z(k + 1) ' (k)]”, temos
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(k)
ef(k+1)
ey k+1)ll

FONFD (k4 1) = (4.75)

Combinando (4.74) e (4.75), temos uma expressao para atualizar f(k) dada por

eb(k-l-l) k.
les®+DI1 | = @1, " (k + 1) ei;)l) (4.76)
Flk+1)] e G+1)T

Uma vez que temos f(k + 1), podemos encontrar os angulos de Qy(k + 1) pds-
multiplicando esta matriz pelo vetor [1 0 --- 0]7. De (4.18), podemos ver que o

resultado é

1 vk +1
Qy(k+1) = ( ) (4.77)
0 f(k+1)
Entretanto, as quantidades requeridas para computar os angulos de Q'eb(k +1)
nao estao disponiveis no instante k, e uma estratégia especial torna-se necessdria.

A matriz atualizada Qy, (k+ 1) é obtida [2, 41] com o uso do vetor ¢(k + 1) definido

por

clh+1) = Q" (k+1)Q)k)
b
= Q(k+1) (4.78)

0

A submatriz QéNJrz)(k + 1) consistindo dos dltimos (N +2) x (N +2) elementos
de Q§N+2)(k + 1) estd disponivel de (4.72) (predigao progressiva) e b nao necessita
ser explicitamente calculado para obter-se os angulos de 6 .

Finalmente, a estimacao do processo conjunto é calculada com (4.13) e (4.20),
e as equacoes do algoritmo FQR_POS_F estao apresentadas na Tabela 4.4. Uma

descricao detalhada deste algoritmo é encontrada no Apéndice C.
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4.3.2 O Novo Algoritmo FQR_PRI_F

Expressando a V2 (k+1) = [UN*2) (k)] T2™+2) (k41) /v/X em termos das matrizes
em (4.73) e pré-multiplicando aquela que é proveniente do problema de predic¢ao

regressiva por @b, (k)Q' g, (k) conduz a

ep(k+1) a(k)
Ales®Il | = @1, (k) , (4.79)
a(k +1) " iR
VXI€; (k)]

Uma vez que temos a(k + 1), os angulos de Qy(k + 1) sdo encontrados por meio

da seguinte relacao obtida ao pés-multiplicarmos Qj (k + 1) pelo vetor [10 --- 0]”.
1/v(k+1 1
DN o (4.80)
0 —a(k+1)

Uma vez que os angulos de ng(k + 1) podem ser atualizados pelo mesmo proce-
dimento usado no algoritmo FQR_POS_F, ja temos todas as equagoes necessarias do
novo algoritmo QR-RLS rapido apresentado na Tabela 4.5. A descricao detalhada

deste algoritmo é encontrada no Apéndice C.

4.4 Algoritmos que Usam Triangularizacao Infe-
rior (Atualizando Erros de Predicao Regres-
siva)

Seguindo passos similares como na triangularizacao superior, é possivel obter a ma-
triz triangular inferior U™ +? (k) dos problemas de predicao progressivo e regressivo.

No problema de predicao regressiva, U™ (k) triangular inferior é obtida com
o uso de Q¥ (k) = Q,(k)Q(k), onde Q,(k) é um conjunto de rotaces de Givens
aplicado para gerar || e,(k) ||. O fator Cholesky resultante é
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U(k)  dyg,(F)

Por outro lado, no problema de regressao progressiva, a matriz triangular in-
ferior de UN*? (k) é implementada pela pré-multiplicacao de e(k) pelo produto
QU—1) 0

QR | T

, onde Q (k) e Q' (k) sao dois conjuntos de rotagoes

de Givens gerando || es(k) || e || egco)(k) ||, respectivamente. A expressao resultante

(k) Uk —1) 0 R(k)
lef(k) || o e (k)] 2" (k)
(4.82)

onde [RT (k) z(k)]” é a parte direita de UM (k). Mantendo em mente que (4.66),
(4.67), (4.69) e (4.70) sao ainda validas, || ef(k) || podem ser computadas recursi-
vamente usando (4.69).

Tomando a inversa de (4.81) e (4.82) nds temos os seguintes resultados

U '(0d,,, k)

-1
[U(N+2)(k)]71 — 1€y (k)| U (k)
1 o?
1€y (k)|
[ 2Tk R (k) 1
_ lePwi el (4.83)
R (k) 0

Com os resultados obtidos em (4.83), podemos uma vez mais expressar os ve-
-1

tores FN 2 (k+1) e a™+2(k 4 1) em termos das particoes de UMD (k + 1)
Se atualizarmos f(k), o algoritmo resultante serd o FQR_POS_B enquanto que se

atualizarmos a(k) teremos o algoritmo FQR_PRI_B.
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4.4.1 O Algoritmo FQR_POS_B

Expressando fV 42 (k4+1) = [UN 2 (k+1)] T2®™+2) (k41) em termos das matrizes
em (4.83) e pré-multiplicando aquela que é proveniente do problema de predicao

progressiva por Qp;(k + l)Q'eTf(k +1) conduz a

e | N
fry | By | e | -
Durante a derivacao de (4.84), foi observado que o tltimo elemento de f(k + 1)
”ezé)k(i:fl)”. O termo % pode ser calculado como v(k)sinf;(k + 1) onde
sinfp(k +1) = % é o seno do angulo da matriz de rotacdo Q,(k + 1).

Um vez tendo f(k + 1), encontramos Qy(k + 1) com a mesma relacao usada
nos algoritmos de triagularizacao superior, ou seja, (4.77). Além disto, a estimagao
conjunta ¢ realizada da mesma maneira e as equagoes do algoritmo estao apresenta-
das na Tabela 4.6. As descrigoes detalhadas de duas versoes ligeiramente diferentes

deste mesmo algoritmo sao encontradas no Apéndice C.

4.4.2 O Algorimto FQR_PRI B

Este tltimo algoritmo desta familia é obtido ao expressarmos o vetor a™+?) (k +
1) = UMV (k)]T2e™ 4 (k 4+ 1)/v/X em termos das matrizes em (4.83) e pré-
multiplicando aquela que ¢ oriunda do problema de predicao progressiva por

Q'af(k)Q'an(k). A equagao de atualizagao é

_e(ktl) a(k)
Ales®)l | — Qs (k) o (k41) (4.85)
a(k +1) VRG]

E novamente importante ressaltar que, durante a derivagao, foi observado que o

z(k+1)
EOI
Este fato leva a duas versoes ligeiramente diferentes do mesmo algoritmo.

ultimo elemento de a(k+1) em (4.85) ja é conhecido como sendo igual a
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Mais uma vez, se tomarmos a(k + 1), podemos encontrar Q,(k + 1) usando
(4.80) e a estimagao conjunta é feita com (4.13) e (4.20). As equagoes do algorit-
mo FQR_PRI_B sao apresentadas na Tabela 4.7. As descri¢coes detalhadas deste

algoritmo sao encontradas no Apéndice C.

4.5 Conclusoes

Este capitulo derivou um novo algoritmo chamado FQR_PRI_F ou “fast QR decom-
position RLS algorithm using a priori forward errors” (baseado na triangularizagao
superior da matriz de entrada de dados de acordo com a notacao usada aqui) e suas
relacoes com outros membros da familia de algoritmos QR rdpidos. Uma estrutura
didatica foi usada para classificar os quatro algoritmos QR rapidos desta familia e
suas derivagoes bem como suas descri¢oes simples (somente equagoes matriciais) e
detalhadas foram apresentadas.

Em termos de complexidade computacional, a Tabela 4.8 mostra as comparacoes
entre os quatro algoritmos de acordo com as descri¢oes detalhadas no Apéndice C.
Note que p = N + 1 é o nimero de coeficientes do filtro adaptativo.

Finalmente, é importante ressaltar que os algoritmos QR rapidos com triangu-
larizacao inferior da matriz de entrada de dados ou, equivalentemente, atualizando
erros de predigoes regressivas sao de complexidades minimas e apresentam estabili-

dade retrégrada sob excitagao persistente [17, 40].
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Tabela 4.4: As equagoes do algoritmo FQR_POS_F.

FQR_POS_F

for k=1,2,...
{ Obtendo || ef(k+1) |I:

efq (k+1 z(k+1
[ d};qz((k:—i- 1)) ] =@ [ Al/idm ()k) ]
| es(k+1) 1= /e, (k+ 1) + Ml ef(k) |2
Obtendo Qy(k + 1):
costly(k+1) =N/ [l ep(k) ||/ || es(k+1) |

sinfy(k +1) = epq (k+ 1)/ [l ef(k +1) |
Obtendo ¢(k + 1):

Q§N+2)(k+ 1) = Quplk+1) [ Qy(k) © ]

ol 1

Q5" (k + 1) = dtimos (N +2) x (N +2) elementos de Q4"+ (k + 1)
~(N+2 1
cw+1)Qé+Rk+nQaw){0

Obtendo Qp,(k + 1):

b T
. =Qy, (k+1)e(k+1)

Obtendo f(k + 1):
[ ey (k+1)
Te =l | g 71y | T
k4 0b er(k+1)
| fE+1) T (kD]
Obtendo Qgy(k + 1):

1]@%k+n{”%+”]
| 0 fk+1)

Estimacao Conjunta:
eq, (k+1) _Qy(k+1) d(k+1)
| dih (k + 1) )‘I/thh (k)
e(k+1) =eq(k+1)y(k+1)
}
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Tabela 4.5: As equagoes do algoritmo FQR_PRI_F.

FQR_PRI_F

for k=1,2,...
{ Obtendo € (k +1):

[ g (k+1) ] o [ 2(k+1) ]
dpg(k+1) A2dg,, (k)
ek +1) = efpq (k+1)/7(k)
Obtendo a(k + 1):
ey (k+1)
[ VAR ] — Q" (k) { f(;(c]i)l) ]
a(k+1) VIO
Obtendo Qg s(k + 1):
| er(k+1) [|= \/e%ql(k +1) + Xl ep(k) |I?
cosOp(k+1) =M/ |l ep(k) | / |l ep(k+1) ||
sinfp(k +1) =epg (k+1)/ || ef(k+1) |
Obtendo ¢(k + 1):

QéN+2)(k+1) = Qu(k+ 1) [ Qa(Tk) 0 ]
0 1

Q' (k +1) = dltimos (N +2) x (N +2) elementos de Q4" (k + 1)
A (N+2 1
ek +1) = Q5 7 (k + 1)Qp (k) { .

Obtendo Qpy(k + 1):

b T
. ] =Qy, (k+1)e(k+1)

Obtendo Qgy(k + 1):
1/7(k+1)] Q(,(k+1){ 1 ]
0 —a(k+1)

Estimacao Conjunta:
eq (k+1 d(k+1
lh( ) _ Qg(k + 1) ( )
| dih (k + 1) )‘I/thh (k)
e(k+1) =eq(k+1)y(k+1)

}
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Tabela 4.6: As equagoes do algoritmo FQR_POS_B.

FQR_POS_B

fork=1,2,...
{ Obtendo dyg, (k + 1):
efq (k+1) z(k+1)
X = Qu(k)
dyq, (k+1) )‘I/Qdfln(k)
Obtendo || ef(k +1) ||:
| es(k+1)[I= \/€?q1 (k+1)+ Al es(k) |17
Obtendo Qy;(k + 1):
0 ! dy 2(k + 1)
() = Qys(k+1) !
e (k+1) | les(k+1)
Obtendo f(k + 1):
[ _ep(k+1) fk)
lesk+0ll | — o
f(;c +1) ] = Qos(k+1) { ey(k+1)
i 1€ (k+1)]
Obtendo Qy(k + 1):

1]Qﬂk+n{7@+”]
0 F(k+1)
ii)stimagéo Conjunta:

[ eq (k+1)

] dg,(k+1) ]
e(k+1) =eq(k+1)y(k+1)

}
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Tabela 4.7: As equagoes do algoritmo FQR_PRI_B.

FQR_PRI B

fork=1,2,...
{ Obtendo dyq, (k + 1):

}

erq (k+1) — Q) z(k+1)
=&y

| dftn (k + 1) )‘I/detn(k)
Obtendo a(k + 1):
[ e (k+1)

A& W] ] = Q) (k) [ ;"U(Cli)l) ]
| ak+1) VAT
Obtendo || ef(k +1) ||:

lesCh+1) = /e, e+ 1)+ A L es(F) [P
Obtendo Qy;(k + 1):

d:, (k
| [l e, (E+1) i | es(k+1) |
Obtendo Qy(k + 1):

1/7(k+1)]Q0(k+1)[ 1 ]
0 —a(k+1)

Estimacgao Conjunta:

cnlk+1) |
| d(k+1) |
e(k+1)=equ(k+1)y(k+1)
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Tabela 4.8: Comparacao de complexidade computacional.

ALGORITMO SOMAS | MULT. | DIV. | RAIZES
FQR_POS_F 10p+3 | 26p+10 | 3p+2 | 2p+1
FQR_PRIF 10p+3 | 26p+11 | 4p+4 | 2p+1
FQR_POS_B (VERSAO 1) | 8p+1 | 19p+4 | 4p+1| 2p+1
FQR_POS_B (VERSAO 2) || 8p+1 | 20p+5 | 3p+1| 2p+1
FQR_PRIB (VERSAO 1) | 8p-1 | 19p+2 | 5p+1| 2p+1
FQR_PRI.B (VERSAO 2) | 8p+1 | 20p+6 | 4p+2| 2p+1
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Capitulo 5

As Versoes em Trelica dos

Algoritmos QR Rapidos

5.1 Introducao

Os algoritmos QR rapidos empregando triangularizagao inferior da matriz de dados
de entrada sao conhecidos como algoritmos dos minimos quadrados hibridos QR-
trelica ou “hybrid QR-lattice least squares algorithms”. Ficou claro do capitulo
anterior que estes algoritmos podem atualizar os erros de predicao regressiva a
posteriori ou a priori. Além disto, eles sao conhecidos por seus comportamentos
numeéricos robustos e por sua complexidade minima mas nao possuem a proprie-
dade de implementacao conhecida como “pipeline” dos algoritmos em treliga (ou
“lattice”).

O ponto principal deste capitulo é a apresentacao das versoes em trelica dos algo-
ritmos QR rapidos usando atualizacao de erros de predicao regressiva a posteriori e
a prioriou algoritmos FQR_POS_B e FQR_PRI_B de acordo com nossa classificagao.
As equagoes destes algoritmos sao combinadas numa maneira recursiva na ordem tal
que elas podem ser representadas com algoritmos em trelica com um “loop” tinico
de ordem crescente. Estas versoes em trelica podem entao ser implementadas com
uma estrutura modular que utiliza um tnico tipo de estdgio de trelica para cada

algoritmo.



Antes da derivacao destas versoes “lattice”, especifiquemos na Tabela 5.1 o sig-
nificado de cada variavel usada em ambos algoritmos.

Vale a pena mencionarmos neste ponto que uma variavel sem sobrescrito implica
numa grandeza de N-ésima ordem ou, de modo equivalente, correspondente a uma
filtragem com N + 1 coeficientes. A titulo de exemplo, tomemos a norma da energia

progressiva (forward): || es(k) ||=|] echH)(k) |-

Tabela 5.1: Variaveis usadas nos algoritmos FQR_POS_B e FQR_PRI_B.

ds,(k) : vetor desejado progressivo rotacionado
ultimos N+1 elementos de d,(k)
vetor de erros progressivos
| e;(k) || : norma de e;(k)

er,(k) :  es(k) rotacionado

(
€rq (k) :  primeiro elemento de e, (k)
(k) : matriz de Givens (atualiza o fator Cholesky)
(k) : sinal de entrada
A :  fator de esquecimento
Qy;(k+1) : matriz de Givens (elimina djg(k + 1) em (E3))
| e;’(k) || : norma de e(k) num caso de 0 coeficiente

) . erros normalizados a posteriori
a(k) : erros normalizados a priori

) : erro de predicao regressiva
| es(k) || : norma de e,(k)
erro de predicao progressiva a posteriori
erro de predicao progressiva a priori
erro de predicao regressiva a posteriori

erro de predicao regressiva a priori

produto de cosenos dos angulos de Q,(k)

vetor de erro rotacionado
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(Continuagao da Tabela 5.1)

eq (k) :  primeiro elemento de e, (k)
d,(k) : vetor desejado rotacionado
dg, (k) : ltimos N+1 elementos de d,(k)
d(k) : sinal desejado
e(k) : erro de saida

5.2 Derivando as Versoes em Trelica

As variaveis internas encontradas nos algoritmos QR rapidos sao intimamente rela-
cionadas aquelas encontradas nos algoritmos em trelica convencionais. Esta foi de
fato a abordagem usada em [17, 18] para desenvolver estes algoritmos e as impli-
cagoes estao bem explicadas nestas duas referéncias. Como apontado em [17], dentro
desta Otica a solucao para o problema de identificacao de parametros foi inicialmente
abordada usando os algoritmos QR rapidos. O trabalho de [37] ressalta o fato de
que sinf}, (k) e sind} (k — 1) representam os coeficientes de reflexdo de algoritmos
RLS em trelica normalizados (a priori e a posteriori).

Por outro lado, a idéia principal por tras da geracao de uma versao em trelica
(ou totalmente em trelica como no nosso caso) é a fusao de suas equagoes usando
uma atualizagao de ordem ao invés de variaveis com ordens fixas. Isto pode ser feito
quando resultados parciais possuem esta propriedade de atualizacao em ordem. Este
é de fato o caso para os algoritmos do tipo triangularizacao inferior visto que suas
varidveis internas estdo sincronizadas no instante k£ ou k — 1 (somente atualizagao
de ordem). A mesma facilidade em obter-se versoes em treliga nao é observada nos
algoritmos que utilizam triangularizacao superior (FQR_POS_F e FQR_PRI_F) uma
vez que os erros normalizados presentes na matriz ortogonal Q,(k) sao de diferentes
ordens em diferentes instantes de tempo (atualizagdo de ordem e tempo).

Em seguida mostramos como combinar as equagoes do algoritmo FQR_POS_B de

modo a obter sua versao em treliga. Comecando por (4.70), rescrevemos esta equacao
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para o instante k 4+ 1, com uma forma explicita de Q,(k) em termos do produtos de
N + 1 rotagoes de Givens Q,, (k) — veja (4.15) — e com e(f(;)l(k +1)=a(k+1).
€fa (k + 1)

cosfy (k) —sinfy(k) 0T
dftﬂl(k_'_l)

= | sinfy(k) cosfy(k) OF
0 0 Iy

L dfq2N+1 (k + 1)

PO
- er. (k41
costy(k) 07  —sinfy(k) for )
1/2
AP gz, ()
0 In 0 ‘ (5.1)
sinfo(k) 0T costy(k)
B L )\I/deq2N+1 (k) i

O produto dos primeiros dois termos, da direita para a esquerda, resulta em

cosHo(k)e;[;)l (k+1)— Sineg)\l/2dfq2]v+1 (k)
A2 g2, (k)
: (5.2)
A2 d gz, ()
sinﬁg(k)e%)l(k + 1) + costy (k)N Pdgay ., (k) |

O primeiro e o ultimo termos da equacao acima sao, respectivamente, e(flq)1 (k+1)
e drgay,, (k 4+ 1). Se os outros produtos forem computados, podemos chegar as

seguintes relacoes:

e (k+1) = cost_y (k)el' V) (k + 1) — sinfy_y (F)A?dygay,, (k) (5.3)

df42N+2—i(k + ].) == sin@i_l(k)e(fiq_ll) (k’ + ].) + COSgi_l(k'))\l/Qdfqu+2ﬂ.(k) (54)

ondet=1,2,... ,N + 1.

0
Se usarmos um procedimento similar com a equacao =

e (k+1) ]

! dfqz(k + ]‘) .
Qpp(k + 1) (parte de (4.82) usada no algoritmo FQR_POS_B),

| er(k+1) |l
encontraremos
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(i)
ey (k+1
costly_ (k+1) = | (Z.f_lg )| (5.5)
ey "(k+1) |
dfq2N+2—i(k + 1)

eV (k+1) |

sinty,_ (k+1) =

(5.6)

Na dultima equacao, ¢ varia de 1 a N + 1 e a atualizacao da energia do erro

progressivo (forward) é feita pela seguinte generalizacao de (4.69)

1Pk +1) 1= /3 1| (k) [P +[e, (k + 1) (5.7)

Todas a demais equacoes sao reunidas num “loop” tnico onde computamos re-
sultados parciais dos resultados parciais das equacoes anteriores. O algoritmo re-
sultante é mostrado na Tabela 5.2 e, embora nao idéntico, é similar ao apresentado
em [42]. Um estdgio de sua estrutura em trelica ¢ mostrado na Figura 5.1 onde os
processadores de rotacao e de angulos podem ser facilmente entendidos a partir da

descricao algoritmica.

ey (k+1) > > e (k+1)
8.(K) ﬁ
dfap,....(k+1),era(k+1)
0.(r) 1
en(k+1) N » &(k+1)
94'“%
N #E/ > V(k+D)
lletk+ D) > > |[E(k+1)]|
Kﬂm(kﬂ)
fN+2-|(k+1) > fN+1w(k+1)
aux; , > » aux,

Figura 5.1: Um estdgio da estrutura em trelica do algoritmo FQR_POS_B.



Finalmente, a versao em trelica do algoritmo FQR_PRI_B é obtida num modo
muito similar ao usado para derivar a versao em trelica do algoritmo FQR_POS_B
[19]. O algoritmo é mostrado na Tabela 5.3 e a Figura 5.2 detalha um estdgio da

estrutura em trelica deste algoritmo.

era,(k+1) » > edi(k+1)
8.4(K)
dfg2,... (k+1),eau(k+1)
8.,(k+1)
enlk+1) > > eq(k+1)
C] 1<k+1)I
1fy (k+1) >© > 1y (k+1)
(i-1) )
lletk+1)11 > > K+

e’fl-l(k+ 1)

0',.(k)

((k+1)

a.2i(k+1) B
aux

aux; ,

vy

Figura 5.2: Um estdgio da estrutura em trelica do algoritmo FQR_PRI_B.

5.3 Resultados das Simulacoes

Esta secao apresenta alguns resultados de simulacoes feitas para testar os algoritmos
QR rapidos num ambiente de precisao finita. A configuracao é um problema de
identificacao de sistema com uma ordem N = 10. O sinal de entrada foi um ruido
colorido cuja razao de autovalores é em torno de 187 e a relacao sinal desejado
para ruido de medicao foi feita SNR = 40dB. O erro médio quadratico (MSE) em
dB foi medido apds rodarmos o algoritmo com aritmética de ponto flutuante e com
quantizacao aplicada a mantissa em todas as operacoes. A mantissa foi arredondada
excluindo-se o bit de sinal assumindo que o tamanho de palavra do expoente era
suficiente para representar todas faixas dinamicas. Em todos algoritmos, a restricao

de Totacoes passivas (sin®6 + cos?f < 1) foi imposta. No primeiro experimento, o
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tamanho da mantissa foi variado (8 a 16 bits excluindo o bit de sinal) enquanto
mantendo fixo o valor do fator de esquecimento (A = 0.98). Em seguida, o lambda
foi variado (0.90 a 1.0) para um tamanho de palavra de mantissa fixo (10 bits).
Os resultados, os quais correspondem a uma média de 10 rodadas independentes,
podem ser observados na Figura 5.3 e na Figura 5.4. As figuras mostram que o
algoritmo FQR_PRI_B em trelica tem um desempenho em precisao finita préximo
aos demais algoritmos QR rdpidos especialmente quando A nao estd muito préximo
de um. E também interessante notar que, embora os algoritmos a priori mostrem
um desempenho de certa forma inferior, estes algoritmos nao requerem a restricao
de rotagoes passivas para terem a consisténcia retrégrada garantida [43]. E também
afirmado em [43] que eles possuem desempenho melhor para pequenos tamanhos de

mantissa e A nao tao proximos de 1.

o6t O  FQR_POS_B original
+ FQR_POS_B lattice
*  FQR_PRI_B original
-281 X FQR_PRI_B lattice
-301 *
m-32F
=
fin}
%]
> 34t
*
4
-36 X
-381 o *
X
+ *
-401- o x
& *
8 @ ¢ ] ®
—42 | | 7
9 10 11 12 13 14 15 16

Figura 5.3: Desempenho dos algoritmos num ambiente de precisao finita (variando

B, o nimero de bits da mantissa).

5.4 Conclusoes

Este capitulo apresentou as versoes totalmente em trelica ou “fully lattice” dos al-

goritmos QR rapidos que atualizam os erros regressivos a posteriori e a priori. Os
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-15

FQR_POS_B original A
FQR_POS_B lattice 8
FQR_PRI_B original
FQR_PRI_B lattice

X ¥ + O

o+

Bk
Ok ¥
HX X

I

-50
0.9

Figura 5.4:

resultados da ortogonalizacao de Gram-Schmidt usados no capitulo 4 foram usa-
dos para conjecturar o motivo pelo qual somente os algoritmos QR rapidos usando
triangularizacao inferior teriam suas versoes em trelica facilmente implementaveis.

As descrigoes detalhadas das versoes em trelica dos algoritmos FQR_POS_B e

0.91 0.92 0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.99 1
lambda

MSE em db para diferentes valores de

FQR_PRI_B foram apresentadas.

Resultados de simulagoes mostraram que o desempenho das versoes em trelica
num ambiente em precisao finita é comparavel com os algoritmos originais.
versoes em trelica possuem a mesma complexidade computacional de seus algoritmos

originais (FQR-POS_B e FQR_PRI_B) e uma menor complexidade que os algoritmos

QR em trelica anteriormente propostos em [22].

90



Tabela 5.2: A versao em trelica do algoritmo FQR_POS_B.

LATTICE FQR_POS_B

Inicializacao:
€ = valor positivo e pequeno;
fore=0:N+1
{1l el (k) =
}
dsg2(k) = zeros(N + 1, 1);
dgo(k) = zeros(N + 1, 1);
cosO(k) = ones(N + 1, 1);
(k) = zeros(N + 1,1);
f(k) = zeros(N + 1,1);
fork=1,2,...
{ P (k+1)=a(k+1);
I e+ 1) 1= /Iefy, (e + 12 + A € (8) |1

_ _a(k+)
aury = ©) )
1€ (k+1)]

fnii(k+1) = auxy;
YOk +1)=1;
e (k+1) = d(k 4 1);
fori=1:N+1
{ dpoayso i (k+1) = sinb_y (k)el' Y (k + 1)+
cost;_1 (k)N 2d g2y, . (K);
egfgl(k +1) = cosei,l(k)egfqzl)(k +1)—
sinfi—1 (K)A\Y2d oy, (k);

sin@
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(Continuagao da Tabela 5.2)

1€ (k+1) [I= \JIel), (k+ 12 + A €9 (k) [
costy_ (k+1) =] el (k+1) ||/l e k+1) |
sind (k+1) =dsgy,, (k+1)/ ] e (k+1)

fN+27i(k)—sin0,fi7 (k+1)auz;—1
frypizi(k+1) = cost; 1(l~cl+1) )

auz; = —sintly_ (k+1)fyi1-i(k +1) + costy,_ (k+ 1)auw; ;
YOk +1) = VEED(k + 1P = [faromi(k+ D
cost; 1(k+1)= 7?1(_)%’2:;)1),
sinb;_1(k+1) = %ﬁﬁ))a
dq2n42-i(k + 1) = sinb; 1 (k + 1)eg’i*1)(k +1)+
cost; 1 (k + 1))‘1/2dq2w+2_i(/€);
e (k +1) = cost_(k + 1)ey ) (k +1)—

sinf_ (k + ]‘))\1/2dq2N+2—i (k) ;

}

e(k+1) = ef " (k+ 1)y (k + 1);
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Tabela 5.3: A versao em trelica do algoritmo FQR_PRI_B.

LATTICE FQR_PRI B

Inicializagao:
€ = valor positivo e pequeno;
fore=0:N+1
{Ilef ) =
}
dsepo(k) = zeros(N + 1,1);
dy (k) = zeros(N + 1,1);
cos@(k) = ones(N + 1,1);
cos0's (k) = ones(N + 1, 1);
sin@(k) = zeros(N + 1, 1);
sin@’s (k) = zeros(N +1,1);
a(k) = zeros(N + 1,1);
fork=1,2,...

o(k+1)

AQUTY) = ———7—
{ CIRIGIE

any1(k+ 1) = auxg;

e (k+1) = x(k +1);

1P+ 1) f1= /8 k+ D12+ A | e (k) |2
/7O (k+1) =1;

e (k+1) =d(k+1);
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(Continuagao da Tabela 5.3)

fori=1:N+1
aN+2_i(k)fsin9}i_l(k)aumi,l

3 k 1 - 7 )
{ aN+1 ( + ) cosﬂfi_l(k)

aur; = —sin@}iil (k)ayy1—i(k+ 1)+ 0089’ L (B)auw;_y;
dfgan i (k+1) = sinﬁi,l(k)efql (k + 1)+
cost;_1 (k)N dygoy,,_, (K);
egfgl (k+1)= cos@i_l(k)e;q )(k +1)—
sinfi—1 (K)A\Y2d sy, (k);
e (k+1) ||= we;’; (k+ 12+ e}“( ) 112
costy_ (k+1) =] ef Yk +1) ||/||e (k—i—l) IE
sin,_, (k+1) = dygy o (k+ 1)/ | € (k+1) |
14Ok +1) = V1/40D(k + D2 + [an g2 -i(k + 1)]2;
cost;_1(k+1) = LAt Dk,

/7O (kt1)
sinf;_1(k+1) = %ﬁ;;),
a5 1) = il 1)+
cost; 1 (k + 1))‘1/2dq2w+2_i(/€);
e (k +1) = cosb_ (k+ 1)eb D (k +1)—

sint;_1 (k + 1)>‘1/2d421\1+27i (k)v

}

e(k+1) = e "V (k + 1)/[1//V D (k + 1)
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Capitulo 6

Contribuicoes a Analise em

Precisao Finita dos Algoritmos

QR Rapidos

6.1 Introducao

No capitulo 4, foi ressaltado que os algoritmos QR rapidos com triangularizagao
inferior (de acordo com a notagdo usada neste trabalho) da matriz de entrada de
dados sao minimos do ponto de vista de teoria de sistemas e apresentam estabilidade
retrograda [40]. Foi mostrado também que os mesmos tem uma carga computacio-
nal menor quando comparados aos algoritmos QR rapidos usando triangularizagao
superior. Além disto, foi observado em [43] que o algoritmo FQR_PRI_B apresenta
um desempenho melhor para fatores de esquecimento nao tao proximos a um devido
ao fato de rotagoes passivas nao serem necessarias.

Estes fatos tornam estes algoritmos candidatos naturais para implementacao
pratica e o efeito da precisao finita é, entao, um tépico do maior interesse. Este
capitulo trata com a determinacao do erro de quantizacao em estado estaciondario
de ambos algoritmos FQR_POS_B e FQR_PRI_B. Uma andlise em precisao finita

completa para ambos algoritmos estd além do escopo deste capitulo mas o processo



de obtencao do valor médio quadratico dos erros de quantizacao acumulados de
algumas varidveis é apresentado como uma contribuicao a solucao deste problema.
A validagao das expressoes obtidas é efetivada por intermédio de simulagoes em

computador.

6.2 Analise em Precisao Infinita

Esta se¢ao faz uma revisao da faixa dinamica das varidveis internas dos algoritmos
FQR_POS_B e FQR_PRI_B. A maioria dos resultados apresentados nesta secao sao
oriundos de trabalhos ja publicados mas foram revistos aqui para unificar a notacao

e por serem necessarios a analise em precisao finita.

6.2.1 Resultados de Precisao Infinita
para o Algoritmo FQR_POS_B

Todas as varidveis possuem a mesma notacao encontrada no Apeéndice C. Note que

a versao 2 do algoritmo FQR_POS_B sera usada daqui para frente.

Valores Médio-Quadraticos de cos6;(k) e sin 6;(k)

Os resultados seguintes podem ser encontrados em [44].
E[cos® 6;(k)] = A (6.1)
E[sin®0;(k)] =~ 1 — A (6.2)

Valor Médio-Quadratico de el (k)

O resultado seguinte pode ser encontrado em [45].

p{idmr) o (125) (6.3
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Valor Médio-Quadratico de dyg, (k)

O resultado seguinte pode ser encontrado em [45].

o2 ox \ Vi
E {[dgg, (k) } ~ T (1+—/\>

Valor médio-Quadratico de || egf)(k) I

O resultado seguinte pode ser encontrado em [45].

: 2 (2
Elll €9 (k) |2 ~ —=— [ =2
(EUCY oy
Valores Médio-Quadraticos de cos ¢}, (k) e sin 6 (k)

Os resultados seguintes podem ser encontrados em [45].

2\
2 ~
Elcos® 07, (k)] ~ Y

1=

Valor Médio-Quadratico de v (k)

(6.4)

(6.6)

(6.7)

Se recordarmos do capitulo 4 que v(k) = [[X, cos6;(k), usarmos (6.1) e (6.2), e

assumirmos independéncia entre cosf;(k) e cosfj(k), ¢ # j, é facil encontrar a

proxima expressao também obtida em [43] usando uma abordagem diferente.

E{p®®)P} ~ X

Valor Médio-Quadrético de f;(k)

(6.8)

Se tomarmos o quadrado de ¥ (k + 1) da versao 2 do algoritmo FQR_POS_B

(Apéndice C) e substituirmos cos?0; 1(k+1) e entdo sin® §;_;(k+1) pelas expressoes

também encontradas 14, obtemos

Ok + 112 = V(R + 1P~ fRipa(k+1)
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Tomando agora o valor esperado de (6.9) e a aproximacao de (6.8), encontramos a

seguinte expressao também disponivel em [43].
E[f3 (k)] = ANT0(1 — )) (6.10)

Tomando do Apéndice C as expressoes para f;_1(k + 1) e aux;, e usando-as para
calcular E[f2 | (k)] + E[auz?], é simples de obter E[aux?]+ E[f% (k)] = Elaux?_|]+
E[f?(k)]. Uma vez que fyyi1(k+ 1) = auzy,y, é facil descobrir que Elauz?] =
E[f?(k)] e, portanto, (6.10) pode também ser usada como uma boa aproximagao

para E|auz?].

Valor Médio-Quadratico de d, (k)

O resultado seguinte pode ser encontrado em [44].

oA 1°| o2 9 o2 al 9
E[ 2N +1- z( )] ~ {1 +)\:| 1 — )\w it Ty 14\ Z Wy, (6'11)
Jj=i+1

onde w?,; = E[w?(k)]. Observe que embora wy; nao esta disponivel, uma estimativa

grosseira de 2w ; pode ser obtida baseada na poténcia do sinal de referéncia [44].

Valor Médio-Quadrético de e’ (k)

Da parte de estimacao conjunta do algoritmo FQR_POS_B nds tomamos as ex-
pressoes de egil)(k +1) e dgy,, ;(k+ 1), e usamos para derivar o valor esperado de
65 (k4 1)+ [dg2x »_;(k+1)]*. Assumindo estacionaridade, encontramos a seguinte

relacao.

E {leg) ()]} = E{[eg " (0))} - VEldgay ., (F)] (6.12)

onde E {[eg?)(k)P} =02 =023 w2, + 02 é a variancia do sinal de referéncia e
02 é a variancia do ruido de medida (é assumido aqui que o algoritmo é aplicado
num problema de identificacao de sistema com ordem suficiente, i.e., o sistema FIR
desconhecido tem a mesma ordem do filtro adaptativo).

Finalmente, da iltima equagdo do algoritmo, temos E[e*(k)] = AN Ele? (k)].

Desde que de (6.12) e (6.11) nés temos que Ele; (k)] = o7, a seguinte expressao

n’
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resulta:

E[e*(k)] = AN H1o2 (6.13)

6.2.2 Resultados de Precisao Infinita
para o Algoritmo FQR_PRI_B

O algoritmo FQR_PRI_B ¢é similar ao algoritmo FQR_POS_B num sentido de que
cinco de suas sete equagoes sao idénticas (trés delas sdo equagoes matriciais) como
pode ser visto das Tabelas 4.6 e 4.7. Isto significa que exceto (6.9) e (6.10) todas
outras equacoes apresentadas neste capitulo permanecem validas, restando somente
a expressao para o valor médio-quadrético de a;(k) para completar a andlise de pre-
cisao infinita deste algoritmo. E importante mencionarmos que somente a versao 2
do algoritmo FQR_PRI_B, como descrita no Apéndice C, estd sendo investigada

aqui.

Valor Médio-Quadratico de a;(k)

Da implementacao de (4.80) descrita na versao 2 do algoritmo FQR_PRI_B (passo
“Obtendo Qy(k + 1)”) nds temos (veja Apéndice C)

Ay omi(k+1) = (k+ 1] 2 = [y D(k+ 1)) 7 (6.14)

Tomando-se o valor esperado de (6.14), usando a aproximacao de (6.8), e em-
pregando a aproximagao conhecida por seu termo em inglés “averaging principle”

[46, 47], segue a préxima expressao também disponivel em [43].

Ela?(k)] &~ A\~WH2=0(1 — )\) (6.15)

)

Se pegarmos do Apéndice C as expressoes para a;_1(k + 1) e auz;, e usar-

2

mos as mesmas para calcular E[a? (k)] + Elauz?], é simples obtermos FE|auz?] +

Ela? (k)] = Elauz? || + Ela?(k)]. Sendo ay.i(k + 1) = auzy,i, é facil verificar

que Elauz?] = Ela?

#(k)] e, portanto, (6.15) pode também ser usada como uma boa

aproximagao para F[auz?].

3
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6.3 Contribuicao a Analise em Precisao Finita

Esta secao apresenta inicialmente o modelo para o erro de quantizacao de ponto
fixo a ser usado no resto do capitulo. A primeira equacao matricial do algoritmo
FQR_PRI_B é entao analisada como um exemplo do método usado. Os resultados
desta analise sao muito bons como sera visto na proxima secao. Por outro lado, a
expressao de analise para a inicializacao da segunda equacao matricial do mesmo
algoritmo apresentou resultados pobres quando o conhecido “averaging principle”
foi usado. Uma alternativa para este principio é entao derivada e aplicada para

desenvolver uma aproximagao mais precisa.

6.3.1 Modelo do Erro de Quantizacao de Ponto Fixo

Uma quantidade razoavel de pressupostos sao feitos aqui de modo a termos um mo-
delo simples do erro de quantizacao. Assumimos que nenhum estouro ou “overflow”
devido a adicao ou subtracao ocorre. Aritmética de complemento a dois é usada
para representacoes numéricas das variaveis internas as quais sao assumidas corre-
tamente escaladas para evitar estouro. E assumido que a operagao x (multiplicagao,

divisao ou exponenciagao) introduz o seguinte erro de quantizagao.
ne(a,b) = axb— Qla b (6.16)

onde a e b sao escalares e é assumido que as quantizacoes instantaneas sao realizadas
pelo arredondamento tal que o erro de quantizacao ¢ um ruido branco com média

N . —2B , . . . .
zero e variancia 2—. B sendo o nimero de bits excluindo o bit de sinal.

12
O erro de quantizacao acumulado é definido como a diferenca entre a implemen-
tacdo em precisao infinita e a implementagao em precisao finita da varidvel. Se r(k)

é uma variavel, seu erro de quantizacdo acumulado é dado por
Ar(k) £ r(k) — ro(k) (6.17)

e nos estamos interessados aqui em descobrir o valor médio quadratico desta quan-

tidade.

100



6.3.2 O Algoritmo FQR_PRI_B: Valor Médio-Quadratico de
Ack, (k) e Ad gz

Comecemos analisando a equagao (4.70) em precisao finita. Note que as expressoes
de analise que serao obtidas desta equagao matricial serao validas para ambos algo-
ritmos FQR_POS_ B e FQR_PRI_B (sendo também esperado que sejam bem seme-
lhantes as expressoes equivalentes para os algoritmos FQR_POS_F e FQR_PRIF)
uma vez que a expressao seguinte é comum para todos os quatro algoritmos QR

rapidos estudados.

€rq (k+ 1)
dfth(k_'_ 1)

= Qy(k)

z(k+1)

(6.18)
)‘I/detn (k)

onde z(k + 1) é assumido ja quantizado bem como todos outros sinais externos e

constantes. A equacao anterior é implementada como

egfq)l(k+1) = cosb; (ke Sc Yk +1)
—sin; 1 (k)A\?dsg2y o, (k) (6.19)

dgonss (b +1) = sinf_i(k)el, V(k+1)
+cos O (k)N 2dsgoy ., (k) (6.20)

:N+1ee§£}l

implementadas em precisao finita sao dadas por

onde i = 1 (k+1) = x(k+1). As equacoes (6.19) e (6.20) acima

egf;l;Q(k—i-l) = cosb; 1.q(k)e ;IQ(k—i- 1)
—sin O g (DN dpgoy s o(F) — (k) (6:21)

dgonse ok +1) = sinO_yq(k)el ) (k +1)
+ 08 0; 1,0(K)N2djgon s 0 (k) — ma(k) (6.22)

onde (k) = nur(cos b;_1,0(k), el ) (k + 1)) — nar(sin0,_1,0(k), N2, dygay s 0(k))

e ma(k) = nar(sin O,_1,0 (k) €l (k + 1)) + mar(cos O;_1,q (k), N2, djgoy 1, o(K)) sd0

os erros de quantizagao introduzidos pelas multiplicagoes.
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De (6.19) e (6.21), derivamos a expressao para o erro de quantizagao acumulado

de e(figl(k + 1) como segue.

Aed) (k+1) = e} (k+1)—ef) o(k+1)
= cos 9i—1(/‘7)€§fi,1_11)(k +1)
—sinf; (k)Al/deq2N+2—i (k)
— €08 Hi,l;Q(k)egfq;%(k +1)

+sin 01,0 (k)N ?d gy o (k) + m (k) (6.23)

Substituindo em (6.23) os quatro valores quantizados pelos valores em precisao
infinita menos o erro de quantizacio acumulado (tal como rg(k) = r(k) — Ar(k))
e admitindo que os valores absolutos dos produtos cruzados dos erros de quanti-
zacao acumulados sao muito menores do que os valores absolutos dos outros termos,

encontramos

Ael) (k+1) ~ cosfi(k)Ael V(k+1) + Acosb;y(k)el, P (k +1)
—sinf;_, (k))‘l/QAdfq2N+2—i (k)

—Asin b (k)A\dsgoy ., (k) +m (k) (6.24)

Se assumimos agora que 7;(k) e os erros de quantizagdo tenham média zero e
uma pequena correlacao cruzada entre si, a expressao seguinte pode ser facilmente

obtida.

{ia 0P} = {1 7]
) {[A cos ei,l(k)egf;”(k + 1)]2}
+AE {[sin 9i71(k)Adfq2N+2—i(k)]2}

2 {[Asin by (W) dpgay (WP} + B2 (R)] (6.25)

A expressao final para o valor médio-quadratico de Ae%l(k + 1) é obtida as-
sumindo estacionariedade, assumindo que as variaveis sao descorrelacionadas com

os erros de quantizacao acumulados e usando os resultados da analise de precisao
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infinita. Ela é dada por
E {[Aey’;l(k)]?} ~ \E {[Ae(fiq_ll)(k)]z}

(
to? (1%) i—1))E {[Acos b1 (k)]’}

AL = N E {[Adjgy,,  (K)]}
e (12+—AA> {[Asinb;_;(k)]*} + Eln; (k)] (6.26)

o
1+ A

+A

2723
12

onde E[ni(k)] =2

O erro de quantizagao acumulado de dygp, ., ,(k 4 1) serd derivado a partir de

(6.20) e (6.22).

Adfiﬂ]\urzfi(k + 1) = df42N+2—i(k + 1) - dfq2N+2—i§Q(k + 1)
= sinf;_(k)el Y (k+1)
+cosb; 4 (k))\l/deq2N+2—i (k)
—sin Hifl;Q (k)egclq;lé (k + 1)

—cosOi1,0(k)AN P dpgay 1o (k) +ma(k)  (6.27)

Usando a mesma abordagem e pressupostos usados para obter F {[Ae%l (k)]Z}
nos encontramos o valor médio-quadratico do erro de quantizacao acumulado de

dfgan s ;(k+ 1) dado por

g

E{[Adfq2N+2—z(k)]2} ~ 2)\(11:_)\) (12_:\)\> E{[ASIHHzfl(k)]Z}

+1+%E [aefh ()

o

Y (12+)\>\> Pl cos (B}

Elns (k)]
1— A2

(6.28)

onde E[n3(k)] = 22227
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6.3.3 O Algoritmo FQR_PRI_B: Valor Médio-Quadratico de

Aaux

Na secao anterior, demos como exemplo de andlise em precisao finita as expressoes
para os valores médio-quadraticos dos erros de quantizagao acumulados da primeira
equacao matricial do algoritmo FQR_PRI_B. A préxima equacao matricial deste

algoritmo tem um parametro de inicializagao (parametro auzy) dado por

eflh(k+ 1)
YR | ep(k) |l

Num ambiente de precisao finita, a equacao anterior é implementada como

(6.29)

aury =

efth;Q(k + 1)
Vo)A || es (k) [|q —ns(k)

onde n3(k) e ny(k) sdo os erros de quantiza¢ao devidos a multiplicacdo e a divisao,

auzo,g = — n4(k) (6.30)

respectivamente.
De (6.29) e (6.30), nds escrevemos o erro de quantizagdo acumulado de auzxy

como

Aauzry = auxry— auog
efql (k + 1)
Y(R)AV2 || ep (k) ||
_ gk +1)
Yo(K)AY2 || er(k) llq —ns(k)
erp(k+1)  epglk+1)

= ” - r— Ar + 7’]4(I€) (631)

+ na(k)

onde r = y(k)A'2 || es(k) ||

Se usarmos a aproximagao —— &~ 1 (1 + 22) em (6.31) e substituirmos ef,,;o (k-+

1) por esq, (kK + 1) — Aegy, (k + 1) nés obtemos

Acsy(k+1) _ legg (b +1) = Aegy, (K + D]AT (k) (6.32)

Aauzy ~
r r

Substituindo as expressoes de r e Ar em (6.32) e assumindo que o termo com o

produto dos dois erros acumulados é muito menor em valor absoluto que os outros
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termos, obtemos

Aeju(k+1)  ep(k+ DA [l ef(K) |
MPy(R) [ ep(R) | APy(k) || ef(k) |7
o efth(k + 1)A7(k) b (k + 1)773(k)

AP (E) ([ ep(R) (I A2 (k) || ep (k) |2

Se agora assumirmos que os erros instanténeos (n3(k) e n4(k)) e os erros acu-

Aauxy =~

+ 4 (k) (6.33)

mulados (Aegg, (K + 1), A || ef(k) ||, e Ay(k)) possuem média zero com pequena

correlacao cruzada entre si, o erro de quantizacao médio-quadratico de aux, resulta.

E{[Aauzo?} =~ %E {[Aesq ()} E {%(k)] E {m}

+ME{[A I es(k) I1°} E [72& ] .

)

ELé, (k) b

=B 0} 2 | 7|
1

{II ef(lk) ||4]
1
() ||2]

I e
Elet,, () Em3 (k)] 1
TR ) e
+En (k)] (6.34)
Da andlise em precisao infinita, temos Ele7, (k)], E[y’(k)] e

E[|| ef(k) [|?]. Se usarmos o “averaging principle” e aproximarmos E[1/2%] e E[1/x*]
por 1/E[z?] e 1/E[z*], respectivamente, e substituirmos os resultados da analise de

precisao infinita, encontramos

E{[Aauxo]z} ~ SV:Q; <12—;>\> E{[Aefql(k)]Q}

(jNZQ,)Q (52) Blialem )

RN

A\2N+3
(1=XN2 (1+\"
+)\2N+30-% 2 E[773(k)]

+E[nj (k)] (6.35)

—2B
onde E[n3(k)] = E[ni(k)] = 35—
Como serd visto das simulagoes, (6.35) apresenta um valor em dB o qual difere

mais de um dB do resultado oriundo da simulacao. Entretanto, ainda afirmamos
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que (6.34) é uma aproximacao razoavel para E {[Aauzy)?}. Vejamos na subsegio

seguinte como validar (6.34).

6.3.4 Refinando as aproximacgoes de E[1/z% e E[1/z%]

O tao chamado “averaging principle” [46] tem sido amplamente usado em derivagoes
de relagoes usadas em andlises de precisao infinita e finita e seu enunciado é

fle(B)]\ _ E{fl=(k)]}
: { gly(k)] } = E{gly(k)]} (6.36)

o qual no nosso caso é valido para valor de k elevado e fator de esquecimento proximo

a unidade [44].

Uma razao do resultado pobre de (6.35) é devida & aproximagao de E[1/x?(k)]
por 1/E[x?(k)] e E[1/x*(k)] por 1/E?[z*(k)]. O propésito desta subsecao é deri-
varmos aproximacoes mais confidveis para estas expressoes de modo a validarmos
(6.34).

Comecamos a buscar uma solucao alternativa para este problema tomando o
Teorema de Fatoracao do Momento Gaussiano ou “Gaussian Moment Factoring

1

Theorem” [1] para quatro amostras de um processo Gaussiano de média zero ' e

admitindo que elas sao todas iguais a x(k). A expressao resultante é
E[x*(k)] = 3E3[2*(k)] (6.37)

Se admitirmos agora que z(k) tem um valor médio diferente de zero (Elz(k)] = Z)
e modelarmos esta varidvel por xz(k) = 2'(k) + Z com z'(k) sendo Gaussiana real e

com média zero, teremos

Elz'(k)] = E[('(k) +12)"]
= 3E[«"(k)] + 6 B[z (K)]z® + &

= 3E%2%(k)] — 22 (6.38)

Usando a mesma abordagem de [4] e a equacao (6.38) derivaremos uma expressao

LE[21292324] = E[2122]E[2324] + E[2123]E[2024) + E[2124] E[2223]
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para E[1/2%(k)].

E{ﬁtk)] - E'[gji(k')]E (1 o) )]
)

Elz?(k)] .
- #Ez <1 E[(]E/z] ]
- g (110 SR
- (k]( 2334(]2 )
~ 3E2 xQ[fZ(]k_] (6.39)

Finalmente, podemos encontrar uma aproximacgio para E[1/z*(k)] se usarmos
uma varidvel auxiliar y = z2(k) e (6.39). E facil ver que Ely] = E[z2(k)] e que
E[y*] = E[z*(k)] é disponivel de (6.38).

1] _3(3E%e2(k)] — 22"} — 2 {El*(h))}'
" [3«"4(/6)] h {3E2[22(k)] — 274} o

onde T = E[x(k)].

Vale a pena mencionarmos que as aproximacoes acima sao validas sempre que
a expansao em série usada na derivacao for valida. O caso critico ocorre quando
z(k) tende a zero (divisdo por zero) e os melhores surgem quando Z/o, nao é tao
baixo. Uma pequena simulagao foi realizada para checar os resultados das expressoes
derivadas aqui. Nesta simulagdo, x(k) era uma varidvel aleatéria Gaussiana com
variancia 02 = 1073 e valor médio ajustado para 0.1, 0.3, 0.5 e 1.0. A Tabela 6.1
seguinte mostra os resultados para uma simulacao com 100000 amostras, donde
ficou claro que estas expressoes novas apresentam um desempenho melhor que as
aproximacoes velhas para diferentes valores de Z/o,. Note também que para o caso
do menor valor médio (z = 0.1), a varidvel cruza o zero muitas vezes sendo esta a
razao para os altos valores de E [x%(k)]

Usando as equagoes (6.38), (6.39) e (6.40), podemos obter as seguintes expressoes
a serem usadas em (6.34) cujos resultados, como serdo vistos nas simulagoes, sao

mais precisos que os resultado obtidos com (6.35). Note ainda que as novas relagoes
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Tabela 6.1: Comparacao de desempenho das novas expressoes.

EXPRESSAO || z=01 | 2=03 |2=05|2=10
E[z* (k)] 1.631310 % | 0.0086 | 0.0640 | 1.0060
E*[22(k)] || 1.210010°* | 0.0083 | 0.0630 | 1.0020

(6.38) 1.6300 10 * | 0.0086 | 0.0640 | 1.0060
Bl 5] 2.8489 10" | 11.5041 | 4.0490 | 1.0030
)] 90.9092 | 10.9890 | 3.9841 | 0.9990
(6.39) 122.4642 | 11.4694 | 4.0474 | 1.0030
Bl ] 4.1738 10" | 139.0497 | 16.6687 | 1.0101
P 8.264510°% | 120.7584 | 15.8728 | 0.9980
(6.40) 1.1644 10" | 134.6784 | 16.5959 | 1.0098

obtidas aqui foram usadas especificamente com o propésito de validarmos (6.34) pois

nao temos E[y(k)] e E[|| ef(k) ||] disponiveis da andlise em precisao infinita.

E{ 1 3E?[y*(k)] — 2B [y(k)]
72 (k) ES[y2 (k)]
z [ L] o 3BER(R)] = 2B (K]} — 2B 7% (k)]
v (k) (BE2[v2(R)] = 2By (R)]}°
z [ 1 3E(|| ey (k) II°] — 2E[)| e; (k) ]
I er(k) [I] E?[[| e (k) 11%]
z [ L] o 33820 es(k) 1] = 2B es () [I1}* — 2E°|| e (k) |I”]
I'er (k) ||t (3E2[|| e (k) [1P] = 2B e; (k) [T}

(6.41)

6.4 Resultados das Simulacoes

De modo a verificar a precisao das féormulas apresentadas neste capitulo, uma
simulacao em computador do algoritmo FQR_PRI_B rodando num ambiente de

aritmética de ponto fixo foi realizada. A experiéncia consistiu de uma configuracao
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de identificacao de sistema com sinal de entrada e ruido de medicao com distri-
buigdes normais, médias nulas e varidncias 02 = 1072 e 02 = 107, respectivamente.
O sistema FIR desconhecido tinha ordem N = 4 e o fator de esquecimento A foi
escolhido igual a 0.95. Nas 500 rodadas independentes, o algoritmo FQR_PRI_B
foi simulado com 1000 iteracoes e as tultimas 800 foram tomadas em média para
obter-se os resultados apresentados aqui. Arredondamento em complemento a dois
foi usado com B = 15 bits (excluindo o bit de sinal) enquanto que a precisdo infinita
foi implementada com aritmética de ponto flutuante com 64 bits.

Todos resultados teéricos dos erros de quantizacao acumulados mostrados nas
tabelas seguintes foram obtidos das relagoes obtidas da andlise onde as quantidades
“desconhecidas” — variaveis nao analisadas — foram tomadas das simulac¢oes com o
propésito de verificar as expressoes aqui obtidas. Além disto, a coluna DIFERENCA
foi obtida como o valor absoluto da diferenca do valor simulado em dB menos o valor
teorico em dB.

A Tabela 6.2 abaixo mostra os resultados de (6.26).

Tabela 6.2: Valor médio-quadratico de Aegfgl (k).

EXPRESSAO || SIMULADA | TEORICA | DIFERENCA (dB)
E {[Aegcl)ql(k)]Q} 0.0347 10°% | 0.0330 10 0.2260
E{[Ae}”ql(lﬁ)P} 0.0692 10~ | 0.0655 10~* 0.2397
E{[Ae}?’)ql(k)]?} 0.1041 10-% | 0.0982 10~ 0.2538
E {[Aegf)ql(k)]?} 0.1389 10~ | 0.1307 10~ 0.2643
E{[Aegf)ql(k)]?} 0.1730 10~% | 0.1630 10~ 0.2576

Seguindo, a Tabela 6.3 mostra os resultados de (6.28).

A Tabela 6.4 mostra os resultados de E {[Aauz,]?} com o auxilio de diferentes
relagoes. Observe a melhoria dos resultados com o refinamento das expressoes. E
importante mencionarmos que E[y(k)] e E[|| e;(k) ||] em (6.41) ndo foram toma-

dos dos resultados das simulagoes mas calculados de E[v%(k)], E[| ef(k) ||*] e as
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Tabela 6.3: Valor médio-quadratico de Adyp, (k).

EXPRESSAO || SIMULADA | TEORICA | DIFERENCA (dB)
E {[Adyg, (k)]2} || 0.3330 1078 | 0.3813 10°® 0.5875
E {[Adyg,(k)]2} || 0.3128 108 | 0.3531 10°# 0.5258
E{[Adg, (k)]2} || 0.2914 1078 | 0.3252 10°# 0.4771
E {[Adyg, (k)]2} || 0.2608 1078 | 0.2976 10~® 0.5739
E {[Adg, (k)]2} || 0.2458 108 | 0.2704 10°# 0.4151

variancias de (k) e || ef(k) ||. Estas tltimas (variancias de (k) e || e;(k) ||) foram
efetivamente obtidas das simulagoes. Este procedimento foi usado para garantir que

E[z?] > E?[z] uma vez que E[z?] = 02 + E?[z].

Tabela 6.4: Valor médio-quadratico de Aauxy.

TIPO DE RESULTADO E {[Aauz]?}

SIMULADO 3.2229 1077

EQUACAO (6.35) 2.4923 1077
DIFERENCA (dB) 1.1165

EQUACOES (6.34) E (6.41) 2.7751 1077
DIFERENCA (dB) 0.6497

EQUACOES (6.34) E (6.41) MELHORADAS? || 2.8572 107
DIFERENCA (dB) 0.5230

6.5 Conclusoes

Este capitulo visou uma introducao ao topico andlise em precisao finita dos algorit-

mos QR rapidos baseados nos erros de predicao regressivos (algoritmos FQR_-POS_B

2Usando resultados de simulacdes ao invés de seus correspondentes tedricos.
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e FQR_PRI_B). Foram apresentadas descrigoes panoramicas da anélise em precisao
infinita para ambos algoritmos e, embora nao mencionado anteriormente, cada ex-
pressao foi verificada com simulacoes em computadores e validadas para um valor
médio quadratico dentro de um dB para todas as variaveis. A analise da quantizagao
em ponto fixo foi realizada para uma equacao matricial a qual é comum para ambos
algoritmos e foi testada para o algoritmo FQR_PRI_B com resultados excelentes.
Uma outra expressao foi analisada mostrando um possivel problema tipicamente
encontrado em procedimento de andlise. Uma expressao para esta andlise foi desen-
volvida usando o principio da média ou “averaging principle” e uma aproximagao
alternativa foi derivada para melhorar os resultados se as estatisticas de primeira
ordem (média) de algumas varidveis sao conhecidas. No nosso caso as aproximagoes
aqui derivadas foram tteis somente para validar parte da andalise uma vez que as
médias das varidveis nao estao disponiveis. Uma simulacao foi realizada para ava-
liar a analise parcial apresentada e os resultados mostram que as férmulas tedricas
encontram-se bem de acordo com aqueles obtidos no experimento. O autor pretende
completar a andlise partindo desta contribuicao dada aqui bem como investigar sua

extensao ao caso de ponto flutuante.
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Capitulo 7

Conclusoes e Sugestoes

Este capitulo resume os resultados da tese e ressalta diversos problemas que podem
ser investigados em possiveis pesquisas futuras. O trabalho focalizou-se em duas
familias de filtros adaptativos: o algoritmo LMS binormalizado com reutilizacao
de dados (BNDR-LMS) e o algoritmo QR rapido baseado na utilizagao de erros
de predigao progressiva a priori (FQR_PRI_F). A investigacao destes algoritmos
conduziu ao estudo de um nimero de resultados de pesquisa relevantes tais como a
analise de erro médio-quadratico do algoritmo BNDR-LMS, a versao com restricoes
do algoritmo BNDR-LMS e suas aplicacoes e a versao em trelica bem como a andlise

em precisao finita dos algoritmos QR rapidos; todos eles abordados ao longo da tese.

7.1 Conclusoes

O primeiro capitulo da tese apresentou uma breve revisao da teoria bésica de filtra-
gem adaptativa com especial atencao aos algoritmos baseados no LMS e na decom-
posicao QR.

O Capitulo 2 apresentou o algoritmo BNDR-LMS onde foi verificado por meio de
simulacoes em computador que este algoritmo apresenta desempenho favoravel em
relacao a outros algoritmos do tipo LMS normalizados quando o sinal de entrada é
correlacionado. Para este algoritmo, a andalise de convergéncia na média quadratica

foi apresentada para sinais de entrada brancos bem como sua extensao ao caso de



sinal de entrada colorido. Um modelo simples para o vetor sinal de entrada que
incorpora simplicidade e tratabilidade a andlise das estatisticas de segunda ordem
¢ empregado. Os resultados de simulagoes validam a andlise e seus pressupostos.
Conclui-se que o algoritmo proposto (BNDR-LMS) apresenta uma maior velocidade
de convergéncia para sinais de entrada coloridos que os demais algoritmos do tipo
LMS com reutilizagao de dados de similar complexidade computacional e que esta
maior eficiéncia é melhor verificada em ambientes com baixo nivel de ruidos.

No Capitulo 3, uma versao com restricoes do algoritmo BNDR-LMS é derivada
de modo a aplicar este algoritmo no campo das comunicacoes méveis. Em particular,
um exemplo usando este algoritmo no cendrio de um receptor moével usando “direct-
sequence code-division multiple access” (DS-CDMA) foi feito e uma otimizacao do
passo foi proposta para cumprir as exigéncias de convergéncia rapida e minimo erro
médio-quadrético (MSE). Conclui-se que, em ambientes onde o nivel de ruidos (de
observacao ou de modelagem) é elevado, faz-se necessério o uso de uma largura de
passo (“step-size”) varidvel.

No Capitulo 4, os algoritmos baseados em decomposicao QR usando rotacoes
de Givens foram apresentados numa forma, tutorial com o objetivo especial de clas-
sificar os algoritmos existentes numa estrutura didatica. Este capitulo derivou o
novo algoritmo FQR_PRI_F e suas relagoes com os outros membros da familia de
algoritmos QR rapidos. Os algoritmos previamente propostos foram re-derivados
usando a mesma notacao. As equagoes dos quatro algoritmos “fast” QR classifica-
dos neste capitulo foram também fornecidas junto com suas descrigoes algoritmicas
detalhadas em apéndice. Pode-se concluir pelo que foi estudado que o algoritmo
FQR_PRI_B apresenta o melhor desempenho (em termos de esfor¢o computacional
e comportamento numérico) dentre os algoritmos QR rapidos classificados.

O Capitulo 5 apresentou as versoes totalmente em trelica dos algoritmos
FQR_POS_B e FQR_PRI_B. Os resultados de simulagoes mostraram que o desem-
penho das versoes em trelica (ou “lattice”) em implementacao em precisao finita é
comparavel aos algoritmos originais.

Finalmente, o Capitulo 6 aborda a andlise em precisao finita dos algoritmos QR
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rapidos usando atualizacao de erros de predigao regressiva (a priori e a posteriori).
Os resultados de andlise em precisao infinita ja disponiveis em outros trabalhos sao
resumidos usando a mesma notacao uniforme do resto da tese bem como é dada
uma contribuicao a analise de erro em ponto fixo com o estudo do comportamento

de algumas expressoes neste tipo de ambiente de precisao finita.

7.2 Sugestoes para Pesquisa Futura

Esta secao da algumas sugestoes para posteriores pesquisas.

Em relacao ao algoritmo BNDR-LMS, parece ser interessante a investigacao da
relacao entre este algoritmo e suas possiveis extensoes (i-normalizado DR-LMS) até
o algoritmo das projegoes ortogonais em adicao as suas relagoes com o algoritmo
RLS.

Um outro campo promissor e de interesse é o desempenho e andlise em precisao
finita deste algoritmo.

Do Capitulo 2, ficou claro que o modelo e as andlises 14 usadas podem ser pronta-
mente estendidas a outros algoritmos que reutilizam dados ainda nao considerados
no passado devido a excesso de complexidade nas expressoes de andlise. Esta é outra
contribuicao deste trabalho que pode ser objeto de pesquisa futura.

Uma outra sugestao é a possivel melhoria de desempenho do passo adaptativo
se um sinal de entrada colorido for considerado na derivacao da seqiiéncia 6tima.

Por tltimo, algumas sugestoes para futuras investigagoes relativas aos algoritmos
QR rapidos sao apontadas. A finalizacao da analise em precisao finita é um tépico
do maior interesse.

A mesma notacao e abordagem usadas no Capitulo 4 poderiam também ser
estendidas para derivar os algoritmos QR em trelica [21, 22, 48] e verificar suas
relacoes com os algoritmos RLS em trelica.

Algumas variantes dos algoritmos FQR, (alguns deles ja desenvolvidos e dis-
poniveis na literatura técnica) também requerem alguma atengao tais como versoes

multicanal e com restricoes e suas aplicacoes.
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Apéndice A
1. Equagao (2.24):

E [z (k)z(k - D2' (k- (k)]

=F ZZZL‘ —z(k—1—=0)x(k—1—)x(k —7)
=Y E[2’(k—i)a’(k —1—1i)] (A1)
= (N +1)(07)?
2. Equagao (2.25)

E {||fv(k)||2||:v(k W? = [=" (k) (k — 1)]2}

= B3> @tk - etk =1 ) - B{ " ()2 (k— 1))’}

=Y Elo*k—i Elz?(k—1-

; [ )]M%l [#*(k =1~ j)] w2

= (N?*+ N+1)(62)* + NE[z* (k)] — (N + 1)(02)?

Para sinais estaciondrios com distribuicao Gaussiana, usando o teorema de

fatorizagao do quarto momento, temos E[z%(k)] = 3(02)? [29] e, portanto,
2
E{llz(k) ek = DI = [o" (k= 1)]"} = NV +3)(02)?  (A3)

3. Equacao (2.26):

Seja [-];j o elemento (4, j) da matriz [-], entdo

E { [z(k — )" (k — l)az(k)a:T(k)]ij}

w(k =1 —i)a(k—§)> x(k—1-Dak 1)

=0

—F (A.4)

119



Para sinais com distribuicao Gaussiana podemos usar o teorema da fatorizacao

do quarto momento para obter

E{ [k — Ve (k- Da(k)z" (k)] }
=S B Le(k — 1~k — D) B [e(k — 1~ Dak — 1)

=0

+Elx(k—1—di)x(k—1=D]E[z(k —j)z(k —1)]
+Ela(k—1—ia(k — )] Efo(k — ok —1-0)y DD
22 =g oui=j—2

- 0, caso contrario

4. Equacao (2.27):
Uma vez mais, usando o fato de que para sinais estacionarios com distribuicao

Gaussiana E[z(k)] = 3(02)? [29], nés temos

B{ [k = DIPzk)e" ®)], } = B |30k~ 1 = Dath — ath - )

”

N(o?)? + Elz*(k)],  i=]

0, caso contrario

(N+3)(02)*,  i=

0, caso contrario

(A.6)
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Apéndice B

1. Equagao (2.39):
Na derivagao de (2.39), x(k) e x(k — 1) foram substituidos por s;r;Vj e
Sk_1Tk—1Vi_1, respectivamente, com Vj, L V;_;. Portanto, =7 (k)x(k — 1) = 0.
Além disso, uma aproximagiao de segunda ordem para F[1/r?] foi usada [4],

ie.,

onde v, é a kurtosis do sinal de entrada.

Para R = 021, usando (2.33) e (2.34) a expressao para A¢(k) pode ser rescrita
como
AE(k + 1) = oltr {cov[Aw(k + 1)]}
=ostr {E [Aw(k+1)Aw" (k+1)] }
= ottr (B {1 + pA]Adw (k) Aw (F)[I + uAT})

+ oZtr (E {p[I + pAJAw(k)b"} (B.2)

)
+ o2tr (E {pbAw” (k)[I + pA]})
+ o2t (E [,u2bbT])

=p1+p2+p3+p4
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Avaliando cada um destes termos separadamente, obtemos

o1 = %t (E {1 + pA)Aw(b) M (5)[T + nAT})
= o2tr {cov[Aw(k)]}

ot (z(k — 1)zT(k — 1) Aw(k)AwT (k)
Hoat {E leh - D ]}
ot [z (k) (k) Aw (k) AwT (k)

ot {E ERIE ]}
ot [Aw (k) Aw™ (k)x(k — Dz’ (k — 1)

Hoat {E le(k - D ]}
ot [Aw (k) AwT (k)x (k)2 (k)

Hoat {E FIRIE ]}

2 20 z(k — D’ (k - 1)Aw(k)Aw” (k)x(k — D)z’ (k — 1)
et <E{ Ttk — 2P }>
+ proltr {E [x(k)z” (k) Aw(k)Aw” (k)z(k — )z" (k—1)] }

+ proitr {E [z(

2,20 x(k)x” (k) Aw (k) Aw” (k)z(k)x" (k)
eaete (] EGIE; )
= 77/)1 =+ 1/)2 + + 771)9
(B.3)
onde
1 = oatr {cov[Aw(k)]} (B.4)

= Ag(k)
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by = — 0 tr[ z(k -z ||w_i)ﬁt|[’2(k)AwT('“)]}

= —uo’E

zl(k — 1)Aw(k)AwT (k)x(k — 1)]
|z ( /f— 12

B E{ kE—1)Aw(k }
1 ||:c (k=17

T(k — 1) Aw(k — 1) + pn(k — 1)]?

{ 2 (k — 1) }

= —uo’E

n?(k—1
w202 [Aw” (k— 1)V, Vi Aw(k —1)] - /faiE{ (Tz )]
k

_pd =)o tr{COV[A’w(k_l)]} 1o ZE{:J

(N +1)
( ) M Un
B R V)
(B.5)
e p [T (0 Aw (k) Aw (k)
Vs = —post {E [ ECIE } }
= —poytr {E [V Vi Aw(k) Aw (k)] } (B.6)

po;
=3 ltr {cov[Aw(k)]}

1
(N + 1)A€(k)

Lembrando que tr[AB] = tr[BA] para quaisquer matrizes quadradas A e B,

encontramos que

Yy =ty (B.7)

Vs = 3 (B.8)
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Vo — ot (E {az(k — 12" (k - DAw(k)Aw” (k)a(k — 1)a” (k — 1) })

([l (k — 1)[°

2 {A'wT(k)a:(k —Dax"(k - )x(k — )z” (k — 1)Aw(k) }

[l (k — 1)[°

AwT (k)x(k — 1)xT(k — 1)Aw(k)

—,U,O'QE|:

= —

w7: 2 Ztr{E
=u UZtr{E

=0

Yy = | UZtr{E
=u UZtr{E

=0

[ (& = D)]I?

(B.9)

T(k)Aw(k)A'wT(k)a:(k — D" (k- 1)}
— Dz (k - Dx(k)z" (k) Aw(k)Aw” (k)]}  (B.10)

— D" (k — 1) Aw(k)Aw” (k)z(k)z" (k)] }
" (k)z(k — Dz’ (k — 1)Aw(k)Aw” (k)]} (B.11)

)Aw
( [||a:< >|22
s o [ AwT (k)@ (k)2 (k) (k)" (k) Aw (k)
= uo’l
e { B0k }
o [Dw” (B)a(R)a (k) Aw (k)
= E{ le ()2 } (B.12)
= (’o2E [Aw” (k) Vi V] Aw(k)]
_ 5 otr{cov [Aw(k)]}
r N+1
:N+1A§(k)

Portanto,

p1 = ootr (E{[I + pA]JAw(k)Aw” (k)[I + pA]})

p(p —
— (1482 2
(11

12)) N m(f— 2 peh -1y 4 202
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De modo similar,

p2 = uﬁE{#I+umAwk}
2

()
:’”5{ ||a: || )]

o2 n(k — Dz (k —1)Aw(k)
+ po B { PRTRTE ]
_ 2o n(k)z? (k) Aw(k)
wost [ ECIE ]
252 n(k — e (k — 1)Aw(k)
M E|: ||£13(/€—1)||2 :|

— /L2(1 . ,U)O'QE {n(k -1) [(1 — ILL){BT(I{; —1)Aw(k —1) + un(k — 1)] }

(% = 1)

= p3(1 = p)o2E [n*(k — 1) E {L]
— MUQ
C(N+2-v,) "

= p3

(B.14)

n?(k) n?(k — 1)
EC HECEE

py = WolE

B.15
2, (B.15)

“N+i-1)

De (B.13)-(B.15) a equacao de diferengas para A¢(k) é finalmente obtida com

em (2.39)
pn—2)?* ,
" N+2—-vy, "

(B.16)
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Apéndice C

1. O Algoritmo FQR_POS_F:

FQR POS F

Inicializacao:

| ef(k) ||= € = valor positivo e pequeno;
drp2(k) = dp(k) = zeros(N +1,1);
cos0(k) = cos0, (k) = ones(N + 1, 1);
sin@(k) = sin@,(k) = zeros(N + 1,1);

v(k) =1
f(k) = zeros(N + 1,1);
fork=1,2,...

{ egf)q)l(k +1) =a(k+1);
fori=1:N+1
{ ey (k+1) = cost; 1 (k)ef, (k) — sind; 1 (k)\?d o, (K);
Ay, (k +1) = sind;_, (k)e', Y (k) + costi_ (k)N ?d o, (k);
}

erg (kb +1) = e%lﬂ)(k +1);

I es(k+1) lI= /€3, (k+1) + X | es(k) |
costy(k+1) = M/2 | e (k) || / || ep(k +1) ||
sindp(k +1) = egq, (k+1)/ || ep(k+1) ||

c(k + 1) = [1; zeros(N + 1,1)];
fori=1:N+1

{ evis—i = —sinby, (k)i
¢ = costh (k)ci;
}

Couzx = [07 C(k + 1)]7

forir=1:N+1

{ oldvalue = coug,,,;
Couziy; — Sinei—l(k)caw?l + 60891'_1(I{7)Cauxi+1;
Couz, = COSQi_l(k)Cau:vl - Sinei—l(k)OZdUalue;

}

oldvalue = cayy,;

126



(Continuacao do Algoritmo FQR_POS_F)

Cauzy = €050 (k 4 1)Cauz, — 51005 (k 4+ 1)Coupy a5
Canan s = Sin0f(k + 1)oldvalue + cosOf (k + 1)Cauzy 45
c(k+1)=cuz(2: N +3);
fori=1:N+1
{ oldvalue = c;

L=\ + ¢y

cost,_ (k+ 1) = oldvalue/cy;

sinf,,  (k+1) = —ci1/ca;

FUD (ke + 1) = [f(k); sinfy(k+1)y(k)];
auzy = O (k + 1);
fori=1:N+1
{ aux; = costh,_ (k + 1)aux;_; — sint), _ (k+ l)fi(ﬁfl“)(k +1);
filk +1) = sinfy_ (k+ 1)aux;_y + cost,  (k + l)fi(ﬁw)(k +1);
}
7(0)(k +1)=1;
fori=1:N+1
{ sinf;_y(k+1) = fi(k+ 1)/ D(k + 1);
costi_1(k +1) = /1 — sin20;_1(k + 1);
YO (k +1) = cost_1(k + 1)y (k + 1);
}
Yk +1) =7V (k +1);
e (k+1) = d(k + 1);
fori=1:N+1
{ e (k+1) = costiy (k+ ey " (k+1) — sinf_y (k + 1)AY?dy, (k);
qui(k + ].) = sin@i_l(k + 1)6517'171) (k’ + ].) + COSgi_l(k' + l)Al/quQl(k);

eq(k+1) = el ™V (k +1);
e(k+1)=e4(k+1)y(k+1);
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2. O Algoritmo FQR_PRI_F:

FQR_PRIF

Inicializacao:

| es(k) ||= € = valor positivo e pequeno;
dfqg(k) = dqg(k') = zeros(N + ]., ].),

cos0 (k) = cosO, (k) = ones(N + 1, 1);
sin@(k) = sin@(k) = zeros(N + 1, 1);

1/(k) =1;
a(k) = zeros(N + 1,1);
fork=1,2,...

{ &0 (k+1) =a(k+1);
forir=1:N+1
{ e (k+1) = cost_i (k)ell (k) — sin;_1 (F)AY?d ga, (k);
dpgo; (k +1) = sinf;_; (k) (k) + costiy (k)N/?d go, (k);
¥
e (k+1) = efy ™ (k +1);
(kb +1) = erq (k+ 1)[1/7& )1]
+
a2 (k +1) = [a(k); an]
auzy = al™ ™ (k + 1);
forir=1:N+1
{ aur; = cost_ (k)auw; , — sinb,_ (k)a Z_]ZIH (k+1);
ai(k +1) = sinb,_ (k)auz; 1 + costh,_ (k) Zflw (k+1);
}
| es(k+1) ll= /e, O+ 1)+ A eg(k) |12
coslp(k+1) = M2 | ep(k) || / || es(k+1) ||
sinfp(k+1) = erq, (k+1)/ || es(k +1) ||
c(k + 1) = [1; zeros(N + 1,1)];
fori=1: N+ 1

= cosHéN+1 (k)cl,
}
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(Continuagao do Algoritmo FQR_PRI_F)

Cauz = (05 (b + 1)];
fori=1:N+1
{ oldvalue = couq,,,;
Cauziy = STW0;1(K)Cauzy + c050; 1 () Cana, 5
Caug; = €088;_1(k)Cauz, — sinb;_1(k)oldvalue;
}
oldvalue = cayy,;
Cauzy = €050 (k 4 1)Cquz, — Sin0(k 4 1)Cauay 55
Canan s = Sin0f(k + 1)oldvalue + cosOf (k + 1)Caupy 45
c(k+1)=cuz(2: N +3);
fori=1:N+1
{ oldvalue = c;
o =/cf+cly;
cost,  (k+ 1) = oldvalue/cy;
sindy,,_ (k+1) = —cip1/es;
}
/YO +1) = 1;
fori=1:N+1
{ 1/99(k +1) = /[1/76D(k + D2 + a?(k + 1);

1/~G=D (k41
costi (k + 1) = Moo 0D,

. a;(k+1)
sinb;_1(k+1) = %,
}
y(k+1) =1/[1/yN Dk +1)];
eV (k+1) =d(k+1);
fori=1:N+1

{ e (k+1) = costi_i(k+1)ey (k+1) — sind;_y(k + 1)AY?dy, (k);
qui(k + ].) = sin@i_l(k + ].)61(;1_1) (k’ + ].) + COSgi_l(k' + l)Al/quQl(k);

e (k+1) = e ™ (k +1);
e(k+1)=re4(k+1)y(k+1);
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3. O Algoritmo FQR_POS_B:
A primeira versao deste algoritmo é baseada no fato de que o ultimo elemento

de f(k+1) (ou fyi1(k+1)= %) é conhecido antes de seu cdlculo.
i

FQR_POS_B - Versao 1

Inicializacao:
€ = valor positivo e pequeno;
les(k) 1= e
dsg2(k) = zeros(N + 1,1);
dyo(k) = zeros(N +1,1);
cosB(k) = ones(N + 1,1);
sin@(k) = zeros(N + 1, 1);
f(k) = zeros(N + 1,1);
fork=1,2,...
{ e (k+1) =k +1);
fori=1:N+1
{ ) (k+1) = cost_ (k)ell, ' (k + 1) — sinf; 1 (k)X 2dsgan 0. (k);
dfq2N+2—i(k + 1) = Sinezfl(k)eftn (k + ) + COSQi,l(k))\l/dequH_i(k);
}
erg (kb +1) = egc];le)(k +1);
les(k+1) = \/efcql(k +1)+ A es(k) 1%
| k1) [|=] sk +1) |
fori=1:N+1

{1204 1) 1= /1l €7 (k4 1) |2+ (k 4+ 1);
wwmﬂ(k+n—ue“*’%+nn/n N+ 1) I
(k+1) =dpga(k+ 1)/ | €Nk +1) ||

!
sinf [
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(Continuacao do Algoritmo FQR_POS_B - Versao 1)

auzy = x(k+1)/ || €7k +1) |;
vk +1) = auxg;

fori=1:N
fnyo—i(k)—sind;  (k+1)auz;—1
{ fyimi(k+1) = — cos9}.,]?ficl+1) ;
auz; = —sintly_ (k + 1) fny1-i(k) + costly_ (k + 1)auz; i;
}
YOk +1) = 1;
fori=1:N+1
{ sinbi 1(k+1) = fapo ik +1) /75D (k +1);
costi_1(k +1) = /1 — sin20;_1 (k + 1);
YD (k4 1) = cost_1 (k + 1)y (k + 1);
}
Yk +1) =y (k4 1);
e (k +1) = d(k + 1);
fori=1:N+1
{ el (k+1) = cost 1 (k + V)eg, (k+1) — sind;_1 (k + 1D)A ?dgay,,_, (k);
gy (k4 1) = sinbi_y (k + 1)el™ ) (k 4+ 1) + costi_y (k + V)N 2d gy ., . (k);

42N 42—

e (k+1) = e ™ (k +1);
e(k+1)=re4(k+1)y(k+1);
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A segunda versao do algoritmo FQR_POS_B é baseada na computacao direta de

‘ er(k+1
f(k+ 1) de acordo com (4.84) e requer o calculo de m.

FQR_POS_B - Versao 2

Inicializacao:
€ = valor positivo e pequeno;
I es(k) ||= e
dsepo(k) = zeros(N + 1,1);
dyo(k) = zeros(N +1,1);
cosB(k) = ones(N + 1,1);
sin@(k) = zeros(N + 1, 1);
f(k) = zeros(N + 1,1);
fork=1,2,...
{ e (k+1) =k +1);
fori=1:N+1
{ D (k4 1) = costi 1 (k)el V(k + 1) — sins_1 (k)N 2dpgan,, . (k);
dfgayse i (k+1) = sinfy_1 (k)elr ) (k + 1) + costy_1 (F)AN2dea, ., (K);

erg (kb +1) = egc];le)(k +1);

I es(k+1) lI=y/e3,, (k+1) + X | es(k) |
N

1Dk +1) [|=] ef(k+1) |

fortc=1:N+1

L 0+ 1) 1= /1 €7 (b4 1) 2 43, ( + 1);
costly  (k+1) =l k1) || /1 ek +1) |
. N+1—12
sind, (k+1) =dpp (k+1)/ [ €k +1) |

}
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(Continuacao do Algoritmo FQR_POS_B - Versao 2)

— (k)esq, (F+1) |

QUT0 = e, (ko

fori=1:N+1

{ fisr(k+1) =costly | (k+1)fi(k) —sinby, . (k+1)auw;_i;

—i

auxr; = ginH’ (k‘ —+ ]_)fz(k) + COSglfN_H_i(k + l)auxi—l;

fNg1—i
} (k+1)
re oy = Jo(k +1);
vr(k+1) = auzngg;
7(0)(k +1)=1;
fortr=1: N+1
{ sinf_1(k+1) = fyio—i(k+1)/7D(k +1);
costy_1(k +1) = \/1 — sin?0;_1(k + 1);
YO (k4 1) = cost;_1 (k + 1)y (k + 1);
}
Yk +1) =y (k4 1);
eV (k+1) =d(k +1);
fortr=1: N+1
{ Dk +1) = costi 1 (k+ 1)el (k + 1) — sinfi_y (k + DA 2d gy, (k);
gy (k4 1) = sinbi_y (k + 1)el™ ) (k 4+ 1) + costi_y (k + V)N 2d gy, . (k);

42N 42—

eq(k+1) = el ™V (k +1);
e(k+1)=e4(k+1)y(k+1);
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4. O Algoritmo FQR_PRI_B:

A primeira versao deste algoritmo é baseada no fato de que o ultimo elemento

de a(k+1) (ou aysi(k+1)

z(k+1)

) é conhecido antes do seu calculo. Esta

e w)
versao deste algoritmo foi apresentada em [19].

FQR_PRI_B - Versao 1

Inicializagao:

e = valor positivo e pequeno;

| € (k) I|I=

I es(k) 1= e

dsepo(k) = zeros(N + 1,1);

dy (k) = zeros(N + 1,1);

cosB(k) = ones(N + 1,1);

cos@(k) = ones(N +1,1);

sin@(k) = zeros(N + 1, 1);

sin@'s (k) = zeros(N + 1,1);

a(k) = zeros(N + 1,1);

fork=1,2,...

{ e (k+1) = a(k+1);
fori=1:N+1

}

N+1
erg(k+1) = e;qf )(k +1);
o z(k+1)
auzy =

721 €P )]’
ani1(k + 1) = auxy;
fort=1: N
aN+2—i(k)*Sin9'i_l

{ aNJFl*i(k + 1) = cosﬂ} fl(k) !

auz; = —sinlly_ (k)ani1-i(k + 1) + costy,_ (k)auz; i;
¥
| er(k+1)ll= \/equl(k + 1)+ A ep(k) 1%

(k)auz;_1

i—

{ ) (k+1) = cost;_y (k)efy " (k + 1) = siny_ (F)A2ds, ., (R);
Aoy oi (b + 1) = sind;_y (k)el D (k + 1) + cosOy_1 (F)Ad gy, (k);
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(Continuacao do Algoritmo FQR_PRI_B - Versao 1)

| ey k4 1) 1=l es(k+1) I

forz-l'N+1

(NP4 1) = ] 50k ) 2 4, ()
costy,,._,(k+1) =|l ] 7 (k + 1) ||/||eN“ k1) )
sinfly . (k+1) =dsp,(k+1)/ ||€NJrl (k+1);

+1

/A0 +1) = 1;
fortr=1: N+1
{17900k +1) = \[1/4ED(k+ D] + 63y (k+1);
(i-1)
cost; 1(k+1)= I/JT((I%?)I))5
. aNyo—i(k+1),

Slngz'_l(k' + ].) = %,
}

vk +1) = 1/[1/4yN D (k 4+ 1));
eV (k+1) =d(k +1);
for 2 =1:N+1
{ Dk +1) = costi_y (k + 1)el (k + 1) — sinfi_y (k + )N 2d gy, ., (k);

dgonrr (K +1) = sinfi_q (k + l)eg1 )(k + 1) + cost_1 (k + l)Al/qugNJr%i(k);
}
e (k+1) = e ™V (k +1);

e(k+1)=e4(k+1)y(k+1);
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A segunda versao do algoritmo FQR_PRI_B é baseada na computacao direta de
. e, (k+1) _
a(k + 1) de acordo com (4.85) e requer o calculo de VTG Esta versao deste

algoritmo foi apresentada em [18].

FQR_PRI_B - Versao 2

Inicializacao:
€ = valor positivo e pequeno;
| €f (k) = e
I es(k) lI= e
dsepo(k) = zeros(N + 1,1);
dy (k) = zeros(N + 1,1);
cosO(k) = ones(N +1,1);
cosB's (k) = ones(N + 1,1);
sin@(k) = zeros(N + 1, 1);
sin@'s (k) = zeros(N + 1,1);
a(k) = zeros(N + 1,1);
fork=1,2,...
{ e (k+1) = a(k+1);
fori=1:N+1
{ ) (k+1) = cost_i (k)ells D (k + 1) — sinbi_y ()N ?dsga.,, (k);
Argonsri(k+1) = sinbi_1 (k)ef, Y (k + 1) + costy 1 (F)A 2d gy, (K)

}
erg(k+1) = e;];lﬂ)(k +1);

_ erqy (k+1) .
AULO = SNI2e; (R
fori=1:N+1
{ ai_1(k +‘1) = costy,  .(k)ai(k) —sind (k)auw; i;
aux; = smH}NHfi(k)ai(k) + cosH}NHii(k)au:vi,l;
e+l .
e, — “(k+1);
an1(k+1) = auzyiq;

leslk+1) lI= y/e3, (k+1) + X | es(k) |
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(Continuacao do Algoritmo FQR_PRI_B - Versao 2)

| ey k4 1) 1=l es(k+1) I

forz-l'N+1

(NP4 1) = ] 50k ) 2 4, ()
costy,,._,(k+1) =|l ] 7 (k + 1) ||/||eN“ k1) )
sinfly . (k+1) =dsp,(k+1)/ ||€NJrl (k+1);

+1

/A0 +1) = 1;
fortr=1: N+1
{17900k +1) = \[1/4ED(k+ D] + 63y (k+1);
(i-1)
cost; 1(k+1)= I/JT((I%?)I))5
. aNyo—i(k+1),

Slngz'_l(k' + ].) = %,
}

vk +1) = 1/[1/4yN D (k 4+ 1));
eV (k+1) =d(k +1);
for 2 =1:N+1
{ Dk +1) = costi_y (k + 1)el (k + 1) — sinfi_y (k + )N 2d gy, ., (k);

dgonrr (K +1) = sinfi_q (k + l)eg1 )(k + 1) + cost_1 (k + l)Al/qugNJr%i(k);
}
e (k+1) = e ™V (k +1);

e(k+1)=e4(k+1)y(k+1);
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