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4.1 A Solucao Geral das Equacoes Diferenciais

* Qualquer circuito LIT pode ser descrito por uma equacao
diferencial com coeficientes constantes, cuja forma geral é

dny dn-1 dy dm d
an o+ Gno1 Gy b b @ G0y = b T e by box

* O lado direito da equacao acima é conhecido como Funcao
Forcante, F(t)

e Se F(t) for nula, a equacao se reduz a uma ED homogénea:

dry dn—1y dy
dn i -+ dn-1 e -+ a5 I

+aoy—0

que possui n solucdes LI diferentes, y,(t) a y,(t)
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* Asolucao da EDH é dada pela combinacao linear

yu(t) = Kiy1(t) + Koye(t) + -+ + Kayalt)

* FE asolugdo completa da equagéo nGo-homogénea é
y(t) = yu(t) + yp(?)

onde y,(t), a solucao da equacao homogénea correspondente,
e conhecida como solugdo complementar e o termo y,(t) é
qualquer solucao da ED nao-homogénea, sendo conhecida
como solug¢ao particular.
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 Admite-se que as solucoes de

i —i—an—ldt,n_l + e +a1a+aoy~——-0

an

tenham a forma ¥(¢) = €"* com r uma constante a ser

determinada. Substituindo esta solucao na EDH acima,

chegamos a equacao caracteristica (ou auxiliar) temos:
anr® + ap1 1" + - +awr +ap =0

gue possui n solucdes de modo a chegarmos em

yu(t) = Kient 4+ Kperst + - - 4 Kpeat
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Se algumas das raizes da equacgdo caracteristica forem complexas, yy(7) deverd
ser escrita de uma forma diferente. Os coeficientes da equacdo diferencial que descreve
qualquer circuito sdo reais €. assim. quaisquer raizes complexas da equacdo caracteris-
tica devem ocorrer em pares de complexos conjugados. Se, por exemplo, uma raiz for
ry, = —a + j, onde a e f sdo reais, entdo outra raiz devera ser r, = —a — jfB. Pela
identidade de Euler ¢*? = cos § + j sen 0, os termos K)e! + Kse'x! podem ser
combinados da maneira seguinte:

e~ 2t (K1e7ht + Koe7ht) — e=2t[( Ky + K3) cos Bt + j(K1 — Kg)senBt]
= e *(Kg3 cos Bt + KasenBt)
= Kse=*t cos (Bt + ¢)

Se houver raizes repetidas, os termos ndo serdo independentes ¢ a
equagdo ndo representard a solucdo mais geral. Se r, = r,, por exemplo,
Kjent 4 Kperit =(K; + Kj) ent= Kent, Neste caso, pode-se mostrar que y,(f) = ¢
e y,(t) = tent sio solugBes independentes, de maneira que a solugdo geral serd

yu(t) = (Ki + Kat) ent + Kaerst + -+ + Kyennt

Se a raiz r; for repetida k vezes, de maneira que ry =r, =

e — Fg =
is geral ser4 , entdo a solu¢do

yu(t) = (K1 + Kot + -+ + Kgth=1) ent 4 -+ 4 Kpert °
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* Ela consta de duas partes: a sollugao complementar y,(t),
obtida substituindo-se F(t) por zero, e a solugao particular y,(t).

* Dois métodos padrdes para a solucao particular sao a variagao
de parametros e o dos coeficientes indeterminados.

O segundo é o mais simples (para a maioria dos circuitos) e
neste caso F(t) deve conter um nr finito de derivadas LI (3 ou
cos(t) por exemplo), ndo sendo valido para circuitos variantes
com o tempo.

O método dos coeficientes indeterminados consiste em examinar a fun¢io for-
cante F(f) e estimar a forma de yp(?). As amplitudes dos termos na solu¢ao estimada
sdo entdo escolhidas de maneira que yp(7) satisfaca a equacdo diferencial original para
todos os valores de 7. Caso a solugdo estimada yp(f) ndo possa ser adaptada para
satisfazer a equacdo diferencial, esta forma estimada de yp(f) ndo é conveniente.
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* Solucdes particulares para algumas funcdes forcantes:

F(t) Solucdo particular
K A
Kt At + B
K t? At? + Bt +C
K senwt Asenwt + Bcoswt
k e-at Ae-at

‘% +2 ‘2—’; + 5y =1

Solugdo. A equagdo caracteristica P +2r+5 =0 tem raizes em r =-1 *j2, de maneira
que

yu(t) = e 4K, cos 2t + K, sen 21)

A substituicdo da solugdo particular estimada yr(f) = At + B na equacdo diferencial resulta
em '

2A + 5(At + B) =t
que requer SA =1 e 24 + 5B =0, ou seja, A =1/5 ¢ B = -2/25.

W) = et (Kycos 2t + Kysen2r) + A (5t — 2)
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Sempre que um termo em F(f) corresponder a uma raiz repetida da equagdo
caracteristica (digamos uma raiz de ordem m), os termos correspondentes da solugdo
estimada deverdo ser multiplicados por ™.

Exemplo: d?% dy

Solucdo. ‘A equacgdo caracteristica P +4r+ 4 =@+ 2)’ =0 tem uma raiz dupla em r =-2,

e yua(t) = (K; + Kst) €2,

Portanto, a solugio particular normal de Ae¢™* serd substituida por yp(f) = A<, A

substituicdo desta expressio na equacgdo diferencial dd

(2 — 8¢ + 41®) A2t + (8t — 81%) At + 4Ar%2 = *¢

A solugdo geral de uma equagdo diferencial de n-ésima ordem contém n coms-
tantes arbitrarias, K;, K,, ..., K,,. Estas constantes devem ser calculadas a partir do
conhecimento das condigdes iniciais, que ndo podem ser obtidas da prépria equagdo
diferencial, mas que devem ser encontradas no circuito.
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4.2 Condicoes Iniciais

"Em geral, a ordem da equagdo diferencial que relaciona a entrada ¢ a saida de
um circuito é a soma do nimero de capacitincias e do nimero de induténcias, embora

em alguns casos a ordem possa ser mencr que isto. O niimero de constantes arbitrdrias

na solugdo, e portanto o nimero de condigGes iniciais necessdrias, é igual 4 ordem da
equacgdo diferencial,

A maior parte dos exemplos deste capitulo envolverd equactes diferenciais de
segunda ordem e precisard do conhecimento de y(0+) e [dy/dt] (0+). O valor inicial da
saida pode ser obtido pela aplicacdio dos Teoremas 3.3-1 a 3.3-3. Se nio houver
impulsos presentes, a tensdo nos terminais de uma capacitincia’' e a corrente que
atravessa uma indutancia ndo se podem alterar instantaneamente e devem ter 0 mesmo
valor em ¢ = O-e em ¢ = O+. Logo que estas grandezas tenham sido determinadas,

todas as tensOes e correntes no instante ¢ = 0+ poderdo ser encontradas pelas leis de
Kirchhoff.

Freqiientemente o circuito dado ndo contém energia armazenada para ¢ < 0, ou
seja, ec(0—) = ir(0-) = 0. Se, além disto, a fonte aplicada nfo causar nenhum impulso,
entio ec(0+) = iL(0+) = 0.* Com a finalidade de calcular as tensSes e correntes
iniciais em um circuito sem energia inicialmente armazenada, portanto, as capacitincias
poderdo ser substituidas por curto-circuitos e as indutincias por circuitos abertos, e o
circuito inteiro poderd ser transformado em um circuito resistivo. Deve ser enfatizado
que as grandezas dec/dt e diz [dt ndo s3o necessariamente nulas em ¢ = 0+, mesmo que
ec(0+) e ir.(0+) seiam nulas.

10
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Ex: Para o circuito da figura abaixo, assumindo nao haver
energia armazenada para t<0, determine i,(t).

io()
—
9 | —y—
zl(t)é fC(’)%
R, A
i(r) = U_l(I)T< ) R, C 7~ eo(?)

11
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4.3 A Solucao Completa de Circuitos

Sol. ED+Cond. Iniciais = Sol. Completa

—$

i1() = U_t) = e,(t) = Ket/RC + R

+ — e, = I
e(0+) =0 —> e,(t) = R(1 — e t/EC)

R

12
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[ —$
i (f) ¢ R Teg(r)
|
I -
de, 1 . -
C ” -+ 2 €0 = I i1(t) = (cos wt) U-«(2)
—> ¢,(t) = Ke ¢/RC | R (cos wt + wRCsen wt)
1 + (0RC)?

13

e(0+) =0 — K = —RJ[1 4+ («RC)?



Instituto Militar de Engenharia
Real Academia de Artilharia, Fortificagédo e Desenho-1792

* No caso de varias equacoes (nodais ou de lacos),
€ necessario chegar-se a uma unica ED
relacionando entrada e saida

* O livro sugere eliminacao de incognitas
indesejadas ou, qguando mais complicado, o uso
de um operador p—que muito lembra a
transformada de Laplace—para gerar uma unica
ED (todo sistema LIT tem uma unica)

* Ocasionalmente, os teoremas da superposicao,
de Thévenin e de Norton podem ser uteis.

14
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4.4 O Significado Fisico das Solucoes Complementar e Particular

A solugdo complementar yy(f) é a solugdo 4 equagdo diferencial homogénea
correspondente, estando a entrada, e portanto, a fungdo forgante F(z), feita igual a
zero. A forma de yu(r) é completamente determinada pelas raizes da equacgdo caracte-
ristica, que, por sua vez, dependem somente do circuito. Se nao houver fonte externa
para ¢ > 0, como ocorre quando o circuito ¢ excitado somente por alguma energia
inicialmente armazenada (ou, equivalentemente, sujeito a uma fun¢do impulso em
t = 0), entdo yp(t) = 0, e yu(t) é a solugdo completa. Como a solugdo complementar
representa 0 comportamento do circuito quando a fonte estiver em repouso, ela €
também chamada resposta livre. A solugdo particular yp(f) é chamada a resposta
forcada.

A natureza da resposta livre pode ser vista examinando-se as raizes da equago
caracteristica. Como as raizes podem ser nameros reais ou complexos, elas podem ser
desenhadas como pontos em um plano complexo,

15
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Esboce o lugar geométrico gerado pelas raizes da equacao caracteristica
quando a resisténcia R ¢ variada.

C

i(?)
WfO

V

A equacdo caracteristica r o+ (R/Lyr + 1/LC = 0 ¢ reescrita como

!'24—211"—]—(032:0

16
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Quando « é positivo, mas menor que w,, as raizes estao em
: 4 2
—a Fjuy = —a £ jVawl? — «a

O simbolo w, & chamado freqiléneia angular emortecida natural,
pois ele é a frequéncia angular da resposta livre quando R esta presente,
enquanto wq ¢ a freqiencia angular ndo-amortecida natural,

Eixo | Eixo
imaginério imaginério
A !
/’ )
”
,’ wo
a = wgy “g wd
{
!
A - o >
i )
\ Eixo E::IJ
\
\\ real
\\
™ — -~y = 0 -
X
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r: 4 2ar + wy? = 0’ « =R/2L ¢ w,2 = 1/LC.

A taxa de amortecimento { é uma grandeza adimensional que é definida por « = {w,,
de maneira que a equagdo caracteristica pode ser reescrita como

r2 + 2{0)0?‘ _!_ w02 —
Da discussdo acima, a resposta livre é uma sendide de amplitude constante quando { = 0,é
uma oscilagio amortecida quande 0 < { < 1, e nio contém oscilagdes quando ¢ > 1. As

condigies onde 0 < { < 1,{ =1, e { >1 sdo frequentemente chamadas os casos
subamortecido, criticamente amortecido e superamortecido, respectivamente.

dry dr—1ly dy dmx d.
Gn = b Gn1 gt b H @AY = by e b1£+ng

dt™

18
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Ao invés de dividir a resposta de um circuito em componentes livre e forcado, ela
pode também ser dividida em componentes transitorio e de estado permanente:

y(t) = yr(t) + yss(f)

O componente transitorio yr(t) é aquela parte da solugdo que decresce para zero
quando ¢ se torna muito grande. O componente de estado permanente V() consiste

dos termos que continuam depois que os termos transitorios tiverem desaparecido.

Se todas as raizes da equagdo caracteristica estiverem no semiplano esquerdo
aberto, e se a resposta forcada nio desaparecer quando ¢ tender para infinito, entdo
yr(t) = yy(t) e y(t) = yp(t). Na se¢io seguinte e no Cap. 5 admitir-se-d2 que

ysg(t) = yP(t)'

20
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4.5 O Estado Permanente em DC

Uma fonte que ¢ igual a uma constante para todos os valores de ¢ é conhecida
como uma fonte de corrente continua. Portanto, uma fungdo degrau é equivalente a
uma fonte de corrente continua aplicada subitamente ao circuito.

Na consideracdo da resposta forcada de um circuito, a forma de todas as tensoOes
e correntes é determinada pela forma da entrada. Nesta se¢do, admitimos que as
entradas sejam fontes de corrente continua e que a resposta livre yy(7) decresce para
zero, de maneira que yp(f) = yss(z). Entdo todas as tensGes e correntes terdo valores
constantes no estado permanente.

Comportamento no

Elemento Equacao de Definigdo Estado Permanente

Resisténcia e=Ri ;=R
cin . de . ..
Capacitancia i = C}i—t i = 0 (circuito aberto)
. di ..
Indutancia e =L — ¢ = 0O (curto-circuito)

21
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4.6 A Resposta Forcada a e*St

A resposta a uma entrada com a forma e%%, onde s é um paridmetro independente
que é uma constante com relac@o a ¢, é importante para o.material dos Caps. 5, 6, 9 e
10. A solugfo particular tem a forma yp(f) = H(s)e’, onde H(s) é um fator multipli-
cativo cujo valor depende d6 parimetro s, mas ndo de ¢

yp(t) = H(s) et quando x(t) = _ (4.6-1)

A forma geral da equacdo diferencial relacionando a entrada e a saida de um
circuito, como dado na Eq. 4.4-1, é

dry dy dmx -, dx
andt—n‘}-"'—f—alzﬁ‘}'ao}’:bmﬁ "'+blgt“+b0x (4.6-2)

Substituindo as Eqgs. 4.6-1 em 4.6-2, obtemos
(@ns™ + -+ + a1s + ao) H(s) €t = (bps™ + -+ - + bis + byp) ¢
portanto
bs™ 4 ... —|—bls+bg

() = Ans™® + .-+ 4 a15 + agp (4.6-3)

22
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Exemplo:

4.19 Na Flg P4.19 a chave K esteve fechada durantc tempo suficiente para que quaisquer
transitorios anteriores tenham desaparecido. Se a chave se abre em ¢ = 0, determine e esboce
1(f) para todo ¢ > 0. Determine o valor numérico de i(f) no primeiro méximo e no
primeiro minimo. |

K 2Q 1H
4——0—/\/\/\, -9
J;‘(t)
6V T—E- 1.F o~ 10
_'

Fig. P4.19

23
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