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Resumo da Tese apresentada �a COPPE�UFRJ como parte dos requisitos necess�arios

para a obten�c�ao do grau de Doutor em Ci�encias �D�Sc��

NOVOS ALGORITMOS DE FILTRAGEM ADAPTATIVA� LMS COM

REUTILIZAC� �AO DE DADOS E RLS R�APIDO BASEADO EM

DECOMPOSIC� �AO QR

Jos�e Antonio Apolin�ario Junior

Junho���

Orientador� Paulo S�ergio Ramirez Diniz

Programa� Engenharia El�etrica

Este trabalho apresenta dois novos algoritmos de �ltragem adaptativa� um deles

do tipo m��nimo m�edio quadr�atico com reutiliza�c�ao de dados e o outro dos m��nimos

quadrados recursivo r�apido baseado em decomposi�c�ao QR�

A primeira parte deste trabalho apresenta e analisa um novo algoritmo do tipo

LMS� o algoritmo LMS binormalizado com reutiliza�c�ao de dados �BNDR	LMS�� o

qual apresenta resultados favor�aveis em rela�c�ao a outros algoritmos LMS norma	

lizados quando o sinal de entrada �e correlacionado� Para este algoritmo� an�alises

na m�edia e na m�edia quadr�atica s�ao apresentadas e uma f�ormula fechada para o
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erro m�edio quadr�atico �e fornecida para sinais de entrada brancos bem como sua

extens�ao para o caso de ru��do colorido� Um modelo simples para o vetor sinal de en	

trada que proporciona simplicidade e tratabilidade para a an�alise de estat��sticas de

segunda ordem �e completamente descrito� A metodologia �e prontamente aplic�avel

a outros algoritmos adaptativos de dif��cil an�alise� Resultados de simula�c�oes mos	

tram o desempenho do algoritmo BNDR	LMS para diferentes cen�arios e validam a

an�alise e seus pressupostos� Uma extens�ao do algoritmo BNDR	LMS para incluir

restri�c�oes �e tamb�em derivada de modo a aplicar este algoritmo a um receptor m�ovel

que emprega CDMA �direct	sequence code	division multiple accesss�� Al�em disto�

uma otimiza�c�ao do passo de converg�encia �e proposta para levar a cabo esta apli	

ca�c�ao com os requisitos con�itantes de converg�encia r�apida e m��nimo erro m�edio

quadr�atico �MSE� em estado estacion�ario�

Na segunda parte deste trabalho� os princ��pios por tr�as da triangulariza�c�ao via

decomposi�c�ao QR da matriz de dados de entrada ponderada e os tipos de erros

usados no processo de atualiza�c�ao s�ao explorados de modo a investigar as rela�c�oes

entre os diferentes membros desta fam��lia de algoritmos QR r�apidos� Os algoritmos

s�ao classi�cados de acordo com uma estrutura geral e um novo algoritmo QR r�apido

baseado em rota�c�oes de Givens usando erros de predi�c�ao progressiva a priori �e

apresentado junto com as descri�c�oes detalhadas dos quatro algoritmos QR r�apidos

classi�cados e duas vers�oes em treli�ca� Finalmente� uma contribui�c�ao �a an�alise em

precis�ao �nita dos algoritmos QR r�apidos �e apresentada�
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Abstract of Thesis presented to COPPE�UFRJ as a partial ful�llment of the

requirements for the degree of Doctor of Science �D�Sc��

NEW ADAPTIVE FILTERING ALGORITHMS� LMS WITH

DATA�REUSING AND FAST RLS BASED ON QR

DECOMPOSITION

Jos�e Antonio Apolin�ario Junior

May���

Advisor� Paulo S�ergio Ramirez Diniz

Department� Electrical Engineering

This work presents two new adaptive �ltering algorithms� one of them a least	

mean	square type with data	reusing and the other one a fast recursive least	squares

based on QR decomposition�

The �rst part of this work presents and analyzes a new LMS	like algorithm�

the binormalized data	reusing least mean	square �BNDR	LMS� algorithm� which

compares favorably with other normalized LMS	like algorithms when the input sig	

nal is correlated� For this algorithm� convergence analyses in the mean and in the

mean	squared are presented and a closed	form formula for the mean	square error
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is provided for white input signals as well as its extension to the case of colored

input signal� A simple model for the input	signal vector which imparts simplicity

and tractability to the analysis of second	order statistics is fully described� The

methodology is readily applicable to other adaptation algorithms of di�cult anal	

ysis� Simulation results show the performance of the BNDR	LMS algorithm for

di�erent scenarios and validate the analysis and ensuing assumptions� An extension

of the BNDR	LMS algorithm to include constraints is also derived in order to apply

this algorithm to a direct	sequence code	division multiple access �DS	CDMA� mobile

receiver� Moreover� a step	size optimization is proposed to accomplish this practi	

cal application with the con�icting requirements of fast convergence and minimum

steady	state mean	square error �MSE��

In the second part of this work� the principles behind the triangularization of the

weighted input data matrix via QR decomposition and the type of errors used in

the updating process are exploited in order to investigate the relationships among

di�erent fast algorithms of the QR decomposition family� The algorithms are clas	

si�ed according to a general framework and a new fast QR algorithm based on

Givens rotation using a priori forward errors is introduced along with the detailed

description of the four classi�ed fast QR algorithms and two lattice versions� Fi	

nally� a contribution towards the �nite precision analysis of the fast QR algorithms

is presented�
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Cap��tulo �

Filtragem Adaptativa

��� Introdu�c�ao

Nas �ultimas d�ecadas� o campo do processamento digital de sinais� e particularmente

o de processamento adaptativo de sinais� tem se desenvolvido enormemente devido �a

tecnologia crescentemente dispon��vel para a implementa�c�ao de algoritmos modernos�

Estes algoritmos t�em sido aplicados a um extensivo n�umero de problemas incluindo

cancelamento de ru��do e de eco� equaliza�c�ao de canais� predi�c�ao de sinais� arranjos

�arrays� adaptativos bem como muitos outros� Uma aplica�c�ao particular exem	

pli�cada no Cap��tulo � �e a detec�c�ao multiusu�aria adaptativa num receptor m�ovel

DS	CDMA que mostra a utilidade de t�ecnicas de �ltragem adaptativa em sistemas

m�oveis de comunica�c�oes�

Um �ltro adaptativo pode ser de�nido como um �ltro digital auto	modi�c�avel

que ajusta seus coe�cientes de modo a minimizar uma fun�c�ao de erro� Esta fun�c�ao

de erro ou fun�c�ao custo �e obtido da diferen�ca entre o sinal "refer�encia# ou "desejado#

e a sa��da do �ltro� Algoritmos de �ltragem adaptativa s�ao de fato intimamente re	

lacionados �as t�ecnicas de otimiza�c�ao cl�assicas embora nestas �ultimas todos c�alculos

s�ao executados "o$ine#� Al�em disto� de um �ltro adaptativo �e algumas vezes espe	

rado que ele acompanhe o �ltro �otimo �ou �ltro de Wiener como �e chamado o �ltro

�otimo no sentido m�edio quadr�atico para um ambiente estacion�ario� num ambiente

ligeiramente variante no tempo�



De modo a comparar a grande variedade de algoritmos dispon��veis na literatura

de �ltragem adaptativa� os seguintes aspectos devem ser levados em considera�c�ao


���

� Estrutura� A maneira pela qual o algoritmo �e implementado pode ser basica	
mente dividida em dois tipos para os �ltros adaptativos FIR ��nite impulse

response�� �ltro transversal �ou tapped	delay line como �e conhecido no idio	

ma ingl�es� e estrutura em treli�ca �lattice em ingl�es�� Filtros adaptativos IIR

�in�nite impulse response� constituem um outro campo dentro da �ltragem

adaptativa onde podemos encontrar um grande n�umero de realiza�c�oes�

� Taxa de converg�encia� desajuste e acompanhamento �tracking�� Supondo uma
situa�c�ao onde inexiste ru��do de medi�c�ao ou de modelagem� os coe�cientes

de um �ltro adaptativo podem convergir rapidamente ou lentamente para a

solu�c�ao �otima� Os coe�cientes� em geral� n�ao alcan�car�ao os valores �otimos mas

permanecer�ao pr�oximos dos mesmos� Desajuste �e a medida de qu�ao pr�oximos

estes coe�cientes �os estimados e os �otimos� est�ao em estado estacion�ario� Pode

ser tomado como regra geral que para um dado algoritmo o mais r�apido voc�e

o faz convergir� maior ser�a seu desajuste� Em ambientes n�ao	estacion�arios� o

algoritmo deve ser r�apido o su�ciente para acompanhar os coe�cientes �otimos

variantes no tempo�

� Aspectos computacionais� Podem ser inclu��dos aqui a complexidade computa	
cional bem como o desempenho do algoritmo num ambiente em precis�ao �nita�

O esfor�co em se obter vers�oes r�apidas dos algoritmos mais complexos resulta

do desejo de reduzir a carga computacional a um n�umero m��nimo de opera�c�oes

e reduzir o tamanho da mem�oria necess�aria para poder rodar estes algoritmos

em aplica�c�oes em tempo real� Por outro lado� um ambiente em precis�ao �ni	

ta gera erros de quantiza�c�ao os quais chamam a aten�c�ao de projetistas para

estabilidade num�erica� precis�ao num�erica e robustez do algoritmo�

�



��� Conceitos B�asicos de Filtragem Adaptativa

A de�ni�c�ao da fun�c�ao custo d�a espa�co a um grande n�umero de diferentes algoritmos

de �ltragem adaptativa� O erro m�edio quadr�atico �e usado nos algoritmos conhecidos

como m��nimo �erro� m�edio quadr�atico ou "least mean	square# �LMS� e baseados no

LMS� enquanto que os m��nimos quadrados conduzem aos esquemas dos m��nimos

quadrados recursivos ou "recursive least	squares# �RLS�� Os algoritmos RLS podem

ser subdivididos em �ltros adaptativos RLS convencional� em treli�ca� transversal

r�apido e baseado em decomposi�c�ao QR�

A con�gura�c�ao b�asica de um �ltro adaptativo �e ilustrada na Figura ���� O sinal

de entrada �e denotado por x�k� onde k �e o n�umero de itera�c�ao� O sinal de refer�encia

d�k� pode ser visto �como num problema de identi�ca�c�ao de sistema FIR� como o

sinal desejado mais um ru��do de observa�c�ao� ou seja� xT �k�w� % n�k� onde w� �e o

vetor de coe�cientes �otimos e x�k� �e o vetor 
x�k� x�k � �� � � � x�k �N��T � com N

sendo a ordem do �ltro adaptativo� O sinal de erro �e e�k�  d�k�� y�k�� onde y�k�

�e a sa��da do �ltro adaptativo� Este erro ser�a usado no algoritmo de adapta�c�ao para

atualizar o vetor de coe�cientes w�k� do �ltro adaptativo�

Filtro
adaptat ivo

x(k) y(k)

d(k)

e(k)

+
- Σ

Figura ���� Con�gura�c�ao b�asica de um �ltro adaptativo
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����� O Erro M�edio Quadr�atico e os Algoritmos Baseados

no LMS

O erro m�edio quadr�atico ou "mean	square error# �MSE� �e de�nido por

��k�  E
e��k��  E
�d�k�� y�k���� �����

onde y�k�  
PN

i��wi�k�x�k�i�  xT �k�w�k�� com w�k�  
w��k�w��k� � � � wN�k��
T

sendo o vetor de coe�cientes�

O vetor gradiente do MSE em rela�c�ao ao vetor dos coe�cientes �e dado por

rw�k���k�  ��p % �pw�k� �����

onde p  E
d�k�x�k�� �e o vetor de correla�c�ao cruzada entre os sinais desejado e de

entrada� e R  E
x�k�xT �k�� �e a matriz de autocorrela�c�ao do sinal de entrada� A

solu�c�ao de Wiener �e obtida igualando	se o vetor gradiente a zero e assumindo que

R �e n�ao	singular� sendo dada por

w�  R
��p �����

N�os podemos abordar a solu�c�ao de Wiener buscando na dire�c�ao da estimativa

do vetor gradiente �algoritmo baseado na descendente m�axima ou "steepest	descent	

based algorithm# como �e usualmente conhecido em ingl�es� usando um passo �� Uma

solu�c�ao poss��vel e muito simples �e obtida usando	se estimativas instant�aneas de R

e p dadas por x�k�xT �k� e d�k�x�k�� O algoritmo baseado no gradiente resultante

�e conhecido como algoritmo "least mean	square# �LMS��

O algoritmo LMS �e muito popular e tem sido largamente usado devido a sua

simplicidade� Sua velocidade de converg�encia� entretanto� �e altamente dependente

da raz�ao de autovalores �n�umero de condicionamento ou "condition number#� da

matriz de auto	correla�c�ao do sinal de entrada 
�� ��� Esquemas alternativos que

tentam melhorar este desempenho ao custo de uma complexidade computacional

adicional m��nima t�em sido propostos e extensivamente discutidos no passado 
��&
���

Uma abordagem que tem sido empregada com sucesso em situa�c�oes onde as

estat��sticas do sinal s�ao desconhecidas �e o c�alculo "online# do fator de converg�encia

�



o qual toma parte na atualiza�c�ao dos coe�cientes do �ltro 
�� ��� O algoritmo LMS

normalizado �NLMS� pode ser inclu��do nesta categoria 
�� ��� Tamb�em pertencendo

a esta categoria est�ao os algoritmos que reutilizam dados os quais ser�ao descritos

mais tarde em maiores detalhes�

����� Os M��nimos Quadrados e os Algoritmos RLS

Uma outra fun�c�ao objetivo determin��stica e conveniente de ser usada em ambiente

estacion�ario �e conhecida como m��nimos quadrados ou "least	squares# �LS� sendo da	

da por �
k��

Pk
i�� e

��i�� A computa�c�ao dos m��nimos quadrados numa forma recursiva

resultou numa fam��lia de algoritmos conhecidos como m��nimos quadrados recursivos

ou "recursive least	squares# �RLS�� Os algoritmos RLS s�ao conhecidos por possuir

uma taxa de converg�encia r�apida que �e independente da raz�ao de autovalores da

matriz de correla�c�ao do sinal de entrada� Eles s�ao tamb�em bastante �uteis em apli	

ca�c�oes onde o ambiente �e ligeiramente variante� O pre�co de todos estes benef��cios

deste algoritmo �e um consider�avel aumento na complexidade computacional�

A fun�c�ao objetivo desta classe de algoritmos �e dada por

��k�  
kX
i��

�k�ie��i�  
kX
i��

�k�i
d�i�� xT �i�w�k��� �����

onde e�i� �e o erro de sa��da a posteriori no instante i e � �e o fator de "esquecimento#�

A solu�c�ao �otima no sentido dos m��nimos quadrados �e dada ap�os derivarmos ��k�

em rela�c�ao a w�k� e igualarmos o resultado a zero� O resultado �e dado pelo seguinte

produto do inverso de uma matriz por um vetor�

w�k�  

kX
i��

�k�ix�i�xT �i����

kX
i��

�k�ix�i�d�i�� �����

A simples computa�c�ao da equa�c�ao acima resulta num algoritmo com uma com	

plexidade computacional da ordem de N	 multiplica�c�oes ou O
N	�� Entretanto� o

c�alculo da inversa com O
N	� multiplica�c�oes pode ser evitado pelo uso do chamado

lema de invers�ao de matriz 
��� A rela�c�ao resultante �e usada no algoritmo RLS con	

vencional cuja complexidade computacional �e da ordem de N�� Esta complexidade

�



computacional pode cair para O
N � quando o vetor de entrada consiste de vers�oes

com retardo de um mesmo sinal� Um n�umero de O
N � ou algoritmos r�apidos est�ao

dispon��veis na literatura incluindo diferentes vers�oes de algoritmos RLS em treli�ca

ou "lattice# RLS 
�� e o algoritmo RLS transversal r�apido �FTRLS� 
� o qual �e

considerado o mais r�apido �no sentido de que um m��nimo n�umero de opera�c�oes �e

necess�ario� embora n�ao est�avel�

��� Algoritmos LMS� NLMS e com Reutiliza�c�ao

de Dados

Como ressaltado anteriormente� o algoritmo LMS usa estimativas da matriz de corre	

la�c�ao do sinal de entrada e vetor de correla�c�ao cruzada baseados nos sinais desejado

e de entrada atuais� O algoritmo LMS com reutiliza�c�ao de dados �DR	LMS� 
�� usa

os sinais desejado e de entrada atuais repetidamente entre cada itera�c�ao de modo

a melhorar sua velocidade de converg�encia� Pode ser mostrado facilmente que� no

limite de in�nitas reutiliza�c�oes de dados� os algoritmos DR	LMS e LMS normalizado

�NLMS� conduziriam �a mesma solu�c�ao 
��� Com os algoritmos denominados "novos

LMS normalizado e n�ao	normalizado com reutiliza�c�ao de dados# �normalized e un	

normalized new data	reusing LMS algorithms ou NNDR	LMS e UNDR	LMS� 
����

recentemente propostos� o desempenho pode ser melhorado quando dados de ite	

ra�c�oes pr�evias s�ao tamb�em usados�

Em 
���� uma descri�c�ao gr�a�ca dos algoritmos NNDR	LMS e UNDR	LMS �e

apresentada e foi mostrado que esta nova classe de algoritmos tem uma perspec	

tiva de desempenho melhor que o algoritmo NLMS em termos de velocidade de

converg�encia� A descri�c�ao gr�a�ca tamb�em esclareceu porque a melhora �e obtida

quando o n�umero de reusos �e aumentado�

Para o algoritmo LMS� o vetor de coe�cientes w �e atualizado na dire�c�ao oposta

ao vetor gradiente �rw
��� obtido a partir do erro de sa��da quadr�atico instant�aneo

�




�� ���� i�e��

wLMS�k % ��  wLMS�k�� �

�
rw
e

��k�� �����

onde

e�k�  d�k�� xT �k�wLMS�k� �����

�e o erro de sa��da� d�k� �e o sinal desejado� x�k� �e o vetor sinal de entrada contendo

as N % � amostras mais recentes do sinal de entrada� i�e��

x�k�  
x�k� x�k � �� � � � x�k �N��T �����

e � �e o fator de converg�encia� A equa�c�ao de atualiza�c�ao dos coe�cientes �e

wLMS�k % ��  wLMS�k� % �e�k�x�k� ����

O algoritmo NLMS normaliza o tamanho do passo �step	size� tal que a rela�c�ao

xT �k�wNLMS�k % ��  d�k� ������

�e sempre satisfeita� i�e��

wNLMS�k % ��  wNLMS�k� %
e�k�

kx�k�k� % �
x�k� ������

onde �� teoricamente igual a zero para satisfazer ������� �e feito na pr�atica um n�umero

muito pequeno usado para evitar a ocorr�encia de divis�ao por zero�

Para o algoritmo DR	LMS com L reutiliza�c�oes de dados� os coe�cientes s�ao

atualizados por

wi���k�  wi�k� % �ei�k�x�k� ������

para i  �� � � � � L� onde

ei�k�  d�k�� xT �k�wi�k� ������

w��k�  wDR�LMS�k� ������

�



e

wDR�LMS�k % ��  wL���k� ������

Observe que se L  � estas equa�c�oes correspondem ao algoritmo LMS convencional�

Para o algoritmo NNDR	LMS com L reutiliza�c�oes de dados� os coe�cientes s�ao

atualizados por

wi���k�  wi�k� %
ei�k�

kx�k � i�k� % �
x�k � i� ������

para i  �� � � � � L� onde

ei�k�  d�k � i�� xT �k � i�wi�k� ������

w��k�  wNNDR�LMS�k� ������

e

wNNDR�LMS�k % ��  wL���k� �����

A Figura ��� ilustra geometricamente a atualiza�c�ao do vetor de coe�cientes

num problema bidimensional para todos os algoritmos discutidos anteriormente� co	

me�cando com um w�k� arbitr�ario� Uma vez que estamos interessados em comparar

algoritmos de complexidade similar� foi considerado o caso de uma �unica reutili	

za�c�ao� i�e�� L  �� S�k� denota o hiperplano que cont�em todos vetores w tal que

xT �k�w  d�k�� Numa situa�c�ao de modelagem exata e livre de ru��do� S�k� con	
teria o vetor de coe�cientes �otimo� wo� Pode ser facilmente mostrado que x�k� e�

consequentemente� rw
e
��k�� s�ao ortogonais ao hiperplano S�k��

O algoritmo LMS convencional toma um passo simples na dire�c�ao de S�k� con	
duzindo �a solu�c�ao wLMS�k % ��� representada pelo ponto � na Figura ���� que �e

mais pr�oximo de S�k� do que wLMS�k�� O algoritmo DR	LMS se aproxima itera	

tivamente de S�k� tomando passos sucessivos na dire�c�ao dada por x�k�� A solu�c�ao
wDR�LMS�k%�� �e representada pelos pontos � e � na Figura ���� Pode ser mostrado

que wDR�LMS�k % �� alcan�caria S�k� no limite onde o n�umero de reutiliza�c�oes de

�



dados fosse in�nito 
���� O algoritmo NLMS faz uma busca em linha na dire�c�ao

de x�k� para produzir a solu�c�ao wNLMS�k% �� num �unico passo� representado pelo

ponto � na Figura ���� o qual pertence a S�k��
Os algoritmos apresentados em 
��� usam mais que um hiperplano� i�e�� usam

pares de dados pr�evios �x�k � i�� d�k � i��� i � �� de modo a produzir as solu�c�oes

wUNDR�LMS�k % �� e wNNDR�LMS�k % �� que s�ao mais pr�oximas de wo que as

solu�c�oes obtidas somente com o par de dados atual �x�k�� d�k��� As solu�c�oes obtidas

com os algoritmos UNDR	LMS e NNDR	LMS s�ao representadas pelos pontos � e

� na Figura ���� respectivamente� A posi�c�ao � da Figura ��� corresponde ao novo

algoritmo LMS binormalizado com reutiliza�c�ao de dados ou "Binormalized Data	

Reusing LMS# �BNDR	LMS� o qual ser�a derivado e analisado no pr�oximo cap��tulo�

Para uma situa�c�ao de modelagem com ordem exata e sem ru��do� wo estaria

na interse�c�ao dos N % � hiperplanos constru��dos com vetores de sinal de entrada

linearmente independentes� Neste caso� o algoritmo das proje�c�oes ortogonais 
���

produziria a solu�c�ao �otima wo em N % � itera�c�oes� Este algoritmo pode ser visto

como um algoritmo ortogonal normalizado que reutiliza N%� pares de dados �x� d��

pois ele executa uma busca em linha exata em �N%�� dire�c�oes ortogonais constru��das

de pares de dados atual e passados�

��	 Introduzindo a Decomposi�c�ao QR

Um outro m�etodo alternativo para a implementa�c�ao dos m��nimos quadrados recur	

sivos �RLS� �e o uso da decomposi�c�ao QR� Em ������ a matriz que necessita ser

invertida �e usualmente chamada de matriz de correla�c�ao de dados determin��stica

RD  XT �k�X�k� onde X�k� �e a matriz de entrada de dados como ser�a de�nida

mais tarde� A id�eia b�asica desta dita fam��lia de algoritmos QR �e a triangulariza�c�ao

da matriz de entrada de dados por meio do uso de t�ecnicas de decomposi�c�ao QR�

Vale a pena mencionarmos que a matrizX�k� �e �k%����N%�� o que signi�ca que
a mesma cresce de ordem com o n�umero de itera�c�oes� O processo de decomposi�c�ao

QR faz uso da matriz ortonormalQ�k� de ordem �k%��� �k%�� de modo a reduzir
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Figura ���� Atualiza�c�ao do vetor de coe�cientes�

Posi�c�ao �� w�k��
Posi�c�ao 	� wLMS�k 
 �� e primeiro passo

em dire�c�ao a wDR�LMS�k 
 �� e wUNDR�LMS�k 
 ���
Posi�c�ao �� wDR�LMS�k 
 ���
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 ���
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X�k� a uma matriz triangular U �k� de ordem �N % ��� �N % �� tal que

Q�k�X�k�  

�
� O

U�k�

�
� ������

onde O �e a matriz de ordem �k �N�� �N % �� com todos seus elementos nulos�

A matriz Q�k� representa o processo de triangulariza�c�ao completo e pode ser

implementada de diferentes maneiras� Nesta tese� as rota�c�oes de Givens ser�ao usadas

por apresentarem bom condicionamento num�erico embora outras t�ecnicas� tal como

a transforma�c�ao de Householder 
��� ���� s�ao dispon��veis� As principais vantagens

obtidas com os algoritmos RLS que usam a decomposi�c�ao QR �QRD	RLS� s�ao a

possibilidade de implementa�c�ao em arrays sist�olicos e seus melhores comportamentos

num�ericos em ambiente de precis�ao �nita� O algoritmo QR	RLS convencional tem

uma exig�encia de carga computacional da ordem de N� multiplica�c�oes ou O
N���

Um n�umero de algoritmos alternativos tais como o algoritmo QR inverso 
���� os

��



chamados algoritmos QR r�apidos ou "fast� QR algorithms# �FQR� 
���&
��� e os

algoritmos QR r�apidos em treli�ca ou "fast QR	Lattice algorithms# �FQR	L� 
��� ���

s�ao tamb�em dispon��veis na literatura t�ecnica�

Os algoritmos baseados em RLS est�ao resumidos na Figura ���� Estes algoritmos

podem ser utilizados quando uma converg�encia r�apida �e necess�aria para sinais de

entrada com elevado espalhamento de autovalores e o acr�escimo na carga computa	

cional �e toler�avel� Exceto para o algoritmo FTRLS� cuja vers�ao b�asica �e inst�avel�

todos os outros algoritmos RLS r�apidos n�ao possuem o vetor de coe�cientes na

realiza�c�ao em forma direta dispon��vel em toda itera�c�ao�

Algoritmos RLS

O [N2] O[N]

FTRLS

LRLS

FQR

FQR-L

Convencional
RLS

Convencional
QRD-RLS

Inverso
QR

Figura ���� Os algoritmos RLS�

O nosso objetivo aqui �e o estudo dos algoritmos RLS r�apidos baseados em de	

composi�c�ao QR os quais est�ao entre aqueles algoritmos adaptativos com ambas ca	

racter��sticas de complexidade computacional de O
N � e robustez num�erica associada

ao uso de rota�c�oes de Givens� Embora vers�oes multicanais e complexas da maioria

dos algoritmos adaptativos existam 
��� esta tese restringir	se	�a somente aos casos

de um s�o canal e sinal de entrada real�

��Fast� aqui signi�ca de O�N �

��



��
 Contribui�c�oes Originais

Muitos dos algoritmos apresentados e discutidos nas se�c�oes anteriores ainda s�ao ob	

jetos de pesquisa onde simplicidade� rapidez de converg�encia� estabilidade e robustez

s�ao os t�opicos de maior interesse�

No pr�oximo cap��tulo� o novo algoritmo BNDR	LMS ser�a descrito� Este algoritmo

combina reutiliza�c�ao de dados� proje�c�oes ortogonais de duas dire�c�oes de gradientes

e normaliza�c�ao de modo a obter converg�encia mais r�apida que outros algoritmos do

tipo LMS� Por outro lado� o novo algoritmo �e mais simples com rela�c�ao a comple	

xidade computacional e mais robusto que o algoritmo das proje�c�oes ortogonais� A

cada itera�c�ao� o algoritmo BNDR	LMS produz a solu�c�ao w�k % �� a qual est�a na

interse�c�ao dos hiperplanos S�k� e S�k���� e a uma dist�ancia m��nima de w�k� �veja
� na Figura ����� O algoritmo pode tamb�em ser visto como uma vers�ao simpli�cada

do algoritmo das proje�c�oes ortogonais que utiliza somente duas dire�c�oes consecuti	

vas� O Cap��tulo � trata tamb�em da an�alise dos primeiro e segundo momentos do

vetor de coe�cientes e de resultados de simula�c�oes�

No Cap��tulo �� uma seq!u�encia �otima de passo �e proposta e uma aplica�c�ao deste

algoritmo no campo das comunica�c�oes m�oveis �e desenvolvida�

O desenvolvimento do novo algoritmo QR r�apido �e feito no Cap��tulo � onde uma

abordagem uni�cada �e usada para classi�car os membros desta fam��lia de algoritmos

QR r�apidos�

No Cap��tulo �� uma vers�ao em treli�ca de dois daqueles algoritmos QR r�apidos �e

totalmente descrita de acordo com a nota�c�ao usada neste trabalho�

O Cap��tulo � trata da an�alise em precis�ao �nita dos algoritmos QR r�apidos

usando atualiza�c�ao de erros de predi�c�ao retr�ogrados �"backward prediction errors#��

As conclus�oes desta tese bem como sugest�oes para pesquisas posteriores est�ao

resumidas no Cap��tulo ��

��



Cap��tulo �

O Algoritmo BNDR�LMS

O algoritmo LMS binormalizado com reutiliza�c�ao de dados �BNDR	LMS� 
��� descri	

to neste cap��tulo e brevemente introduzido em 
��� e 
��� emprega normaliza�c�ao em

duas dire�c�oes ortogonais obtidas de pares de dados consecutivos entre cada itera�c�ao�

Em todas simula�c�oes realizadas com sinais de entrada coloridos� este algoritmo apre	

sentou converg�encia mais r�apida que outros algoritmos com reutiliza�c�ao de dados

para o caso de dois pares de dados� ou� equivalentemente� uma reutiliza�c�ao de dados�

Uma minuciosa an�alise de converg�encia na m�edia e m�edia quadr�atica do vetor de

coe�cientes �e apresentada e os limites de estabilidade para o fator de converg�encia

bem como f�ormulas fechadas para o erro m�edio quadr�atico �MSE� ap�os converg�encia

s�ao obtidos desta an�alise� Sendo o pressuposto de independ�encia �termo mais co	

nhecido em ingl�es por "independence assumption#� 
��� inadequado para an�alises

de algoritmos que reutilizam dados 
���� �e adotado um modelo simpli�cado para o

vetor sinal de entrada o qual �e consistente com os primeiro e segundo momentos e

proporciona uma an�alise trat�avel 
�� ���� Esta an�alise pode ser estendida a outros

algoritmos que reutilizam dados tais como os algoritmos NNDR	LMS e UNDR	LMS


����



��� De�ni�c�ao do Problema e Deriva�c�ao do Algo�

ritmo

Visando uma boa de�ni�c�ao do problema� notamos que a solu�c�ao que pertence a S�k�
e S�k � �� a uma dist�ancia m��nima de w�k� �e aquela que resolve

min
w�k���

kw�k % ���w�k�k� �����

sujeito a

xT �k�w�k % ��  d�k� �����

e

xT �k � ��w�k % ��  d�k � �� �����

A fun�c�ao a ser minimizada �e� portanto�

f 
w�k % ���  kw�k % ���w�k�k� % ��
d�k�� xT �k�w�k % ���
% ��
d�k � ��� xT �k � ��w�k % ���

�����

a qual� para vetores de sinal de entrada linearmente independentes x�k� e x�k� ���
tem a solu�c�ao �unica

w�k % ��  w�k� %
��
�
x�k� %

��
�
x�k � �� �����

onde

��
	

�
�d�k� � xT �k�w�k��kx�k � ��k� � �d�k � ��� xT �k � ��w�k��xT �k � ��x�k�

kx�k�k�kx�k � ��k� � �xT �k�x�k � ����

�	���

e

��
	

�
�d�k � ��� xT �k � ��w�k��kx�k�k� � �d�k� � xT �k�w�k��xT �k � ��x�k�

kx�k�k�kx�k � ��k� � �xT �k�x�k � ����

�	���

��



����� Vers�ao Simpli�cada

A deriva�c�ao apresentada acima �e v�alida para qualquer w�k�� o qual pode ou n�ao

pertencer a S�k � ��� Entretanto� se passos de otimiza�c�ao sucessivos s�ao tomados
para w�k� para todo k� ent�ao� de ������ temos

xT �k � ��w�k�  d�k � �� �����

e um conjunto simpli�cado de equa�c�oes de atualiza�c�ao para o algoritmo resulta�

w�k % ��  w�k� %
���
�
x�k� %

���
�
x�k � �� ����

onde

���
�
 


d�k�� xT �k�w�k��kx�k � ��k�
kx�k�k�kx�k � ��k� � 
xT �k�x�k � ���� ������

e

���
�
 

�
d�k�� xT �k�w�k��xT �k � ��x�k�
kx�k�k�kx�k � ��k� � 
xT �k�x�k � ���� ������

����� Deriva�c�ao Geom�etrica

O algoritmo BNDR	LMS pode ser alternativamente derivado a partir de um ra	

cioc��nio puramente geom�etrico� O primeiro passo �e obter uma solu�c�ao preliminar�

w��k�� a qual pertence a S�k� e est�a a uma dist�ancia m��nima de w�k�� representada
pelo ponto � na Figura ���� Isto �e obtido pelo algoritmo NLMS partindo de w�k��

i�e��

w��k�  w�k� %
e�k�

kx�k�k�x�k� ������

Num segundo passo� w��k� �e atualizado numa dire�c�ao ortogonal �a usada previamen	

te� pertencendo portanto a S�k�� at�e a interse�c�ao com S�k � �� ser alcan�cada� Isto
�e obtido pelo algoritmo NLMS partindo de w��k� e seguindo a dire�c�ao de x

�
� �k� o

qual �e a proje�c�ao de x�k � �� em S�k�� i�e��

w�k % ��  w��k� %
e��k�

kx�� T �k�k�
x�� �k� ������

��



onde

x�� �k�  
�
I � x�k�xT �k�

kx�k�k�
�
x�k � �� ������

e

e��k�  d�k � ��� xT �k � ��w��k� ������

O uso de x�� �k� obtido de x�k� �� garante que o caminho da dist�ancia m��nima seja
escolhido� Note que o requisito de independ�encia linear dos vetores sinal de entrada

consecutivos x�k� e x�k � ��� necess�ario para garantir a exist�encia da solu�c�ao� �e
tamb�em manifestado aqui�

Como ser�a visto na an�alise �c�f� Se�c�ao ���� e ser�a veri�cado por simula�c�oes �c�f�

Tabela ����� o excesso de erro m�edio quadr�atico �MSE� para o algoritmo BNDR	

LMS tal como em �����&����� ou em ����&������ �e pr�oximo �a vari�ancia do ru��do

de observa�c�ao quando n�ao existe erro de modelagem� Tal desempenho �e esperado

dos algoritmos normalizados� Portanto� de modo a controlar este excesso de MSE�

um passo �fator de converg�encia� � pode ser introduzido� Embora a taxa de con	

verg�encia m�axima �e usualmente obtida com �  �� o uso de um passo menor pode

ser necess�ario em aplica�c�oes onde o erro de medida �e muito elevado� Neste caso� de	

vemos enfatizar que a solu�c�ao w�k%�� obtida a cada itera�c�ao n�ao est�a na interse�c�ao

dos hiperplanos S�k��� e S�k� e� portanto a vers�ao simpli�cada do algoritmo dada
por ����&������ n�ao deve ser usada�

Se x�k� e x�k � �� forem linearmente dependentes� ent�ao S�k� �e paralelo a
S�k � ��� x�� �k� �e o vetor nulo e w�k % ��  w��k�� que corresponde ao algoritmo

NLMS para qualquer valor de passo� Particularmente quando �  �� �e correto dizer

que w�k� j�a est�a no hiperplano S�k � ���
O algoritmo BNDR	LMS est�a resumido na Tabela ����

��



Tabela ���� O algoritmo "Binormalized Data	Reusing LMS#

BNDR�LMS
�  valor positivo e pequeno
for k  �� �� � � �
f
	  xT �k�x�k � ��

�k�  xT �k�x�k�
y�  x

T �k�w�k�
e�  d�k�� y�
den  
�k�
�k � ��� 	�

if den � �
f
w�k % ��  w�k� % �e�x�k��
�k�
g
else
f
y�  x

T �k � ��w�k�
e�  d�k � ��� y�
��
�
 �e�
�k � ��� e�	��den

��
�
 �e�
�k�� e�	��den

w�k % ��  w�k� % �
��
�
x�k� % ��

�
x�k � ���

g
g

��� An�alise de Convergencia do Vetor de Coe��

cientes

Nesta se�c�ao� n�os assumimos que um �ltro FIR desconhecido com vetor de coe�cientes

dado por wo est�a para ser identi�cado por um �ltro adaptativo da mesma ordem

empregando o algoritmo BNDR	LMS� i�e�� d�k� pode ser modelado como

d�k�  xT �k�wo % n�k� ������

onde n�k� �e o ru��do de medi�c�ao� �E tamb�em assumido que o sinal de entrada e o

ru��do de medi�c�ao s�ao tomados de processos brancos� de m�edia zero� identicamente

distribu��dos e independentes com vari�ancias ��
x e �

�
n� respectivamente�

Estamos interessados em analisar o comportamento do vetor de coe�cientes du	

��



rante a converg�encia em termos de um valor de passo �� Seja

�w�k�  w�k��wo ������

o vetor erro nos coe�cientes do �ltro adaptativo em rela�c�ao ao vetor de coe�cientes

ideal� Para o algoritmo BNDR	LMS assim como descrito em �����&������ �w�k%��

�e dado por

�w�k % ��  �w�k� % �

�
��
�
x�k� %

��
�
x�k � ��

�
������

De ������ e �����&������ temos

�w�k % ��  
I % �A��w�k� % �b �����

onde

A  
x�k�xT �k�x�k � ��xT �k � �� % x�k � ��xT �k � ��x�k�xT �k�

kx�k�k�kx�k � ��k� � 
xT �k�x�k � ����

� kx�k � ��k�x�k�xT �k� % kx�k�k�x�k � ��xT �k � ��
kx�k�k�kx�k � ��k� � 
xT �k�x�k � ����

������

e

b  
n�k�kx�k � ��k� � n�k � ��xT �k�x�k � ��
kx�k�k�kx�k � ��k� � 
xT �k�x�k � ���� x�k�

%
n�k � ��kx�k�k� � n�k�xT �k � ��x�k�
kx�k�k�kx�k � ��k� � 
xT �k�x�k � ����x�k � ��

������

Tomando	se o valor esperado de ambos lados de ������ para n�k� e x�k� amostras

de processos aleat�orios independentes e de m�edia nula� temos

E
b�  � ������

e

E
�w�k % ���  E
�I % �A��w�k��

 E

��
I % �

�
x�k�xT �k�x�k � ��xT �k � ��

kx�k�k�kx�k � ��k� � 
xT �k�x�k � ����

%
x�k � ��xT �k � ��x�k�xT �k�� kx�k � ��k�x�k�xT �k�

kx�k�k�kx�k � ��k� � 
xT �k�x�k � ����

� kx�k�k�x�k � ��xT �k � ��
kx�k�k�kx�k � ��k� � 
xT �k�x�k � ����

�	
�w�k�



������

��



A express�ao ������ pode ser adicionalmente simpli�cada se os seguintes pressu	

postos forem feitos�

�� �w�k� �e estatisticamente independente de x�k�xT �k� �"independence assump	

tion# 
�����

�� E
num�den� � E
num��E
den�� onde num e den s�ao os elementos no numera	

dor e denominador de ������� respectivamente� que implica na independ�encia

entre num e den bem como uma aproxima�c�ao de primeira ordem� de E
��den��

Al�em disto� as seguintes rela�c�oes podem ser facilmente veri�cadas quando os ele	

mentos de x�k� s�ao amostras de um processo branco Gaussiano �veja o Ap�endice A��

��

Ef
xT �k�x�k � ����g  �N % �����
x�

� ������

��

E
�kx�k�k�kx�k � ��k� � 
xT �k�x�k � �����  N�N % �����

x�
� ������

��

fE
x�k � ��xT �k � ��x�k�xT �k��gij  

��
��
���

x�
�� i  j or i  j � �

�� caso contr�ario

������

para 
��ij o elemento �i� j� da matriz 
���

��

E
kx�k � ��k�x�k�xT �k��  �N % �����
x�

�I ������

��

xT �k � ���w�k�  ��� ��xT �k � ���w�k � �� % �n�k � �� ������

�Para uma discuss�ao em maior profundidade� veja ��� 	�


�



Com base nestes pressupostos e rela�c�oes� ������ pode ser re	escrita como

E
�w�k % ��� � E

��
I % �

�
x�k � ��xT �k � ��x�k�xT �k�

N�N % �����
x�

�

�kx�k � ��k
�x�k�xT �k�

N�N % �����
x�

�

�	
�w�k�

%���� ��

�
x�k�xT �k�x�k � ��xT �k � ��

N�N % �����
x�

�

�kx�k�k
�x�k � ��xT �k � ��
N�N % �����

x�
�

�
�w�k � ��




�
�
�� �

N

�
E 
�w�k��� ���� ��

N
E 
�w�k � ���

�����

A �ultima rela�c�ao de ����� foi obtida considerando	se kx�k � ��k� estatisticamente
independente de �w�k� e fazendo	se uma aproxima�c�ao de primeira ordem no c�alculo

do numerador com a ajuda das rela�c�oes ������ a ������� De ������ �e claro que a

converg�encia na m�edia do algoritmo BNDR	LMS para uma solu�c�ao n�ao polarizada

�e garantida para valores de passo � tais que todos elementos de E
�w�k % ��� em

����� tendam a zero com k ��� Isto �e obtido se os p�olos da equa�c�ao de diferen�cas
de segunda ordem estiverem estritamente dentro do c��rculo unit�ario� i�e��

jz���j  
������
�� �

N
�
q�
�� �

N

�� � �������
N

�

������ � � ������

o que �e sempre verdadeiro para N � � e � satisfazendo

� � � � � ������

��� An�alise de Estat��stica de Segunda Ordem

��	�� Sinal de Entrada Branco

Embora �w�k� venha a convergir emm�edia para zero quando k vai para in�nito� fato

este que caracteriza uma estimativa n�ao polarizada� a consist�encia dos coe�cientes

estimados� ou seja� erros instant�aneos desprez��veis nestes coe�cientes� somente �e

obtida em casos de �min muito pequeno ou valor de � pr�oximo de zero� Em geral�

��



um excesso de MSE� o qual depende das estat��sticas de segunda ordem do vetor

�w�k�� estar�a presente� O excesso de MSE �e de�nido por 
�� ��

�exc  lim
k��

��k�� �min ������

onde ��k�  E
e��k�� e �min �e o erro m�edio quadr�atico m��nimo devido a uma mode	

lagem n�ao exata ou �a presen�ca de ru��do aditivo� ou ambos 
���

A diferen�ca ���k�  ��k� � �min �e conhecida como excesso no MSE 
�� e pode

ser expressa por

���k�  Ef
n�k���wT �k�x�k���g � �min

 E
�wT �k�R�w�k��

 trfR cov
�w�k��g

������

assumindo �w�k� independente de x�k��

�E necess�ario� portanto� derivarmos uma express�ao para a matriz de covari�ancia

do vetor de erro dos coe�cientes cov
�w�k % ���� De ������

cov
�w�k % ���  E
�
�w�k % ���wT �k % ��

�
 E

�

I % �A��w�k��wT �k�
I % �A�

�
% E

�
�
I % �A��w�k�bT

�
% E

�
�b�wT �k�
I % �A�

�
% E

�
��bbT

�
������

Lembrando ������ e ������� podemos antever a enorme complexidade para ava	

liarmos ������ mesmo com um n�umero razo�avel de pressupostos� Uma alternativa

interessante �e o uso de um modelo simpli�cado para o vetor sinal de entrada x�k� o

qual seja consistente com as estat��sticas de primeira e segunda ordens de um sinal de

entrada gen�erico� mas que tenha um n�umero cont�avel de dire�c�oes de excita�c�ao� Este

modelo foi introduzido em 
��� e foi empregado anteriormente com sucesso em 
��

e 
���� O vetor sinal de entrada para o modelo �e

x�k�  skrkV k ������

onde�

��



� sk �e �� com probabilidade de ocorr�encia igual a ���'

� r�k tem a mesma fun�c�ao de distribui�c�ao de probabilidade de kx�k�k�� ou� para
o caso de interesse� �e uma amostra de um processo independente com distri	

bui�c�ao 	quadrado de �N % �� graus de liberdade� E
r�k�  �N % ����
x'

� V k �e igual a um dos N % � autovetores ortonormais de R� denotados Vi�
i  �� � � � � N % �� Assumiremos tamb�em para um sinal de entrada branco

Gaussiano que V k �e uniformemente distribu��do e� consequentemente� se P ���
denota a probabilidade de ocorr�encia do evento ���� ent�ao

P �V k  Vi�  �

N % �
������

Para o modelo de sinal de entrada dado� podemos expressar ���k % �� como

���k % ��  ���k % �� jx�k�kx�k��� �P 
x�k� k x�k � ���
% ���k % �� jx�k��x�k��� �P 
x�k� 	 x�k � ���

������

As condi�c�oes x�k� k x�k��� e x�k� 	 x�k��� no modelo adotado s�ao equivalentes
a V k  V k�� e V k 
 V k��� respectivamente� tal que V k e V k�� podem somente

ser paralelos ou ortogonais entre si�

Como comentado anteriormente� o algoritmo BNDR	LMS comporta	se exata	

mente como o algoritmo NLMS quando os vetores sinal de entrada nos instantes k

e k � � s�ao paralelos� Neste caso o excesso de MSE �e dado por 
��

���k % ��k  
�
� %

���� ��
N % �

�
���k� %

��

�N % �� �x�
��
n ������

onde �x  E
x��k����
x� �e conhecido como kurtosis do sinal de entrada� a qual varia

de � para uma distribui�c�ao bin�aria a � para uma distribui�c�ao Gaussiana a � para

uma distribui�c�ao Cauchy 
�� ��� Deve ser ressaltado� entretanto� que ������ �e v�alida

somente para �x � N % � 
���

Para o caso onde x�k� e x�k � �� s�ao sempre ortogonais� de ������ e ������ n�os
temos� para R  ��

xI� i�e�� sinais de entrada ru��do branco �veja Ap�endice B��

���k % ���  
�
� %

���� ��
N % �

�
���k� %

���� ������ ��
N % �

���k � ��

%
����� ���
N % �� �x

��
n

�����

��



Uma express�ao �nal para o excesso no MSE pode agora ser obtida de ������ e

����� combinadas e corretamente ponderadas� como sugerido em ������� Para um

sinal de entrada branco� as probabilidades de V k  V k�� e V k 
 V k�� s�ao iguais

a �
N��

e N
N��

� respectivamente� O excesso no MSE �e� portanto� dado por

���k % ��  

�
� %

���� ��
N % �

�
���k� %

N���� ������ ��
�N % ���

���k � ��

%
�� 
� %N��� ����
�N % ���N % �� �x�

��
n

������

Experimento �� De modo a confrontar o comportamento do algoritmo BNDR	

LMS com ������ para diferentes valores de � um experimento simples foi conduzido

onde os vetores sinal de entrada em instantes consecutivos de tempo s�ao sempre

paralelos� O esquema foi constru��do de modo que uma planta desconhecida de

d�ecima ordem deve ser identi�cada por um �ltro adaptativo tamb�em de ordem

N  �� para um vetor sinal de entrada x�k�  skV com V um vetor constante

igual a 
� � � � � ��T � Neste caso� a kurtosis �x �e igual a � e o valor em regime

estacion�ario de ���k�� �exc� �e

�exc  
���

n

�� �
������

Os resultados� mostrados na Figura ���� mostram uma compara�c�ao entre simula�c�oes

tomadas em m�edia de �� rodadas e valores te�oricos previstos por ������� Da an�alise

deste experimento� �ca claro que� para o caso especial onde o algoritmo BNDR	LMS

comporta	se como o algoritmo NLMS� ������ est�a em excelente concord�ancia com

os resultados das simula�c�oes�

Experimento � Um segundo experimento foi conduzido onde vetores sinal de

entrada em instantes de tempo consecutivos s�ao sempre ortogonais� O esquema foi

similar ao do Experimento �� exceto pelo vetor sinal de entrada que foi escolhido

como x�k�  skV k com V k sempre diferente de V k�� e igual a um dos vetores que

formam a base can�onica� A kurtosis do sinal de entrada �e tamb�em igual a �� Os

resultados te�oricos e os resultados obtidos numa simula�c�ao com �� rodadas est�ao

��
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Figura ���� Excesso de MSE para vetores sinal de entrada paralelos�

apresentados na Figura ���� Tais resultados mostram que a express�ao em ����� �e

precisa para os pressupostos feitos�

Experimento �� Um terceiro experimento foi conduzido onde os vetores sinal de

entrada foram escolhidos randomicamente entre os componentes da base can�onica�

tal que V k e V k�� podiam ser paralelos ou ortogonais com probabilidades �
N��

e

N
N��

� respectivamente� Os resultados de uma simula�c�ao com �� rodadas e aqueles de

������ s�ao descritos na Figura ��� que mostra a precis�ao da an�alise ao menos para o

modelo de sinal de entrada usado�

��	�� Sinal de Entrada Colorido

Usando o modelo para o vetor sinal de entrada dado em ������� podemos agora

estender a an�alise para sinais de entrada coloridos� A distribui�c�ao angular de x�k�

��
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Figura ���� Excesso de MSE para vetores sinal de entrada ortogonais�

necessita ser mudada de modo a incorporar probabilidades diferentes para as di	

re�c�oes dadas pelos �N %�� autovetores de R� Em outras palavras� ������&����� s�ao

mantidas e somente as probabilidades P 
x�k� k x�k � ��� e P 
x�k� 	 x�k � ��� ne	
cessitam ser recalculadas� Cada autovetor de R� denotado por Vi� i  �� � � � � N%�
ter�a agora a seguinte probabilidade de ocorr�encia 
��

P �V k  Vi�  �i
tr�R�

������

onde �i �e o autovalor associado ao autovetor Vi� Para uma simples associa�c�ao entre
P 
x�k� k x�k � ��� e a correla�c�ao do sinal de entrada� suponhamos que o sinal de
entrada x�k� �e correlacionado por um �ltro s�o p�olos como em

x�k�  �x�k � �� % ��� ����k�� � � � � � ������

onde ��k� �e uma amostra de um processo de m�edia zero independente com vari�ancia

dada por ��
� � A matriz de autocorrela�c�ao para este sinal de entrada pode ser facil	
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Figura ���� Excesso de MSE para um vetor sinal de entrada modelado�

mente derivada e expressa por como

R  
�� �

� % �
��
�

�
�������

� � �� � � � �N

� � � � � � �N��

���
���

���
� � �

���

�N �N�� �N�� � � � �

�
�������

������

De ������ temos todos os autovalores e autovetores necess�arios tal que podemos

computar

P 
x�k� k x�k � ���  P 
V k k V k���

 P
h
V k k V k�� jV k���V �

i
� P 
V k��  V �� % � � �

%P
h
V k k V k�� jV k���V N��

i
� P 
V k��  V N���

 
N��X
i��

�
�i

tr�R�


�

������

��



e

P 
x�k� 	 x�k � ���  �� P 
x�k� k x�k � ��� ������

As equa�c�oes ������ e ������ est�ao de acordo com a situa�c�ao de termos entrada bran	

ca� pois este caso corresponde a �  � e todos autovalores iguais a ��
x tal que

P �V k  Vi�  �
N��

como j�a anteriormente descrito� Quando o sinal de entrada �e

correlacionado por um �ltro s�o p�olos de primeira ordem e modelado com ������ e

������� o excesso de MSE �e dado por ������&����� com probabilidades dadas por

������ e ������� Embora ������&����� tenham sido obtidas baseado num modelo

branco Gaussiano para o sinal de entrada� as simula�c�oes mostraram que nosso ra	

cioc��nio �e v�alido quando o sinal de entrada �e gerado de acordo com ������ com

probabilidades dadas por ������ e �i obtido de ������� Al�em disto� para �  � e

um sinal de entrada modelado onde somente vetores sinal de entrada paralelos ou

perpendiculares podem ocorrer� o algoritmo BNDR	LMS degrada para o algoritmo

NLMS e o MSE em estado estacion�ario torna	se independente da distribui�c�ao radial

de x�k� 
��� Isto �e perfeitamente descrito por ������&������ suportando a validade

deste racioc��nio�

��	 Resultados das Simula�c�oes

De modo a testar o algoritmo BNDR	LMS em situa�c�oes mais pr�aticas� foram feitas

simula�c�oes para v�arios problemas de identi�ca�c�ao de sistemas com sinais de entrada

n�ao restritos a uma dada fun�c�ao de distribui�c�ao angular como nos experimentos da

se�c�ao anterior� Inicialmente� a ordem do sistema foi ajustada para N  ��� o sinal

de entrada foi um ru��do colorido com um n�umero de condicionamento �da matriz

de autocorrela�c�ao� em torno de ��� e uma raz�ao de sinal para ru��do de observa�c�ao

�SNR� de ��dB e ���dB� As curvas de aprendizagem �MSE em dB� para os algo	

ritmos NLMS� NNDR	LMS �uma reutiliza�c�ao� e BNDR	LMS est�ao mostradas na

Figura ���� correspondendo a uma m�edia de ��� realiza�c�oes� Neste primeiro expe	

rimento� o passo � foi ajustado para � de modo a obtermos a taxa de converg�encia

��



mais r�apida do algoritmo BNDR	LMS� A escolha de uma reutiliza�c�ao para o algo	

ritmo NNDR	LMS proporcionou complexidades computacionais similares para os

algoritmos testados�

Neste exemplo podemos claramente veri�car o desempenho superior do algorit	

mo BNDR	LMS em termos de velocidade de converg�encia quando comparado aos

algoritmos NLMS e NNDR	LMS �uma reutiliza�c�ao simples� para o caso de elevada

rela�c�ao sinal	ru��do� Esta vantagem torna	se mais evidente para casos de sinais de

entrada ainda mais correlacionados� Simula�c�oes para o algoritmo LMS convencional

e para o algoritmo DR	LMS foram tamb�em desenvolvidas mas seus desempenhos

foram� como esperados� muito inferiores ao obtido pelo algoritmo NLMS e seus re	

sultados foram omitidos da Figura ���� Em rela�c�ao a este exemplo� vale a pena

mencionarmos que para o algoritmo NNDR	LMS� um desempenho similar pode	

ria ser obtido se tiv�essemos usado no m��nimo quatro reutiliza�c�oes �L  �� com os

mesmos dois pares de dados �ou em torno de duas reutiliza�c�oes se tiv�essemos au	

mentado a informa�c�ao com um par extra de dados�� Isto signi�ca que mais que o

dobro do esfor�co computacional do algoritmo BNDR	LMS seria necess�ario para o

algoritmo NNDR	LMS� no caso da mesma quantidade de mem�oria� para ter uma

taxa de converg�encia similar�

Num segundo experimento� ainda com �  � e N  ��� o excesso de MSE ��exc

em dB� foi medido de modo a testar o desempenho do algoritmo BNDR	LMS em

termos de erro m�edio quadr�atico ap�os converg�encia� O �min� neste caso a vari�ancia

do ru��do de medida� foi ajustado para ���
 enquanto que o sinal de entrada foi feito

um processo ru��do branco Gaussiano de m�edia zero� Os resultados est�ao resumidos

na Tabela ��� onde podemos tamb�em observar o excesso de MSE em dB para um

ambiente n�ao estacion�ario� Neste caso� o ru��do de observa�c�ao foi feito zero e os

coe�cientes do sistema �planta� foram variados de acordo com um modelo de passeio

aleat�orio �random walk� generalizado� w�k�  w�k � �� % v� onde v era um vetor

aleat�orio com elementos de m�edia zero e vari�ancia igual a ���
� Como podemos

ver da Tabela ���� em ambos ambientes estacion�ario e n�ao estacion�ario� o algoritmo

BNDR	LMS obteve um desempenho pr�oximo aos algoritmos NLMS e NNDR	LMS�

��
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Figura ���� MSE para os algoritmos NLMS� NNDR	LMS e BNDR	LMS�

Novamente o tamanho de passo � foi ajustado para � neste experimento�

Tabela ���� Excesso de Erro M�edio Quadr�atico

Tipo de ��exc�dB

Algoritmo Estacion�ario N�ao estacion�ario

NLMS 	��� 	����

NNDR	LMS 	���� 	����

BNDR	LMS 	����� 	����

Outros experimentos foram realizados de modo a testar os resultados te�oricos

obtidos da an�alise de converg�encia� O sinal de entrada neste caso foi feito ru��do

branco e o excesso de MSE foi medido para diferentes valores de passos �� variando

de �� � a �� �� Uma vez que foi mostrado que a ordem do �ltro �N� tem uma grande

in�u�encia nos resultados te�oricos� o experimento foi repetido para N  �� N  ���

e N  ��� Os resultados s�ao mostrados nas Figuras ���� ��� e ��� respectivamen	

te� onde podemos ver que a curva te�orica �e mais pr�oxima da curva experimental a

�



medida que N �e aumentado� Al�em disto� a medida que N �e aumentado� a probabi	

lidade de ocorrer V k  V k�� torna	se menor e as curvas se aproximam da obtida

no Experimento � da se�c�ao anterior�
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Figura ���� Excesso de MSE para N  � como fun�c�ao de ��

Um �ultimo experimento foi planejado para testar a in�u�encia de sinais colori	

dos no excesso de MSE e a precis�ao das express�oes derivadas na an�alise� Quatro

situa�c�oes foram consideradas correspondendo a sinais de entrada tendo diferentes

caracter��sticas �todas com N  ���� Nas duas primeiras situa�c�oes� os sinais foram

obtidos de seq!u�encias Gaussianas brancas e de m�edia zero �ltradas por �ltros IIR

s�o p�olos de primeira ordem com p�olos em �� � e �� � levando a matrizes de autocor	

rela�c�ao com raz�oes de autovalores de ��� �� e ���� ��� respectivamente� Nas outras

duas situa�c�oes� os vetores sinal de entrada foram gerados com distribui�c�oes de proba	

bilidades radiais discretas e matrizes de autocorrela�c�ao com dispers�ao de autovalores

tamb�em iguais a ��� �� e ���� ��� respectivamente� O excesso de MSE em dB para

��



0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
−75

−70

−65

−60

−55

−50

E
xc

es
so

 d
e 

M
S

E
 e

m
 d

B

tamanho do passo

Calculado
Simulado 

Figura ���� Excesso de MSE para N  �� como fun�c�ao de ��

estas simula�c�oes est�a mostrado na Figura ��� onde as curvas te�oricas e resultantes

de simula�c�oes s�ao confrontadas� Os valores te�oricos foram calculados usando ������&

����� com probabilidades dadas por ������ e ������� A an�alise para sinais de entrada

coloridos apresentou uma concord�ancia muito boa com as simula�c�oes realizadas com

os vetores sinal de entrada com distribui�c�oes de probabilidades angulares discretas�

Para os sinais obtidos pela �ltragem de sequ�encias brancas Gaussianas por �ltros

IIR s�o p�olos de primeira ordem� somente uma descri�c�ao qualitativa razo�avel da evo	

lu�c�ao do excesso de MSE em rela�c�ao ao passo p�ode ser observada� Isto pode ser

explicado pelo fato das express�oes terem sido derivadas para a situa�c�ao de sinal de

entrada branco� Al�em disto� observamos que na faixa de interesse �� � � � �� a

diferen�ca entre as curvas simulada e te�orica �e menor que � dB� A faixa de valores de

� entre � e � n�ao �e usada na pr�atica pois tais valores iriam comprometer o desem	

penho do algoritmo elevando o desajuste sem proporcionar melhoria de velocidade

��
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Figura ���� Excesso de MSE para N  �� como fun�c�ao de ��

de converg�encia que �e m�axima para �  ��

Em termos de complexidade computacional� a Tabela ��� mostra as compara�c�oes

entre os tr�es algoritmos normalizados mencionados anteriormente� Note que p  N%

� �e o n�umero de coe�cientes� Olhando para esta tabela� podemos concluir que a carga

computacional do algoritmo BNDR	LMS �e ligeiramente superior a do algoritmo

NNDR	LMS �que �e igual a L % �  � vezes a complexidade do algoritmo NLMS��

Ressaltamos ainda que a referida tabela �e relativa a um �unico re	uso �L �� e que

para um desempenho do algoritmo NNDR	LMS igual ao do algoritmo BNDR	LMS

no primeiro experimento� sua complexidade seria de L%�  � vezes a complexidade

do algoritmo NLMS�
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Figura ���� Excesso de MSE para sinais de entrada coloridos�

��
 Conclus�oes

Este cap��tulo apresentou o algoritmo BNDR	LMS junto com sua an�alise de con	

verg�encia e erro m�edio quadr�atico� Uma interpreta�c�ao geom�etrica do algoritmo foi

tamb�em proporcionada mostrando que os coe�cientes s�ao atualizados em dois passos

normalizados seguindo dire�c�oes ortogonais� A rela�c�ao entre o algoritmo BNDR	LMS

e o algoritmo das proje�c�oes ortogonais foi esclarecida�

Simula�c�oes realizadas numa aplica�c�ao de identi�ca�c�ao de sistemas mostrou que

o algoritmo BNDR	LMS apresentou resultados favor�aveis em rela�c�ao a outros algo	

ritmos normalizados em termos de velocidade de converg�encia� Al�em disto� quanto

mais correlacionado era o sinal de entrada� melhor era o desempenho do novo algo	

ritmo quando comparado com os demais algoritmos do tipo LMS� Esta melhora �e

mais claramente observada em casos de pequeno ru��do de medida�

An�alises na m�edia e na covari�ancia foram desenvolvidas sendo a �ultima basea	

��



Tabela ���� Compara�c�ao de complexidade computacional �para L ��

ALGORITMO SOMA MULTIPLICAC� �AO DIVIS�AO

NLMS �p	� �p �

NNDR	LMS �p	� �p �

BNDR	LMS �p%� �p%� �

da num modelo simpli�cado para o sinal de entrada o qual resultou em express�oes

trat�aveis para o complexo problema de analisar algoritmos que reutilizam dados pas	

sados� Consist�encia com os dois primeiros momentos do sinal de entrada �e mantida

pelo modelo� Para sinais brancos� a an�alise de erro m�edio quadr�atico foi realiza	

da com excelente concord�ancia com as simula�c�oes� Limites para converg�encia na

m�edia e covari�ancia do vetor de coe�cientes foram estabelecidas� Al�em disso� uma

express�ao em forma fechada para o excesso de MSE como uma fun�c�ao do passo

foi derivada para o caso de sinais de entrada brancos� A aplicabilidade desta ex	

press�ao para o caso de sinais de entrada coloridos foi tamb�em explorada� O modelo

e as an�alises podem ser prontamente estendidas a outros algoritmos que reutilizam

dados que n�ao foram considerados para an�alise no passado devido �a complexidade

excessiva�

��



Cap��tulo �

Uma Aplica�c�ao Pr�atica do

Algoritmo BNDR�LMS

��� Introdu�c�ao

Visando ilustrar uma aplica�c�ao pr�atica do algoritmo BNDR	LMS� este cap��tulo apre	

senta uma vers�ao com restri�c�oes deste algoritmo bem como prop�oe uma seq!u�encia

de passos �otima a qual permite converg�encia r�apida e desajuste m��nimo� O novo al	

goritmo �e aplicado a um receptor digital m�ovel que usa espalhamento de espectro do

tipo seq!u�encia direta com acesso m�ultiplo por divis�ao de c�odigo ou "direct	sequence

code	division multiple access# �DS	CDMA�� tendo mostrado como resultado uma

consider�avel melhoria da taxa de converg�encia quando comparada �a abordagem tra	

dicional usando o algoritmo LMS�

Um �ltro adaptativo com restri�c�oes possui muitos campos de aplica�c�ao tais como

processamento de "array# de antenas e cancelamento de interfer�encia em sistemas

de comunica�c�oes m�oveis que usam DS	CDMA� Os dois m�etodos tradicionais usados

nestas aplica�c�oes s�ao a chamada abordagem de Frost 
��� e a abordagem conheci	

da em ingl�es como "the general sidelobe canceler# �GSC� 
���� A abordagem GSC

converte o problema com restri�c�oes num outro sem restri�c�oes� O esquema de Frost

�e provavelmente a t�ecnica mais largamente utilizada devido �a simplicidade do al	

goritmo LMS� Contudo� a principal desvantagem do algoritmo LMS est�a tamb�em



presente no esquema Frost' isto �e� seu desempenho �e fortemente dependente do es	

palhamento de autovalores da matriz de autocorrela�c�ao do sinal de entrada� Uma

abordagem alternativa �e o uso de t�ecnicas de m��nimos quadrados r�apidas como pro	

posto em 
���� Sendo o algoritmo usado por Frost uma proje�c�ao do resultado do

algoritmo LMS convencional no hiperplano de�nido pelas restri�c�oes� um passo natu	

ral seria o uso de algoritmos da fam��lia dos LMS normalizados convencionais 
�� ���

seguidos de uma proje�c�ao tal como no caso LMS Frost� Esta abordagem resulta

numa taxa de converg�encia superior comparada ao algoritmo LMS Frost quando os

sinais de entrada s�ao fortemente correlacionados� Esta abordagem intuitiva� entre	

tanto� carece de um crit�erio de otimiza�c�ao e apresenta desempenho pior que o obtido

da estrutura GSC em alguns casos�

Foi observado em nossos experimentos que o algoritmo LMS com restri�c�oes em

ambas implementa�c�oes� esquemas Frost e GSC� apresenta resultados id�enticos
���

quando aplicados ao mesmo conjunto de dados� Nosso objetivo neste cap��tulo �e a de	

riva�c�ao de um algoritmo BNDR	LMS com restri�c�oes �"Constrained BNDR	LMS#��

estrutura do tipo Frost� tal que apresente resultado id�entico ao obtido empregando	

se o algoritmo BNDR	LMS sem restri�c�oes na estrutura GSC�

Este cap��tulo �e organizado como segue� A Se�c�ao ��� apresenta uma alternativa

�a deriva�c�ao dos algoritmos NLMS e BNDR	LMS convencionais� Na Se�c�ao ��� os

algoritmos normalizados com restri�c�oes s�ao derivados com base na abordagem usada

na Se�c�ao ���� Na Se�c�ao ��� a seq!u�encia de passos �otima �e derivada� A Se�c�ao

��� mostra alguns resultados de simula�c�oes no campo de aplica�c�ao proposto aqui�

seguida pelas conclus�oes�

��� Re�Deriva�c�ao dos Algoritmos NLMS e BNDR�

LMS

Nesta se�c�ao n�os mostramos uma maneira alternativa de derivarmos os algoritmos

NLMS e BNDR	LMS� Comecemos pelo algoritmo LMS normalizado� Vamos supor

��



que temos um algoritmo tipo LMS que atualiza o vetor de coe�cientes de acordo

com a seguinte express�ao�

w�k % ��  w�k� % �kx�k� �����

onde w�k� �e o vetor de coe�cientes �de tamanho �N % �� � � onde N �e a ordem

do �ltro adaptativo� no instante k� x�k� �e o vetor sinal de entrada e �k �e o passo

vari�avel �ou fator de converg�encia vari�avel� o qual deve ser escolhido com o objetivo

de proporcionar uma m�axima velocidade de converg�encia� A estrat�egia usada aqui

�e reduzir o erro ao quadrado instant�aneo tanto quanto poss��vel pois esta �e uma

boa e simples estimativa do erro m�edio quadr�atico �MSE� 
��� Uma vez que o erro

instant�aneo �e dado por e�k�  d�k� � xT �k�w�k�� o erro quadrado instant�aneo no
instante k ap�os a atualiza�c�ao do vetor de coe�cientes pode ser escrito como

e���k� � 
d�k�� xT �k�w�k % ����

 
d�k�� xT �k��w�k� % �kx�k���
� �����

onde a estrela ��� indica o erro a posteriori� De modo a aumentar a taxa de con	

verg�encia por escolher um passo apropriado� tomamos a derivada parcial de e���k�

em rela�c�ao a �k e a fazemos igual a zero� obtendo

�k  
d�k�� xT �k�w�k�

xT �k�x�k�
�����

o qual corresponde� como esperado� ao algoritmo LMS normalizado tradicional�

Para o algoritmo BNDR	LMS� n�os atualizamos o vetor de coe�cientes somando

os vetores sinal de entrada x�k� e x�k � �� ponderados por dois passos� ��k e ��k�

respectivamente�

w�k % ��  w�k� % ��kx�k� % ��kx�k � �� �����

Neste caso� n�os minimizamos a fun�c�ao custo F �k�� a qual corresponde ao erro qua	

drado instant�aneo no instante k mais o erro quadrado instant�aneo no instante k� �
calculado com o vetor de coe�cientes do instante k ou F �k�  
d�k��xT �k�w�k���%

d�k� ���xT �k� ��w�k���� Em seguida de�nimos F ��k� como F �k� calculada com

��



o vetor de coe�cientes atualizado�

F ��k� � �d�k� � xT �k��w�k� 
 ��kx�k� 
 ��kx�k � �����


�d�k � ��� xT �k � ���w�k� 
 ��kx�k� 
 ��kx�k � ����� ����

Num pr�oximo passo� tomamos as derivadas parciais de F ��k� em rela�c�ao a ��k e

��k e as fazemos iguais a zero� Ap�os algumas manipula�c�oes alg�ebricas� obtemos

e� � d�k� � xT �k�w�k�

e� � d�k � ��� xT �k � ��w�k�

den � xT �k�x�k�xT �k � ��x�k � ��� �xT �k � ��x�k���

��k �
e�x

T �k � ��x�k � ��� e�x
T �k � ��x�k�

den

��k �
e�x

T �k�x�k�� e�x
T �k � ��x�k�

den
�����

a qual junto com ����� correspondem ao algoritmo LMS binormalizado com reuti	

liza�c�ao de dados �BNDR	LMS��

��� O Algoritmo com Restri�c�oes

Numa �ltragem adaptativa linear com restri�c�oes� as J restri�c�oes s�ao representadas

pelo seguinte sistema linear�

CTw�k�  f �����

onde C �e uma matriz �N %��� J contendo os vetores de restri�c�oes� e f �e um vetor

de J elementos contendo os valores das restri�c�oes �uma restri�c�ao simples signi�ca

que C �e um vetor e f �e um escalar��

No caso do algoritmo LMS �estrutura Frost�� o algoritmo resultante �e dado pela

proje�c�ao do vetor de coe�cientes �w�k%�� sem restri�c�oes � no hiperplano de�nido

por ������ O vetor de coe�cientes com restri�c�oes �e obtido projetando	se inicialmente

a solu�c�ao sem restri�c�oes no hiperplano homog�eneo CTw�k�  � com o aux��lio da

matriz de proje�c�ao P  I�C�CTC���CT � Finalmente� o vetor resultante �e movido
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de volta ao hiperplano das restri�c�oes pela adi�c�ao do vetor F  C�CTC���f �

w�k % ��  PwLMS�k % �� % F

 P 
w�k� % �e�k�x�k�� % F �����

onde e�k�  d�k�� xT �k�w�k��
Nossa abordagem aqui para ambos algoritmos NLMS e BNDR	LMS �e a proje�c�ao

da solu�c�ao sem restri�c�oes seguida de uma otimiza�c�ao do�s� passo�s� similar ao que foi

feito na se�c�ao anterior� Comecemos pelo algoritmo NLMS tomando wNLMS�k%��

como em ��� onde �k �e o passo vari�avel que desejamos obter�

w�k % ��  PwNLMS�k % �� % F

 P 
w�k� % �kx�k�� % F ����

Se lembrarmos que w�k� foi for�cado a satisfazer a restri�c�ao em ������ o que signi�ca

que Pw�k� % F  w�k�� segue que ���� pode ser escrita como

w�k % ��  w�k� % �kPx�k� ������

Se agora compararmos ����� e ������ podemos ver que elas descrevem o mesmo

problema se substituirmos o vetor de entrada por um vetor rotacionado x��k�  

Px�k�� Al�em disto� lembrando que P �  P � segue da mesma abordagem usada na

se�c�ao pr�evia que

e�k�  d�k�� xT �k�w�k�
w�k % ��  P

�
w�k� %

e�k�x�k�

xT �k�Px�k�

�
% F ������

que corresponde ao algoritmo NLMS com restri�c�oes 
����

A mesma abordagem pode ser aplicada ao algoritmo BNDR	LMS se �zermos

w�k % ��  PwBNDR�LMS�k % �� % F

 P 
w�k� % ��kx�k� % ��kx�k � ��� % F
 w�k� % ��kPx�k� % ��kPx�k � �� ������

�



e compararmos com ������ As equa�c�oes do algoritmo BNDR	LMS com restri�c�oes ou

"constrained BNDR	LMS# s�ao obtidas como

e� � d�k�� xT �k�w�k�

e� � d�k � ��� xT �k � ��w�k�

P � I �C�CTC���CT

F � C�CTC���f

den � xT �k�Px�k�xT �k � ��Px�k � ��� �xT �k � ��Px�k���

��k �
e�x

T �k � ��Px�k � ��� e�x
T �k � ��Px�k�

den

��k �
e�x

T �k�Px�k�� e�x
T �k � ��Px�k�

den

w�k 
 �� � P �w�k� 
 ��kx�k� 
 ��kx�k � ��� 
 F ������

Vale a pena mencionar que estes dois algoritmos com restri�c�oes apresentam resul	

tados id�enticos aos obtidos com os algoritmos NLMS e BNDR	LMS sem restri�c�oes

usados em estruturas GSC� �E tamb�em interessante ressaltar que ������ e ������ po	

dem ser simpli�cadas admitindo	se que Pw�k� % F  w�k�� Esta simpli�ca�c�ao�

entretanto� pode produzir acumula�c�ao de erro de arredondamento quando o algorit	

mo �e implementado em precis�ao �nita 
����

��	 Otimiza�c�ao do Passo do Algoritmo BNDR�

LMS

Vimos que o algoritmo BNDR	LMS oferece uma converg�encia mais r�apida que v�arios

outros algoritmos LMS normalizados para sinais de entrada altamente correlaciona	

dos ao custo de uma pequena complexidade adicional� O MSE ap�os a converg�encia

para este algoritmo �e controlado pelo par�ametro tamanho do passo �� Para �  ��

temos a converg�encia mais r�apida e tamb�em o maior MSE se comparado ao caso

onde o valor do passo �e pr�oximo de zero� No cap��tulo anterior� foi mostrado que o

algoritmo BNDR	LMS converge se o passo est�a na faixa de zero a dois� Por raz�oes

��



pr�aticas� o valor de � �e mantido entre zero e um pois foi observado que o MSE

em estado estacion�ario era maior e a converg�encia mais lenta quando o passo era

tomado entre um e dois�

Nesta se�c�ao� a express�ao para o MSE desenvolvida no Cap��tulo � �e usada para

propor uma seq!u�encia de passos �otima que proporciona converg�encia r�apida e desa	

juste m��nimo� A express�ao �nal para o comportamento de converg�encia do algoritmo

BNDR	LMS �e rescrita aqui em termos do excesso no MSE�

���k % ��  

�
� %

���� ��
N % �

�
���k�

%
N���� ������ ��

�N % ���
���k � ��

%
�� %N��� ������

�N % ���N % �� �x�
��
n ������

Da express�ao de ���k % �� acima� seguiremos uma abordagem similar �a usada

em 
�� e come�camos por rescrever ������ assumindo que at�e o instante k n�os temos

a seq!u�encia �otima ����� a ���k � �� j�a dispon��vel e tamb�em as quantidades �otimas

����k� e ����k � ���

���k % ��  

�
� %

��k����k�� ��
N % �

�
����k�

%
N��k���� ��k������k�� ��

�N % ���
����k � ��

%
�� %N���k�� ������k��

�N % ���
��
n ������

Se agora computarmos a derivada de ���k%�� com rela�c�ao a ��k� e igualarmos

a zero� obtemos ap�os algumas manipula�c�oes alg�ebricas

���k�  ��
s
�� ��

��k� % ����k � ��
������k � �� % ��

n�

 ��
s
�� ���k� % ���k � ��� ���

n

����k � �� ������

�E v�alido mencionarmos que ������ est�a de acordo com a situa�c�ao encontrada ap�os

a converg�encia ser alcan�cada� ou seja� termos ���k�  ���k � ��  ��
n e portanto

termos ���k�  � como esperado� Al�em disto� se tivermos ��
n  � o valor de �

��k�

��



ser�a pr�oximo a um �admitindo que ����k� � ����k���� mesmo ap�os converg�encia�
o que implica em termos m�axima velocidade de converg�encia com m��nimo desajuste

se o ru��do �e zero�

Para o algoritmo LMS normalizado �NLMS�� a f�ormula recursiva para ���k�

em termos de ���k � �� e da ordem N foi obtida em 
��� No caso do algoritmo

BNDR	LMS� uma express�ao recursiva simples n�ao foi obtida e um pequeno algoritmo

foi usado para produzir a seq!u�encia de passo vari�avel �otima� Este algoritmo �e

apresentado na Tabela ��� � e possui um importante par�ametro de inicializa�c�ao

com uma forte in�u�encia no comportamento de ���k�� Este par�ametro �e a raz�ao ��d
��n

onde o numerador �e a vari�ancia do sinal de refer�encia�

Tabela ���� Algoritmo para computar a seq!u�encia de passo vari�avel �otima�

��k� do algoritmo BNDR�LMS

�����  ������  ��
d

��
n  vari�ancia do ru��do

N  ordem do �ltro adaptativo

����  �

for k  �� �� � � �

f ��k�  ��
q
�� ���k�����k���

�����k������n�

aa  
h
� % ��k����k����

N��

i
bb  N��k������k������k����

�N����

cc  ���N���k��������k��
�N����

��
n

���k % ��  aa���k� % bb���k � �� % cc

g

Apresentamos a seguir na Figura ��� as curvas de ��k� para diferentes valores

do que poderia neste caso ser chamado de rela�c�ao sinal �desejado� ru��do ou SNR  

�Note que o asterisco ��� foi retirado dos valores otimos visando exclusivamente uma simpli��

ca�c�ao
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��log
��d
��n
de � a �� dB� Note que para ��

n  � �caso sem ru��do�� o SNR se aproxima

de in�nito enquanto que o tamanho de passo permanece �xo na unidade�
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Figura ���� Seq!u�encias de ��k� �otimas para o algoritmo BNDR	LMS�

Numa implementa�c�ao pr�atica esta seq!u�encia �otima pode ser computada a priori

e armazenada na mem�oria ou computada "on the �y#� Para esta �ultima op�c�ao�

desde que uma f�ormula recursiva e compacta n�ao est�a dispon��vel� uma aproxima�c�ao

para esta curva �e de grande interesse� Usaremos aqui duas classes de seq!u�encias

tamb�em propostas em 
��� Elas foram escolhidas devido �a sua simplicidade e� como

veremos posteriormente� por conduzirem a bons resultados� A primeira classe �e a

seq!u�encia �otima para o algoritmo NLMS a qual �e dada por

��k�  ��k � �� ��
��k���
N��

�� ���k���
N��

������

Para o algoritmo NLMS� a inicializa�c�ao correta para esta seq!u�encia �e dada por

����  �� ��n
��d
� Entretanto� no nosso caso podemos escolher um valor inicial para o

passo tal que as duas seq!u�encias �a �otima para o algoritmo NLMS e a �otima para o

algoritmo BNDR	LMS� �quem pr�oximas� como ser�a visto posteriormente�

��



A segunda classe de seq!u�encias �referidas daqui para frente por aproxima�c�ao ��k�

�e bastante simples e tamb�em foi usada em 
��� Esta seq!u�encia �e dada por

��k�  

�
�

� se � � k � c�N % ��

maxf�min�
�

��c� k
N��

g se k � c�N % ��
������

O par�ametro c est�a relacionado ao SNR da seq!u�encia �otima� Um valor de

passo m��nimo foi introduzido aqui �podendo tamb�em ser usado em todas seq!u�encias�

visando prover o algoritmo de uma capacidade de acompanhamento em caso de

pequena n�ao	estacionariedade do ambiente�

Os resultados de alguns experimentos demonstrar�ao o desempenho superior do

algoritmo com o esquema de passo vari�avel proposto� Para a primeira simula�c�ao�

usamos como sinal de entrada um ru��do branco numa con�gura�c�ao de identi�ca�c�ao

de sistema com N  ��� ��
n  ���� e SNR  ��dB� A Figura ��� mostra a

seq!u�encia de passos �otima obtida com o algoritmo descrito na Tabela ��� e outras

curvas relativas �as duas classes de aproxima�c�oes usadas�

seqüência ótima          
aproximação NLMS (0.9, 0.93 e 0.95)
aproximação 1/k (c=1, 2 e 3)   
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Figura ���� Seq!u�encia de passos �otima e duas classes de seq!u�encias aproximadas�

Da Figura ���� podemos conjecturar qual curva devemos usar� Se us�assemos

a m��nima norma da diferen�ca entre as seq!u�encias �otima e aproximada como um

��



crit�erio para decidirmos qual curva implementar� os par�ametros da equa�c�ao ������

escolhidos para este exemplo seriam ����  ��� e c  ��

Com estes par�ametros rodamos uma simula�c�ao com um valor de passo �xo� a

seq!u�encia �otima e duas aproxima�c�oes� As curvas de aprendizado �m�edia de ���� ro	

dadas� est�ao mostradas na Figura ��� onde podemos ver que o mesmo valor pequeno

de MSE em estado estacion�ario �e compartilhado pelas tr�es seq!u�encias de passos va	

ri�aveis usadas� O passo �xo foi ajustado para um e� como esperado� resulta no

desajuste mais alto�

passo fixo       
passo ótimo       
aproximação NLMS
aproximação 1/k 
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Figura ���� Curvas de aprendizado para passo �xo� passo vari�avel �otimo e suas duas

aproxima�c�oes�

Um segundo experimento foi realizado de modo a avaliar o desempenho desta

seq!u�encia �otima no caso onde o sinal de entrada �e correlacionado� A mesma con�	

gura�c�ao foi usada com um sinal de entrada tendo um n�umero de condicionamento

�raz�ao entre o maior e o menor autovalor da matriz de autocorrela�c�ao do sinal de

entrada� em torno de ���� A Figura ��� mostra	nos que� mesmo para um sinal de

entrada correlacionado� a seq!u�encia de passos vari�aveis proposta tem um bom desem	

penho� Observa	se na mesma �gura que� no exemplo dado� o algoritmo BNDR	LMS

��



com seq!u�encia �otima tem um desempenho melhor que o algoritmo NLMS tamb�em

com seq!u�encia �otima�
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Figura ���� Comparando as curvas de aprendizagem para o caso de sinal de entrada

colorido�

Uma observa�c�ao �nal �e a possibilidade de usarmos um estimador para ��k� ao

inv�es de calcularmos ���k� usando ������ como descrito no algoritmo da Tabela ����

Um outro experimento foi feito usando o seguinte estimador�

��k % ��  ���k� % ��� ��e��k� �����

Este experimento mostrou	nos que um valor razo�avel para � �e algo em torno de ����

A vantagem desta abordagem alternativa �e a possibilidade de um acompanhamento

r�apido de mudan�cas s�ubitas e fortes no ambiente� Neste caso� o erro instant�aneo

torna	se alto e a estimativa ��k % �� �e elevada tal que o valor de � se aproxima da

unidade novamente e uma r�apida re	adapta�c�ao se inicia�

Quando usando esta abordagem� vale a pena lembrarmos que� dado que a equa�c�ao

������ �e do tipo � � p
�� x� o passo ��k� pode ser escrito como x

��
p
��x o qual �e

uma express�ao numericamente menos sens��vel� A equa�c�ao ������ mostra	nos esta
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express�ao�

��k�  

��k����k�������n
���k���

� %
q
�� ��k����k�������n

���k���

������

��
 Resultados das Simula�c�oes

Nesta se�c�ao� aplicamos o algoritmo BNDR	LMS com restri�c�oes ao caso de elimina�c�ao

de interfer�encia numa transmiss�ao digital usando DS	CDMA da esta�c�ao base para

a esta�c�ao m�ovel �"downlink#� de um sistema de comunica�c�oes m�oveis�

O sinal recebido para o sistema com K usu�arios simult�aneos pode ser escrito

como

x�k�  
KX
i��

Aibi�k�si % n�k� ������

onde Ai �e a amplitude do sinal do usu�ario i� si �e a seq!u�encia de assinatura �c�odigo�

do i	�esimo usu�ario e bi�k�  f��g �e o bit transmitido do i	�esimo usu�ario� No receptor
m�ovel estaremos somente interessados em detectar um usu�ario �aqui assumido ser

usu�ario i  ��� Uma maneira de construir os coe�cientes do receptor �e minimizar sua

energia de sa��da tendo como restri�c�ao a parcela deste sinal correspondente ao c�odigo

do usu�ario desejado passar com resposta unit�aria� O problema �e� ent�ao� encontrar

um vetor de coe�cientes w�k� tal que resolva

min
w�k�

kxT �k�w�k�k� sujeito a sT�w�k�  � ������

onde� usando a nota�c�ao da se�c�ao anterior� vemos que o sinal refer�encia d�k�  ��

C  s� e f  �� O sistema usado em nosso experimento consiste de K  �

usu�arios cujas seq!u�encias de espalhamento foram c�odigos de Gold de tamanho �


���� A rela�c�ao sinal	ru��do �SNR� para o usu�ario desejado foi ajustada para �dB e

a pot�encia de interfer�encia dos usu�arios foi ajustada para �� vezes mais forte que

a pot�encia do usu�ario desejado �Ai  
p
�� para i 
 ��� Na simula�c�ao� usamos a

seq!u�encia de passos �otima 
��� descrita na se�c�ao anterior�

A Figura ��� mostra as curvas de aprendizagem para os algoritmos LMS� NLMS

e BNDR	LMS �m�edia de ��� rodadas�� O valor do passo para o algoritmo LMS

��



foi escolhido para ser �  � � ���� tal que seu desajuste seja compar�avel ao dos
algoritmos normalizados usando seq!u�encias �otimas� Como pode ser visto nesta �	

gura� os desempenhos dos algoritmos NLMS e BNDR	LMS s�ao superiores ao do

algoritmo LMS em termos de taxa de converg�encia� Devido provavelmente ao sinal

de entrada o qual n�ao �e su�cientemente correlacionado neste exemplo� o algoritmo

BNDR	LMS n�ao apresentou o melhor desempenho e o algoritmo NLMS �e sugerido

nestes casos� Esta a�rma�c�ao �e baseada no fato de que mesmo o algoritmo RLS n�ao

mostrou um desempenho muito melhor que o do algoritmo NLMS neste particular

exemplo� Vale a pena mencionarmos que a estrutura GSC usando os algoritmos

NLMS e BNDR	LMS tamb�em foi simulada e apresentou curvas de aprendizagem

id�enticas�
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Figura ���� Curvas de aprendizagem dos algoritmos LMS� NLMS e BNDR	LMS com

restri�c�oes�
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��� Conclus�oes

Este cap��tulo introduziu a vers�ao com restri�c�oes do algoritmo BNDR	LMS usando

a estrutura desenvolvida por Frost 
���� Um m�etodo simples de obter os algorit	

mos normalizados �NLMS e BNDR	LMS� foi apresentado e foi mostrado que este

m�etodo �e tamb�em v�alido para as vers�oes com restri�c�oes destes algoritmos� O al	

goritmo BNDR	LMS com restri�c�oes resultante usando a estrutura Frost apresentou

resultados id�enticos em rela�c�ao ao seu equivalente sem restri�c�oes usando estrutura

GSC� Uma seq!u�encia de passos vari�aveis �otima para o algoritmo BNDR	LMS foi

tamb�em obtida� O algoritmo foi aplicado �a recep�c�ao m�ovel CDMA e resultados de

simula�c�ao mostraram taxa de converg�encia mais r�apida assim como um pequeno

desajuste quando o passo vari�avel �otimo �e usado�

�



Cap��tulo 	

Algoritmos QR R�apidos
 uma

Abordagem Uni�cada

	�� Introdu�c�ao

Esta se�c�ao trata dos conceitos b�asicos usados nos algoritmos RLS que empregam

decomposi�c�ao QR convencional e inversa� Os m�etodos de triangulariza�c�ao da matriz

de entrada de dados e o signi�cado das vari�aveis internas destes algoritmos s�ao

enfatizados de modo a instituir a nota�c�ao usada neste trabalho bem como introduzir

as rela�c�oes mais importantes usadas daqui por diante�


���� O Algoritmo QR Convencional

Assim como no algoritmo RLS convencional� n�os estamos interessados em minimizar

a seguinte fun�c�ao custo

��k�  
kX
i��

�k�ie��i�  eT �k�e�k�  k e�k� k� �����

onde cada componente do vetor e�k� �e o erro a posteriori no instante i ponderado

por ��k�i��� �� �e o fator de esquecimento e i varia de � a k�� O vetor e�k� �e dado

por

e�k�  d�k��X�k�w�k� �����



Na equa�c�ao acima� o vetor de sinal desejado ponderado d�k�� o vetor de coe�	

cientes w�k� e a matriz de dados de entrada X�k� s�ao de�nidos por

d�k�  

�
�������

d�k�

����d�k � ��
���

�k��d���

�
�������

�����

w�k�  

�
�������

w��k�

w��k�
���

wN�k�

�
�������

�����

X�k�  

�
�������

xT �k�

����xT �k � ��
���

�k��xT ���

�
�������

�����

onde N �e a ordem do �ltro �n�umero de coe�cientes menos um�� x�k� �e o vetor sinal

de entrada 
x�k� x�k� �� � � � x�k�N��T e as amostras antes do instante k  � s�ao

consideradas nulas�

A solu�c�ao �otima para o problema dos m��nimos quadrados num dado instante k

pode ser encontrada ao derivarmos a fun�c�ao custo em rela�c�ao a w�k� e igualarmos

a zero� resultando em

w�k�  R��
D �k�pD�k� �����

onde RD�k�  XT �k�X�k� �e a matriz de correla�c�ao de dados determin��stica e

pD�k�  X
T �k�d�k� �e o vetor de correla�c�ao cruzada determin��stico entre a entrada

e o sinal desejado�

A express�ao ����� �e usada na abordagem RLS convencional� A inversa de RD�k�

pode tornar	se mal condicionada� por exemplo� devido a perda de persist�encia de

excita�c�ao do sinal de entrada ou devido a efeitos de quantiza�c�ao 
��� Visando evitar

��



poss��veis solu�c�oes imprecisas� a abordagem de decomposi�c�ao QR usada nesta tese

triangularizar�a a matriz de dados de entrada atrav�es do uso de matrizes de rota�c�ao

de Givens�

A premultiplica�c�ao de ����� por Q�k� �matriz a qual representa o processo glo	

bal de triangularia�c�ao via matrizes de rota�c�ao de Givens elementares� triangulariza

X�k� e uma vez que Q�k� �e ortogonal �na verdade �e ortonormal�� ela n�ao afetar�a a

fun�c�ao custo�

Q�k�e�k�  

�
� eq��k�

eq��k�

�
�  

�
� dq��k�

dq��k�

�
��

�
� O

U�k�

�
�w�k� �����

onde U �k� �e o fator Cholesky de XT �k�X�k� �i�e� UT �k�U�k�  XT �k�X�k�� e os

subscritos � e � indicam as primeiras k�N e �ultimas N % � componentes do vetor�

respectivamente�

O erro quadr�atico ponderado �ou fun�c�ao custo� pode ser minimizado escolhendo	

se w�k� tal que o termo dq��k� � U�k�w�k� seja zero� Os coe�cientes s�ao ent�ao

calculados usando o procedimento conhecido como "backsubstitution# �veja 
�� ���

para mais detalhes��

Usando uma vez mais o fato que Q�k� �e ortonormal e a de�ni�c�ao em ������ n�os

podemos escrever o produto Q�k�X�k� como

Q�k�

�
� � �T

� QT �k � ��

�
�
�
� � �T

� Q�k � ��

�
�
�
� xT �k�

����X�k � ��

�
�  

�
� O

U�k�

�
�
�����

Na equa�c�ao acima� se chamarmos �Q�k� o produto das duas primeiras matrizes

�a esquerda e executarmos a multiplica�c�ao das duas matrizes restantes� temos

�Q�k�

�
����

xT �k�

O

����U �k � ��

�
����  

�
� O

U�k�

�
� ����

��



De ���� vemos que �Q�k� �e um produto de matrizes de rota�c�oes de Givens que

anula o vetor de entrada corrente� Al�em disto a natureza recursiva de Q�k� pode

ser expressa por

Q�k�  �Q�k�

�
� � �T

� Q�k � ��

�
� ������

Uma vez que �Q�k� �e respons�avel por zerar xT �k� como mostrado em ����� sua

estrutura inclui uma sub	matriz Ik�N��� Felizmente� podemos evitar a caracter��stica

de ordem sempre crescente ao deletarmos as linhas e colunas de �Q�k� onde se localiza

Ik�N�� e rescrevermos ���� como

�
� �T �k�

U �k�

�
�  Q	�k�

�
� xT �k�

����U�k � ��

�
� ������

onde Q	�k� �e �Q�k� ap�os remover a se�c�ao Ik�N�� junto com as linhas e colunas

correspondentes�

Lembrando ������ vemos que eq��k�  dq��k� e o produto Q�k�d�k� podem ser

escritos como�
� eq��k�

dq��k�

�
�  �Q�k�

�
� � �T

� Q�k � ��

�
�
�
� d�k�

����d�k � ��

�
�

 �Q�k�

�
����

d�k�

����eq��k � ��
����dq��k � ��

�
����

 

�
����

eq��k�

����eq��k � ��
dq��k�

�
���� ������

onde a �ultima multiplica�c�ao pode ser facilmente entendida se notarmos em ���� que

�Q�k� alterar�a somente o primeiro e os �ultimos N % � componentes de um vetor�

De ������� �e tamb�em poss��vel remover a se�c�ao crescente de �Q�k� resultando na

seguinte express�ao�

��



�
� eq��k�

dq��k�

�
�  Q	�k�

�
� d�k�

����dq��k � ��

�
� ������

onde eq��k� �e o primeiro elemento do sinal de erro rotacionado e dq��k� �e um vetor

com os �ultimos N % � elementos do vetor sinal desejado rotacionado�

Neste ponto� �e importante enfatizar a estrutura de Q	�k� como um produto de

matrizes dado por
Q�

i�N Q	i�k�� Esta estrutura depender�a do tipo de triangulari	

za�c�ao de U�k�� matriz triangular superior ou inferior� Esta escolha� como ser�a visto

posteriormente� determinar�a tamb�em duas classes de algoritmos� O modo pelo qual

a matriz U�k� �e triangularizada est�a mostrado na Figura ��� com a correspondente

matriz Q	i
�k� sendo dada por

SUPERIOR � Q	i�k�  

�
�������

cos�i�k� �T �sin�i�k� �T

� I i � � � � ��
sin�i�k� �T cos�i�k� �T

� � � � �� � IN�i

�
�������
������

INFERIOR � Q	i
�k�  

�
�������

cos�i�k� �T �sin�i�k� �T

� IN�i � � � � ��
sin�i�k� �T cos�i�k� �T

� � � � �� � I i

�
�������
������

�E importante ressaltar que os �angulos �i�k� em ������ e ������ n�ao s�ao os mes	

mos embora escritos da mesma maneira por motivo de simplicidade� �E tamb�em

relevante mencionarmos que as duas possibilidades para uma matriz triangular su	

perior �tri�angulo de zeros do lado inferior direito como na �gura ou tri�angulo de

zeros do lado inferior esquerdo� assim como as duas possibilidades para uma matriz

triangular inferior �tri�angulo de zeros do lado superior esquerdo como na �gura ou

tri�angulo de zeros do lado superior direito� conduzem a algoritmos id�enticos�

Como um exemplo� as estruturas de Q	�k� para triangulariza�c�oes superior e

inferior de U �k� com N  � s�ao dadas por

��
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Figura ���� As diferentes triangulariza�c�oes de U �k�� �a� SUPERIOR e �b� INFERIOR�

SUPERIOR � Q	�k�  

�
�������

c��c��c�� �c��c��s�� �c��s�� �s��
s�� c�� � �

s��c�� �s��s�� c�� �

s��c��c�� �s��c��s�� �s��s�� c��

�
�������
������

INFERIOR � Q	�k�  

�
�������

c��c��c�� �s�� �c��s�� �c��c��s��
s��c��c�� c�� �s��s�� �s��c��s��
s��c�� � c�� �s��s��
s�� � � c��

�
�������
������

onde c�i  cos�i�k� e s�i  sin�i�k��

As �ultimas duas equa�c�oes sugerem que Q	�k� em ambos casos seja particionada

como

Q	�k�  

�
� ��k� gT �k�

f�k� E�k�

�
� ������

onde ��k�  
QN

i�� cos�i�k� e os elementos de f�k�� g�k� e E�k� dependem do tipo

de triangulariza�c�ao�

De modo a ter todas as equa�c�oes do algoritmo QR tradicional �O
N���� p�os	

multipliquemos o vetor transposto eTq �k�Q�k� pelo vetor 
� � � � � ��T conhecido em
ingl�es pelo termo "pinning vector#�

��



eTq �k�Q�k�

�
�������

�

�
���

�

�
�������
 eT �k�QT �k�Q�k�

�
�������

�

�
���

�

�
�������
 e�k� �����

Por outro lado� das equa�c�oes ������ e ������� e do fato de Q	�k� ser �Q�k�

ap�os remover as k � N � � colunas e linhas crescentes� podemos concluir que

Q�k�
� � � � � ��T  
��k� � � � � � fT �k��T � Uma vez que eq��k� �e um vetor nu	

lo �n�ao esquecendo que w�k� em ����� foi escolhido de modo a faz�e	lo igual ao vetor

zero�� �e f�acil mostrar que

e�k�  eq��k���k� ������

Esta �ultima equa�c�ao �e particularmente �util em aplica�c�oes onde os coe�cientes do

�ltro adaptativo n�ao s�ao necess�arios uma vez que podemos obter e�k� sem calcular

w�k��

As equa�c�oes do algoritmo QR convencional s�ao apresentadas na Tabela ���� Vale

a pena mencionarmos que neste caso o tipo de triangulariza�c�ao usada n�ao tem

in�u�encia no desempenho do algoritmo e tamb�em que se os coe�cientes do �ltro

s�ao necess�arios� eles podem ser obtidos usando o procedimento conhecido como

"backsubstitution# 
���


���� Interpretando as Vari�aveis Internas

Examinando a estrutura de Q	�k� como expressa em ������ e recordando ������ e o

fato de que esta matriz �e ortonormal� podemos escrever as duas pr�oximas equa�c�oes�

�
� ��k� gT �k�

f�k� E�k�

�
�
�
� xT �k�

����U�k � ��

�
�  

�
� �T

U�k�

�
� ������

��



Tabela ���� As equa�c�oes do algoritmo QR convencional�

QR

for k  �� �� � � �

f Obtendo Q	�k� e atualizando U�k���
� �T

U�k�

�
�  Q	�k�

�
� xT �k�

����U�k � ��

�
�

Obtendo ��k��

��k�  
QN

i�� cos�i�k�

Obtendo eq��k� e atualizando dq��k���
� eq��k�

dq��k�

�
�  Q	�k�

�
� d�k�

����dq��k � ��

�
�

Obtendo e�k��

e�k�  eq��k���k�

g

IN��  Q	�k�Q
T
	 �k�  

�
� ��k� gT �k�

f�k� E�k�

�
�
�
� ��k� fT �k�

g�k� ET �k�

�
�

 QT
	 �k�Q	�k�  

�
� ��k� fT �k�

g�k� ET �k�

�
�
�
� ��k� g�k�T

f�k� E�k�

�
� ������

De ������ e ������� um n�umero de rela�c�oes� as quais s�ao comuns a ambos m�etodos

de triangulariza�c�ao� pode ser derivada� Ressaltemos as seguintes rela�c�oes

f�k�xT �k� % ����E�k�U�k � ��  U�k� ������

��k�f�k� %E�k�g�k�  � ������

Agora� se multiplicarmos a transposta de ������ por ela mesma� obtemos

UT �k�U�k�  x�k�xT �k� % �UT �k � ��U�k � �� ������

��



Pr�e	multiplicando ������ por UT �k� e comparando a ������ encontramos que

f�k�  U�T �k�x�k� ������

E�k�  ����U�T �k�UT �k � �� ������

Substituindo ������ e ������ em ������� segue que

g�k�  ���k�U�T �k � ��x�k��
p
� ������

Veremos que ������� ������ e ������ s�ao rela�c�oes chaves no entendimento dos ou	

tros algoritmos da fam��lia QR� De modo a compreendermos o signi�cado destas

vari�aveis� as quais dependem do m�etodo de triangulariza�c�ao� �e necess�ario introduzir

a aplica�c�ao da decomposi�c�ao QR aos problemas de predi�c�ao progressiva �forward� e

regressiva �backward� bem como comparar o m�etodo QR discutido at�e agora com o

procedimento de ortogonaliza�c�ao de Gram	Schmidt�

O Problema da Predi�c�ao Regressiva

No problema da predi�c�ao regressiva� tentamos obter uma estimativa da amostra

passada de uma dada seq!u�encia de entrada usando a informa�c�ao sobre a seq!u�encia

atualmente dispon��vel� O sinal x�K � N � �� �e o sinal desejado e a predi�c�ao �e
baseada em x�k�� O vetor de erro regressivo ponderado �e

eb�k�  db�k��X�k�wb�k�  

�
����������

x�k �N � ��
����x�k �N � ��

���

��k�N�����x���

�N��

�
����������
�X�k�wb�k� �����

onde wb�k� �e o vetor de coe�cientes de predi�c�ao regressiva�

A �ultima equa�c�ao pode ser rescrita em termos de X�N����k�� a matriz de dados

de entrada de ordem N % ��

��



eb�k�  
X�k� db�k��

�
� �wb�k�

�

�
�  X�N����k�

�
� �wb�k�

�

�
� ������

O vetor de erro regressivo ponderado rotacionado �e de�nido abaixo e ser�a usado

posteriormente na deriva�c�ao dos algoritmos QR r�apidos�

ebq�k�  Q�k�eb�k�  

�
� O ebq� �k�

U�k� dbq� �k�

�
�
�
� �wb�k�

�

�
� ������

O Problema de Predi�c�ao Progressiva

No problema de predi�c�ao progressiva� o sinal desejado �e x�k� e a predi�c�ao ser�a

realizada com x�k � ��� Em termos de vetores ponderados� temos

ef �k� � df �k��

�
� X�k � ��

�T

�
�wf �k� �

�
�������

x�k�

����x�k � ��
���

�k��x���

�
�������
�

�
� X�k � ��

�T

�
�wf �k�

����	�

onde wf�k� �e o vetor de coe�cientes de predi�c�ao progressiva�

A �ultima equa�c�ao pode tamb�em ser rescrita em termos de X�N����k�� a matriz

de dados de entrada de ordem N % ��

ef�k�  

�
�df �k� X�k � ��

�T

�
�
�
� �

�wf�k�

�
�  X�N����k�

�
� �

�wf�k�

�
� ������

O vetor de erros progressivos ponderados rotacionado �e de�nido por

efq�k�  

�
� Q�k � �� �

�T �

�
� ef�k�  

�
����
efq� �k� O

dfq� �k� U�k � ��
�k��x��� �T

�
����
�
� �

�wf�k�

�
�

������

�



�E interessante ressaltar que todas as vari�aveis dos preditores regressivo e pro	

gressivo est�ao relacionadas a preditores de ordem N �o que equivale na nota�c�ao

aqui usada a N % � coe�cientes de predi�c�ao�� Assim� temos eb�k�  e
�N���
b �k� e

ef�k�  e
�N���
f �k��

Ortogonaliza�c�ao de Gram�Schmidt para U�k� Triangular Inferior

A t�ecnica de Gram	Schmidt busca um conjunto de vetores ortogonais

fe�� e�� � � � � eNg gerando o mesmo espa�co gerado por um outro conjunto de vetores
fx��x�� � � � �xNg que n�ao s�ao mutuamente ortogonais�
Isto �e usualmente conseguido fazendo e�  x�� e�  x� � �x� �onde �x� �e a

proje�c�ao de x� em e�� e a�� por diante� tal que ei  xi � �xi� �xi  
Pi��

j�� kjiej

com kji  eTj xi� k ej k�� j � i� Ap�os obtermos eN � a ortonormalidade �e for�cada

por substituirmos ei por ei� k ei k� Este procedimento triangulariza uma matriz
consistindo de vetores xi como suas colunas� O resultado �e uma matriz triangular

superior�

N�os escolheremos um outro conjunto de vetores ortogonais tais que a matriz

X�k� �rescrita abaixo� seja corretamente triangularizada�

X�k�  
x� x� � � �xN �  

�
�������

xT �k�

����xT �k � ��
���

�k��xT ���

�
�������

 

�
�������������

x�k� x�k � �� � � � x�k �N�

����x�k � �� ����x�k � ��
���

��k�N���x���
���

��� �

��k�����x��� ��k�����x���
���

�k��x��� � � � � �

�
�������������

������

Fazendo eN  x�� eN��  x�� �x�� � � � � e�  xN � �xN � n�os temos x�  eN �x�  

eN�� % kN�eN � � � � �xN  e� % k�Ne� % � � �% kNNeN � o que signi�ca que

��



X�k�  
e� e� � � �eN �

�
�������

� � � � � �
��� k�N

�
���

� kN� � � � kNN

�
�������
 G�k�K�k� ������

De�nindo D��k�  GT �k�G�k� e sendo este produto uma matriz diagonal cujos

elementos s�ao k ei k�� D�k� �e uma matriz diagonal cujos elementos s�ao k ei k�
Podemos� ent�ao� escrever

UT �k�U �k� �XT �k�X�k� �KT �k�GT �k�G�k�K�k� � �D�k�K�k��T �D�k�K�k��

������

Uma vez que U�k�  D�k�K�k� 
��� e usando ������� ������� ������ e �������

temos a seguinte express�ao para Q	�k�

Q	�k� �

�
� ��k� ���k������

�
D���k � ��K�T �k � ��x�k�

�T

D���k�K�T �k�x�k� ����D���k�K�T �k�KT �k � ��DT �k � ��

�
�

������

�E poss��vel obter um signi�cado f��sico para a express�ao K�T �k�x�k� se ������ for

inicialmente rescrita como

GT �k�  K�T �k�XT �k�  K�T �k�
�
x�k� ����x�k � �� � � � �  

�
�������

eT�

eT�
���

eTN

�
�������
�����

Do problema de predi�c�ao regressivo ������ sabemos que

��



e
�i�
b �k�  d

�i�
b �k��X �i��k�w

�i�
b �k� ������

onde d
�i�
b �k� �e o vetor sinal desejado regressivo ponderado de ordem i � � ou�

x�k � i� ����x�k � i� �� � � � ��k�i���x��� �Ti
�T
�

Diferenciando	se e
�i�
b

T
�k�e

�i�
b �k� com rela�c�ao a w

�i�
b �k�� �e simples mostrar que o

vetor de coe�cientes de predi�c�ao regressiva �otimo �e dado por

w
�i�
b �k�  

h
X �i�T �k�X�i��k�

i��
X�i�T �k�d

�i�
b �k� ������

Se reconhecermos d
�i�
b �k� de ����� como xi em ������ e substituirmos primeiro

������ em ������ e ent�ao X �i��k� por G�i��k�K�i��k� �de ordem i� ��� n�os obtemos�
ap�os algumas manipula�c�oes alg�ebricas� a express�ao

e
�i�
b �k�  xi �

i��X
j��

eje
T
j xi

k ej k� ������

a qual corresponde a eN�i  xi� �xi� ou seja� um dos vetores da nova base mostrada
em �������

Uma vez sabendo que ei �e igual a e
�N�i�
b �k�� estes valores podem ser usados em

����� e segue que

K�T �k�x�k�  

�
�������

e
�N�
b �k�

e
�N���
b �k�
���

e
���
b �k�

�
�������

������

onde o produto acima �e o vetor de erros de predi�c�ao regressiva a posteriori �com

diferente n�umero de coe�cientes� no instante k�

Podemos ressaltar que ������ traz uma interpreta�c�ao para os elementos n�ao	nulos

da linha de K�T �k� como sendo os coe�cientes de �ltros de predi�c�ao regressiva de

��



diferentes ordens� Recordando que os elementos da matriz diagonalD�k� s�ao dados

por k ei�k� k k e�N�i�b �k� k� o vetor f�k� de ������ como visto em ������ �e dado por

f�k�  

�
�������

e
�N�
b �k�� k e�N�

b �k� k
e
�N���
b �k�� k e�N���b �k� k

���

e
���
b �k�� k e���b �k� k

�
�������

������

e ser�a referido como o vetor de erros de predi�c�ao regressiva a posteriori normalizado

no instante k�

Al�em disso� usando a mesma interpreta�c�ao de D�k � �� e K�T �k � ��� o vetor
g�k� de ������ pode ser mostrado corresponder a

g�k�  ���k�a�k�  ���k������

�
�������

e��N�
b �k�� k e�N�

b �k � �� k
e��N���b �k�� k e�N���b �k � �� k

���

e����b �k�� k e���b �k � �� k

�
�������

������

onde a�k� �e o vetor de erros de predi�c�ao regressiva a priori no instante k normalizado

pelas energias dos erros regressivos a posteriori no instante k � � e ponderados por
������

A express�ao para E�k� dada em ������� entretanto� n�ao conduz a uma inter	

preta�c�ao f��sica relevante e ������ continua a melhor representa�c�ao para E�k�� Uma

outra express�ao alternativa para E�k� �ainda sem signi�cado f��sico� �e A�T �k� onde

A�k� �e o fator Cholesky de I % a�k�aT �k� 
����

Ortogonaliza�c�ao de Gram�Schmidt para U�k� Triangular Superior

As informa�c�oes dadas em ������ e ������ s�ao exclusivamente v�alidas para o caso

de triangulariza�c�ao inferior de U�k�� Para a triangulariza�c�ao superior da matriz

U�k� devemos escolher um conjunto de vetores ortogonais diferente fe�� e�� � � � � eNg
tal que e�  xN � e�  xN�� � �xN��� � � � � eN  x� � �x�� Neste caso� n�os temos

��



xN  e��xN��  e� % k� N��e�� � � � �x�  eN % k��e� % k��e� % � � �% kN�� �eN��� o

que implica em

X�k�  
e� e� � � �eN �

�
�������

k�� � � � k� N�� �
��� �

kN�� �
���

� � � � �

�
�������
 G�k�K�k� ������

As equa�c�oes ������ a ����� permanecem v�alidas neste caso de triangulariza�c�ao

superior� Do problema de predi�c�ao progressiva ������� temos

e
�i�
f �k�  d

�i�
f �k��

�
� X�i��k � ��

�T

�
�w�i�

f �k� ������

onde d
�i�
f �k � i�  df �k � i� e df�k � i�  xi de �������

Derivando	se 
e
�i�
f �k��

Te
�i�
f �k� em rela�c�ao a w

�i�
f �k� e igualando o resultado a zero�

encontramos o vetor de coe�cientes progressivos �otimo de ordem �i��� e no instante
k o qual �e dado por

w
�i�
f �k�  

n

X�i��k � ���TX�i��k � ��

o�� �� X�i��k � ��
�T

�
�
T

d
�i�
f �k� ������

Substituindo esta equa�c�ao em ������ e fazendoX�i��k���  G�i��k���K�i��k�
��� n�os temos

e
�i�
f �k�  d

�i�
f �k��

�
� Pi��

j�� e
�i�
j �k � ��
e�i�j �k � ���T �

�T �

�
�d�i�f �k� �����

da qual �e poss��vel obter os vetores de G�k� em ������ os quais s�ao dados por

ei  

�
� e

�i�
f �k �N % i�

�N�i

�
� ������

��



Esta express�ao para ei pode ent�ao ser usada em ����� para o caso da triangu	

lariza�c�ao superior e segue	se que

K�T �k�x�k�  

�
�������

e
���
f �k �N�

e
���
f �k �N % ��

���

e
�N�
f �k�

�
�������

������

onde o produto acima �e o vetor de erros �com diferentes ordens e em instantes

distintos do tempo� de predi�c�ao progressiva a posteriori�

Vale tamb�em a pena mencionarmos que ������ traz uma interpreta�c�ao dos ele	

mentos n�ao	nulos das linhas de K�T �k� como os coe�cientes de �ltros de predi�c�ao

progressiva de diferentes ordens e em instantes distintos do tempo� Lembrando que

os elementos da matriz diagonal D�k� s�ao dados por k ei�k� k k e�i�f �k �N % i� k�
o vetor f�k� �e agora dado por

f�k�  

�
�������

e
���
f �k �N�� k e���f �k �N� k

e
���
f �k �N % ��� k e���f �k �N % �� k

���

e
�N�
f �k�� k e�N�

f �k� k

�
�������

������

e ser�a referido como o vetor de erros de predi�c�ao progressiva a posteriori normalizado�

Usando a mesma interpreta�c�ao de D�k � �� e K�T �k � ��� o vetor g�k� corres	
ponde no caso de triangulariza�c�ao superior a

g�k�  ���k�a�k�  ���k������

�
�������

e����f �k �N�� k e���f �k �N � �� k
e����f �k �N % ��� k e���f �k �N� k

���

e��N�
f �k�� k e�N�

f �k � �� k

�
�������
������

��



onde a�k� neste caso �e o vetor de erros de predi�c�ao progressiva a priori normalizado

pelas energias de erros de predi�c�ao progressivos a posteriori e ponderados por ������

Vimos que neste caso de triangulariza�c�ao superior� os erros normalizados presen	

tes em Q	�k� s�ao de diferentes ordens em instantes distintos de tempo �atualiza�c�ao

de ordem e tempo� e este fato parece ser a causa do esfor�co computacional extra

dos algoritmos r�apidos derivados do uso deste tipo de triangulariza�c�ao�


���	 O Algoritmo QR Inverso

Uma abordagem alternativa baseada na atualiza�c�ao do inverso do fator Cholesky foi

apresentada em 
���� Este algoritmo� conhecido como QR inverso �IQR�� permite

o c�alculo do vetor de pesos �ou coe�cientes� sem "backsubstitution# e algumas de

suas rela�c�oes ser�ao usadas posteriormente neste trabalho�

Come�cando de ����� e usando
�
x�k� ����XT �k � ���T ao inv�es de X�k� na de	

�ni�c�ao de RD�k� e pD�k�� n�os podemos� ap�os algumas manipula�c�oes� mostrar que

w�k�  w�k � �� %U���k�U�T �k�x�k�e��k� ������

onde e��k� �e o erro a priori ou d�k� � xT �k�w�k � �� e o termo multiplicando esta
vari�avel �e conhecido como Ganho de Kalman�

O produto U���k�U�T �k� em ������ pode ser obtido de valores pr�evios se in	

vertermos ������ e usarmos o t�ao chamado lema de invers�ao de matriz 
��� Ap�os

algumas opera�c�oes alg�ebricas� o resultado �e

U���k�U�T �k�  ���U���k � ��U�T �k � ���
�������k�U���k � ��a�k�aT �k�U�T �k � �� ������

De�nindo o vetor u�k� como

u�k�  ��������k�U���k � ��a�k� ������

��



n�os podemos rescrever ������ e ������ como

U���k�U�T �k� % u�k�uT �k�  ���U���k � ��U�T �k � �� ������

w�k�  w�k � ��� ��k�u�k�e��k� ������

onde o vetor de Kalman �e agora expresso como ���k�u�k��
Foi observado em 
��� que ������ implica na exist�encia de uma matriz ortogonal

QI�k� tal que

QI�k�

�
� �T

�����U�T �k � ��

�
�  

�
� uT �k�

U�T �k�

�
� �����

Isto pode ser veri�cado tomando	se a transposta de ����� e multiplicando	se

por ela mesma� resultando na equa�c�ao ������� Felizmente� QI�k� j�a �e conhecida�

Admitindo	se uma parti�c�ao de QI�k� similar �a usada em ������ e impondo ortonor	

malidade� n�os podemos ver que ����� conduz a QI�k�  Q	�k��

Posto que sabemos que Q	�k� �e ortonormal� se p�os	multiplicarmos esta matriz

pela sua primeira linha transposta� teremos

Q	�k�

�
� ��k�

���k�a�k�

�
�  

�
� �
�

�
� ������

Combinando ����� �com QI�k�  Q	�k�� e ������ �ap�os dividirmos ambos ter	

mos por ��k�� numa �unica equa�c�ao� temos

�
� ����k� uT �k�

� U�T �k�

�
�  Q	�k�

�
� � �T

�a�k� �����U�T �k � ��

�
� ������

A equa�c�ao ������ �e uma rela�c�ao chave ao algoritmo QR inverso� De modo a

termos todas as equa�c�oes necess�arias a este algoritmo� analisemos agora a rela�c�ao

��



entre os erros a posteriori e os erros a priori� Substituindo Q	�k� por sua parti�c�ao

�dada em ������� ������� ������ e ������� em ������� segue que

e�k�  ��k�eq��k�  ���k�e��k� ������

Seguindo procedimentos similares nos problemas de predi�c�ao regressiva e pro	

gressiva� �e poss��vel mostrar que

eb�k�  ��k�ebq� �k�  ���k�e�b�k� ������

ef�k�  ��k � ��efq� �k�  ���k � ��e�f�k� ������

As equa�c�oes do algoritmo QR inverso s�ao apresentadas na Tabela ��� enquanto

que a descri�c�ao algor��tmica detalhada pode ser encontrada em 
����

	�� Classi�ca�c�ao dos Algoritmos QR R�apidos

Do m�etodo de decomposi�c�ao QR convencional �O
N��� 
�� �� v�arios algoritmos

r�apidos �O
N �� foram derivados 
���&
��� Estes algoritmos podem ser classi�ca	

dos em termos do tipo de triangulariza�c�ao aplicado �a matriz de dados de entrada

�triangular superior ou inferior� e do tipo de vetor de erros �a posteriori ou a priori�

envolvidos no processo de atualiza�c�ao� Ficou claro do procedimento de ortogonali	

za�c�ao de Gram	Schmidt que uma triangulariza�c�ao superior �na nota�c�ao usada nesta

tese� envolve a atualiza�c�ao de erros de predi�c�ao progressiva �forward� enquanto que

uma triangulariza�c�ao inferior envolve a atualiza�c�ao de erros de predi�c�ao regressiva

�backward�� Esta se�c�ao apresenta as equa�c�oes destes algoritmos ditos r�apidos bem

como um algoritmo novo� designado por FQR PRI F� o qual �e um algoritmo QR

r�apido usando triangulariza�c�ao superior �do fator Cholesky da matriz de correla�c�ao

de dados� e atualizando erros de predi�c�ao progressiva a priori �vetor a�k�� ou "Fast

QR based on a PRIori Forward errors#� A Tabela ��� apresenta a classi�ca�c�ao e o

modo pelo qual estes algoritmos ser�ao designados daqui para frente�

��



Tabela ���� As equa�c�oes do algoritmo QR inverso�

IQR

for k  �� �� � � �

f Obtendo a�k��

a�k�  �����U�T �k � ��x�k�
Obtendo Q	�k� e ��k���
� ����k�

�

�
�  Q	�k�

�
� �

�a�k�

�
�

Obtendo u�k� e atualizando U�T �k���
� uT �k�

U�T �k�

�
�  Q	�k�

�
� �T

�����U�T �k � ��

�
�

Obtendo e�k��

e�k�  
�
d�k�� xT �k�w�k � ��� ���k�

Atualizando o vetor de coe�cientes�

w�k�  w�k � ��� u�k�e�k�
g

Vale a pena mencionarmos que o algoritmo FQR PRI B foi desenvolvido inde	

pendentemente em 
��� e 
�� usando abordagens diferentes� A abordagem a ser

usada aqui foi derivada 
�� de conceitos usados no algoritmo QR inverso 
���� O

mesmo algoritmo foi tamb�em derivado em 
�� como uma extens�ao em treli�ca do

algoritmo QR inverso 
����

Na deriva�c�ao dos algoritmos QR r�apidos� come�camos por aplicar a decomposi�c�ao

QR aos problemas de predi�c�ao regressiva e progressiva cujos erros de predi�c�ao foram

de�nidos em ����� e ������� Nosso objetivo �e triangularizarX�N����k� das equa�c�oes

������ e ������ de modo a obter Q�N����k� tal que

�



Tabela ���� Classi�ca�c�ao dos algoritmos QR r�apidos�

Tipo de Predi�c�ao

Erro Progressivo �Forward� Regressivo �Backward�

A Posteriori FQR POS F 
��� FQR POS B 
���

A Priori novo FQR PRI F
��� FQR PRI B 
�� ���

Q�N����k�X�N����k�  

�
� O

U �N����k�

�
� ������

	�� Algoritmos que Usam Triangulariza�c�ao Supe�

rior �Atualizando Erros de Predi�c�ao Progres�

siva�

Derivaremos aqui os algoritmos FQR POS F 
��� e o novo algoritmo FQR PRI F�

Inicialmente� se pr�e	multiplicarmos o vetor desejado ponderado regressivo db�k� de	

�nido em ����� por Q�k� e usarmos ������� duas importantes rela�c�oes seguir�ao

k eb�k� k�  e�bq��k� % � k eb�k � �� k� �������
� ebq��k�

dbq��k�

�
�  Q	�k�

�
� db�k�

����dbq��k � ��

�
� ������

onde db�k�  x�k �N � ���
No problema de predi�c�ao regressiva� a triangulariza�c�ao como vista em ������ �e

obtida pelo uso de tr�es matrizes� Q�N����k�  Q�
b�k�Qb�k�Q�k�� onde Qb�k� eQ

�
b�k�

s�ao dois conjuntos de rota�c�oes de Givens aplicados para gerar� respectivamente�

k eb�k� k e k e���b �k� k� Como resultado� temos

��



U �N����k�  Q�
	b�k�

�
� �T k eb�k� k
U�k� dbq��k�

�
�

 

�
� zT �k� k e���b �k� k
R�k� �

�
� ������

ondeQ�
	b�k� �e uma submatriz deQ

�
b�k�� 
z�k�R

T �k��T �e a parte esquerda deU �N����k�

e k e���b �k� k �e a norma do erro regressivo de um preditor com zero coe�ciente�

No problema de predi�c�ao progressiva� a pr�e	multiplica�c�ao do vetor desejado pon	

derado progressivo� df �k� como de�nido em ������� por

�
� Q�k � �� �

�T �

�
� e o uso de

������ conduzir�ao a outras duas rela�c�oes importantes dadas por

k ef�k� k�  e�fq��k� % � k ef �k � �� k� ������
� efq��k�

dfq��k�

�
�  Q	�k � ��

�
� df�k�

����dfq��k � ��

�
� ������

onde df�k�  x�k��

A triangulariza�c�ao superior de U �N����k� no problema de predi�c�ao progressiva

�e implementada ao pr�e	multiplicarmos ef�k� pelo produto Qf�k�

�
� Q�k � �� �

�T �

�
��

onde Qf �k� �e um conjunto de rota�c�oes de Givens gerando k ef�k� k pela elimina�c�ao
dos primeiros k�N elementos do vetor de dados rotacionado do preditor progressivo�

O resultado �e

U �N����k�  

�
� dfq��k� U�k � ��
k ef�k� k �T

�
� ������

Trabalhando com dimens�oes n�ao crescentes� �e f�acil mostrar que 
��

Q
�N���
	 �k�  Q	f�k�

�
� Q	�k � �� �

�T �

�
� ������

��



onde Q	f�k� �e uma rota�c�ao de Givens simples gerando k ef �k� k como em ������
Se tomarmos as inversas de ������ e ������� os resultados s�ao


U �N����k����  

�
� � R���k�

�

ke���
b �k�k

�zT �k�R��
�k�

ke���
b �k�k

�
�

 

�
� �T �

kef �k�k

U���k � �� �U��
�k���dfq� �k�
kef �k�k

�
� ������

N�os podemos usar as express�oes de 
U �N����k���� dada em ������ para obter os

vetores f �N����k % �� e a�N����k % ��� A escolha de um destes vetores determinar�a

o algoritmo� atualizando f�k� �erros progressivos a posteriori� conduzir�a ao algorit	

mo FQR POS F 
��� e atualizando a�k� �erros progressivos a priori� conduzir�a ao

algoritmo FQR PRI F 
����


�	�� O Algoritmo FQR POS F

No algoritmo FQR POS F� o vetor f �N����k%��  
U �N����k%����Tx�N����k%��

�e expresso em termos das rela�c�oes obtidas nos problemas de predi�c�ao progressivo e

regressivo� Usaremos� inicialmente� a express�ao para 
U �N����k���� em ������ que

vem da predi�c�ao regressiva avaliada no instante k % � para calcular f �N����k %

��� Neste caso� substitu��mos x�N����k % �� por 
xT �k % �� x�k � N��T e ent�ao

pr�e	multiplicamos o resultado por Q�T
	b�k % ��� O resultado �nal ap�os algumas

manipula�c�oes alg�ebricas �usando a equa�c�ao ������ para ajudar na simpli�ca�c�ao da

express�ao� �e

f �N����k % ��  Q�
	b�k % ��

�
� eb�k���

keb�k���k

f�k % ��

�
� ������

Usando a outra express�ao para 
U �N����k���� �da predi�c�ao progressiva� no ins	

tante k % � e substituindo x�N����k % �� por 
x�k % �� xT �k��T � temos

��



f �N����k % ��  

�
� f�k�

ef �k���

kef �k���k

�
� ������

Combinando ������ e ������� temos uma express�ao para atualizar f�k� dada por

�
� eb�k���

keb�k���k

f�k % ���

�
�  Q�

	b
T
�k % ��

�
� f�k�

ef �k���

kef �k���k

�
� ������

Uma vez que temos f�k % ��� podemos encontrar os �angulos de Q	�k % �� p�os	

multiplicando esta matriz pelo vetor 
� � � � � ��T � De ������� podemos ver que o
resultado �e

Q	�k % ��

�
� �
�

�
�  

�
� ��k % ��

f�k % ��

�
� ������

Entretanto� as quantidades requeridas para computar os �angulos de Q�
	b
�k % ��

n�ao est�ao dispon��veis no instante k� e uma estrat�egia especial torna	se necess�aria�

A matriz atualizada Q�
	b
�k%�� �e obtida 
�� ��� com o uso do vetor c�k%�� de�nido

por

c�k % ��  �Q
�N���

	 �k % ��Q�
	b�k�

�
� �
�

�
�

 Q�
	b�k % ��

�
� b

�

�
� ������

A submatriz �Q
�N���

	 �k%�� consistindo dos �ultimos �N %��� �N %�� elementos
de Q

�N���
	 �k % �� est�a dispon��vel de ������ �predi�c�ao progressiva� e b n�ao necessita

ser explicitamente calculado para obter	se os �angulos de ��bi �

Finalmente� a estima�c�ao do processo conjunto �e calculada com ������ e �������

e as equa�c�oes do algoritmo FQR POS F est�ao apresentadas na Tabela ���� Uma

descri�c�ao detalhada deste algoritmo �e encontrada no Ap�endice C�

��




�	�� O Novo Algoritmo FQR PRI F

Expressando a�N����k%��  
U �N����k���Tx�N����k%���
p
� em termos das matrizes

em ������ e pr�e	multiplicando aquela que �e proveniente do problema de predi�c�ao

regressiva por Q�
	b�k�Q

�T
	b�k� conduz a

�
� e�b�k���p

�keb�k�k

a�k % ��

�
�  Q�

	b
T
�k�

�
� a�k�

e�f �k���p
�kef �k�k

�
� �����

Uma vez que temos a�k%��� os �angulos de Q	�k%�� s�ao encontrados por meio

da seguinte rela�c�ao obtida ao p�os	multiplicarmos QT
	 �k % �� pelo vetor 
� � � � � ��T �

�
� ����k % ��

�

�
�  Q	�k % ��

�
� �

�a�k % ��

�
� ������

Uma vez que os �angulos de Q�
	b
�k%�� podem ser atualizados pelo mesmo proce	

dimento usado no algoritmo FQR POS F� j�a temos todas as equa�c�oes necess�arias do

novo algoritmo QR	RLS r�apido apresentado na Tabela ���� A descri�c�ao detalhada

deste algoritmo �e encontrada no Ap�endice C�

	�	 Algoritmos que Usam Triangulariza�c�ao Infe�

rior �Atualizando Erros de Predi�c�ao Regres�

siva�

Seguindo passos similares como na triangulariza�c�ao superior� �e poss��vel obter a ma	

triz triangular inferiorU �N����k� dos problemas de predi�c�ao progressivo e regressivo�

No problema de predi�c�ao regressiva� U �N����k� triangular inferior �e obtida com

o uso de Q�N����k�  Qb�k�Q�k�� onde Qb�k� �e um conjunto de rota�c�oes de Givens

aplicado para gerar k eb�k� k� O fator Cholesky resultante �e

��



U �N����k�  

�
� �T k eb�k� k
U�k� dbq��k�

�
� ������

Por outro lado� no problema de regress�ao progressiva� a matriz triangular in	

ferior de U �N����k� �e implementada pela pr�e	multiplica�c�ao de ef �k� pelo produto

Q�
f �k�Qf�k�

�
� Q�k � �� �

�T �

�
�� onde Qf �k� e Q

�
f �k� s�ao dois conjuntos de rota�c�oes

de Givens gerando k ef �k� k e k e���f �k� k� respectivamente� A express�ao resultante
�e

U �N����k�  Q�
	f�k�

�
� dfq��k� U�k � ��
k ef�k� k �T

�
�  

�
� � R�k�

k e���f �k� k zT �k�

�
�
������

onde 
RT �k� z�k��T �e a parte direita de U �N����k�� Mantendo em mente que �������

������� ����� e ������ s�ao ainda v�alidas� k ef�k� k podem ser computadas recursi	

vamente usando ������

Tomando a inversa de ������ e ������ n�os temos os seguintes resultados


U �N����k����  

�
� �U��

�k�dbq� �k�
keb�k�k U���k�

�
keb�k�k �T

�
�

 

�
� �zT �k�R��

�k�

ke���
f �k�k

�

ke���
f �k�k

R���k� �

�
� ������

Com os resultados obtidos em ������� podemos uma vez mais expressar os ve	

tores f �N����k % �� e a�N����k % �� em termos das parti�c�oes de
h
U �N����k % ��

i��
�

Se atualizarmos f�k�� o algoritmo resultante ser�a o FQR POS B enquanto que se

atualizarmos a�k� teremos o algoritmo FQR PRI B�

��




�
�� O Algoritmo FQR POS B

Expressando f �N����k%��  
U �N����k%����Tx�N����k%�� em termos das matrizes

em ������ e pr�e	multiplicando aquela que �e proveniente do problema de predi�c�ao

progressiva por Q�
	f�k % ��Q

�T
	f�k % �� conduz a

�
� eb�k���

keb�k���k

f�k % ��

�
�  Q�

	f
�k % ��

�
� f�k�

ef �k���

kef �k���k

�
� ������

Durante a deriva�c�ao de ������� foi observado que o �ultimo elemento de f�k % ��

�e x�k���

ke���
f �k���k � O termo

ef �k���

kef �k���k pode ser calculado como ��k�sin�f �k % �� onde

sin�f �k % ��  
efq� �k���

kef �k���k �e o seno do �angulo da matriz de rota�c�ao Qf�k % ���

Um vez tendo f�k % ��� encontramos Q	�k % �� com a mesma rela�c�ao usada

nos algoritmos de triagulariza�c�ao superior� ou seja� ������� Al�em disto� a estima�c�ao

conjunta �e realizada da mesma maneira e as equa�c�oes do algoritmo est�ao apresenta	

das na Tabela ���� As descri�c�oes detalhadas de duas vers�oes ligeiramente diferentes

deste mesmo algoritmo s�ao encontradas no Ap�endice C�


�
�� O Algorimto FQR PRI B

Este �ultimo algoritmo desta fam��lia �e obtido ao expressarmos o vetor a�N����k %

���  
U �N����k���Tx�N����k % ���
p
� em termos das matrizes em ������ e pr�e	

multiplicando aquela que �e oriunda do problema de predi�c�ao progressiva por

Q�
	f�k�Q

�T
	f�k�� A equa�c�ao de atualiza�c�ao �e

�
� e�b�k���p

�keb�k�k

a�k % ��

�
�  Q�

	f�k�

�
� a�k�

e�f �k���p
�kef �k�k

�
� ������

�E novamente importante ressaltar que� durante a deriva�c�ao� foi observado que o

�ultimo elemento de a�k%�� em ������ j�a �e conhecido como sendo igual a x�k���p
�ke���

f �k�k �

Este fato leva a duas vers�oes ligeiramente diferentes do mesmo algoritmo�

��



Mais uma vez� se tomarmos a�k % ��� podemos encontrar Q	�k % �� usando

������ e a estima�c�ao conjunta �e feita com ������ e ������� As equa�c�oes do algorit	

mo FQR PRI B s�ao apresentadas na Tabela ���� As descri�c�oes detalhadas deste

algoritmo s�ao encontradas no Ap�endice C�

	�
 Conclus�oes

Este cap��tulo derivou um novo algoritmo chamado FQR PRI F ou "fast QR decom	

position RLS algorithm using a priori forward errors# �baseado na triangulariza�c�ao

superior da matriz de entrada de dados de acordo com a nota�c�ao usada aqui� e suas

rela�c�oes com outros membros da fam��lia de algoritmos QR r�apidos� Uma estrutura

did�atica foi usada para classi�car os quatro algoritmos QR r�apidos desta fam��lia e

suas deriva�c�oes bem como suas descri�c�oes simples �somente equa�c�oes matriciais� e

detalhadas foram apresentadas�

Em termos de complexidade computacional� a Tabela ��� mostra as compara�c�oes

entre os quatro algoritmos de acordo com as descri�c�oes detalhadas no Ap�endice C�

Note que p  N % � �e o n�umero de coe�cientes do �ltro adaptativo�

Finalmente� �e importante ressaltar que os algoritmos QR r�apidos com triangu	

lariza�c�ao inferior da matriz de entrada de dados ou� equivalentemente� atualizando

erros de predi�c�oes regressivas s�ao de complexidades m��nimas e apresentam estabili	

dade retr�ograda sob excita�c�ao persistente 
��� ����

��



Tabela ���� As equa�c�oes do algoritmo FQR POS F�

FQR POS F

for k � �� 	� � � �

f Obtendo k ef �k 
 �� k��
� efq��k 
 ��

dfq��k 
 ��

�
� � Q	�k�

�
� x�k 
 ��

����dfq��k�

�
�

k ef �k 
 �� k�
q

e�fq��k 
 �� 
 � k ef �k� k�

Obtendo Q	f �k 
 ���

cos�f �k 
 �� � ���� k ef �k� k � k ef �k 
 �� k

sin�f�k 
 �� � efq��k 
 ��� k ef �k 
 �� k

Obtendo c�k 
 ���

Q
�N���
	 �k 
 �� � Q	f �k 
 ��

�
� Q	�k� �

�T �

�
�

�Q
�N���
	 �k 
 �� � �ultimos �N 
 	�� �N 
 	� elementos de Q

�N���
	 �k 
 ��

c�k 
 �� � �Q
�N���
	 �k 
 ��Q�

	b�k�

�
� �

�

�
�

Obtendo Q�	b�k 
 ����
� b

�

�
� � Q�	b

T
�k 
 ��c�k 
 ��

Obtendo f�k 
 ����
�

eb�k���
keb�k���k
f�k 
 ��

�
� � Q�	b

T
�k 
 ��

�
� f�k�

ef �k���
kef �k���k

�
�

Obtendo Q	�k 
 ����
� �

�

�
� � QT

	 �k 
 ��

�
� ��k 
 ��

f�k 
 ��

�
�

Estima�c�ao Conjunta��
� eq��k 
 ��

dq��k 
 ��

�
� � Q	�k 
 ��

�
� d�k 
 ��

����dq��k�

�
�

e�k 
 �� � eq��k 
 ����k 
 ��

g

��



Tabela ���� As equa�c�oes do algoritmo FQR PRI F�

FQR PRI F

for k � �� 	� � � �

f Obtendo e�f �k 
 ����
� efq��k 
 ��

dfq��k 
 ��

�
� � Q	�k�

�
� x�k 
 ��

����dfq��k�

�
�

e�f �k 
 �� � efq��k 
 �����k�

Obtendo a�k 
 ����
�

e�b�k���p
�keb�k�k
a�k 
 ��

�
� � Q�	b

T
�k�

�
� a�k�

e�f �k���p
�kef �k�k

�
�

Obtendo Q	f �k 
 ���

k ef �k 
 �� k�
q

e�fq��k 
 �� 
 � k ef �k� k�

cos�f �k 
 �� � ���� k ef �k� k � k ef �k 
 �� k

sin�f�k 
 �� � efq��k 
 ��� k ef �k 
 �� k

Obtendo c�k 
 ���

Q
�N���
	 �k 
 �� � Q	f �k 
 ��

�
� Q	�k� �

�T �

�
�

�Q
�N���
	 �k 
 �� � �ultimos �N 
 	�� �N 
 	� elementos de Q

�N���
	 �k 
 ��

c�k 
 �� � �Q
�N���
	 �k 
 ��Q�

	b�k�

�
� �

�

�
�

Obtendo Q�	b�k 
 ����
� b

�

�
� � Q�	b

T
�k 
 ��c�k 
 ��

Obtendo Q	�k 
 ����
� ����k 
 ��

�

�
� � Q	�k 
 ��

�
� �

�a�k 
 ��

�
�

Estima�c�ao Conjunta��
� eq��k 
 ��

dq��k 
 ��

�
� � Q	�k 
 ��

�
� d�k 
 ��

����dq��k�

�
�

e�k 
 �� � eq��k 
 ����k 
 ��

g

�



Tabela ���� As equa�c�oes do algoritmo FQR POS B�

FQR POS B

for k  �� �� � � �

f Obtendo dfq��k % ����
� efq��k % ��

dfq��k % ��

�
�  Q	�k�

�
� x�k % ��

����dfq��k�

�
�

Obtendo k ef�k % �� k�
k ef�k % �� k 

q
e�fq��k % �� % � k ef�k� k�

Obtendo Q�
	f�k % ����

� �

k e���f �k % �� k

�
�  Q�

	f �k % ��

�
� dfq��k % ��

k ef�k % �� k

�
�

Obtendo f�k % ����
� eb�k���

keb�k���k

f�k % ��

�
�  Q�

	f�k % ��

�
� f�k�

ef �k���

kef �k���k

�
�

Obtendo Q	�k % ����
� �
�

�
�  QT

	 �k % ��

�
� ��k % ��

f�k % ��

�
�

Estima�c�ao Conjunta��
� eq��k % ��

dq��k % ��

�
�  Q	�k % ��

�
� d�k % ��

����dq��k�

�
�

e�k % ��  eq��k % ����k % ��

g

��



Tabela ���� As equa�c�oes do algoritmo FQR PRI B�

FQR PRI B

for k  �� �� � � �

f Obtendo dfq��k % ����
� efq��k % ��

dfq��k % ��

�
�  Q	�k�

�
� x�k % ��

����dfq��k�

�
�

Obtendo a�k % ����
� e�b�k���p

�keb�k�k

a�k % ��

�
�  Q�

	f �k�

�
� a�k�

e�f �k���p
�kef �k�k

�
�

Obtendo k ef�k % �� k�
k ef�k % �� k 

q
e�fq��k % �� % � k ef�k� k�

Obtendo Q�
	f�k % ����

� �

k e���f �k % �� k

�
�  Q�

	f �k % ��

�
� dfq��k % ��

k ef�k % �� k

�
�

Obtendo Q	�k % ����
� ����k % ��

�

�
�  Q	�k % ��

�
� �

�a�k % ��

�
�

Estima�c�ao Conjunta��
� eq��k % ��

dq��k % ��

�
�  Q	�k % ��

�
� d�k % ��

����dq��k�

�
�

e�k % ��  eq��k % ����k % ��

g

��



Tabela ���� Compara�c�ao de complexidade computacional�

ALGORITMO SOMAS MULT� DIV� RA�IZES

FQR POS F ��p%� ��p%�� �p%� �p%�

FQR PRI F ��p%� ��p%�� �p%� �p%�

FQR POS B �VERS�AO �� �p%� �p%� �p%� �p%�

FQR POS B �VERS�AO �� �p%� ��p%� �p%� �p%�

FQR PRI B �VERS�AO �� �p	� �p%� �p%� �p%�

FQR PRI B �VERS�AO �� �p%� ��p%� �p%� �p%�

��



Cap��tulo �

As Vers�oes em Treli�ca dos

Algoritmos QR R�apidos


�� Introdu�c�ao

Os algoritmos QR r�apidos empregando triangulariza�c�ao inferior da matriz de dados

de entrada s�ao conhecidos como algoritmos dos m��nimos quadrados h��bridos QR	

treli�ca ou "hybrid QR	lattice least squares algorithms#� Ficou claro do cap��tulo

anterior que estes algoritmos podem atualizar os erros de predi�c�ao regressiva a

posteriori ou a priori� Al�em disto� eles s�ao conhecidos por seus comportamentos

num�ericos robustos e por sua complexidade m��nima mas n�ao possuem a proprie	

dade de implementa�c�ao conhecida como "pipeline# dos algoritmos em treli�ca �ou

"lattice#��

O ponto principal deste cap��tulo �e a apresenta�c�ao das vers�oes em treli�ca dos algo	

ritmos QR r�apidos usando atualiza�c�ao de erros de predi�c�ao regressiva a posteriori e

a priori ou algoritmos FQR POS B e FQR PRI B de acordo com nossa classi�ca�c�ao�

As equa�c�oes destes algoritmos s�ao combinadas numa maneira recursiva na ordem tal

que elas podem ser representadas com algoritmos em treli�ca com um "loop# �unico

de ordem crescente� Estas vers�oes em treli�ca podem ent�ao ser implementadas com

uma estrutura modular que utiliza um �unico tipo de est�agio de treli�ca para cada

algoritmo�



Antes da deriva�c�ao destas vers�oes "lattice#� especi�quemos na Tabela ��� o sig	

ni�cado de cada vari�avel usada em ambos algoritmos�

Vale a pena mencionarmos neste ponto que uma vari�avel sem sobrescrito implica

numa grandeza de N 	�esima ordem ou� de modo equivalente� correspondente a uma

�ltragem com N %� coe�cientes� A t��tulo de exemplo� tomemos a norma da energia

progressiva �forward�� k ef �k� k k e�N���
f �k� k�

Tabela ���� Vari�aveis usadas nos algoritmos FQR POS B e FQR PRI B�

dfq�k� � vetor desejado progressivo rotacionado

dfq��k� � �ultimos N%� elementos de dfq�k�

ef �k� � vetor de erros progressivos

k ef�k� k � norma de ef �k�

efq�k� � ef�k� rotacionado

efq��k� � primeiro elemento de efq�k�

Q	�k� � matriz de Givens �atualiza o fator Cholesky�

x�k� � sinal de entrada

� � fator de esquecimento

Q�
	f �k % �� � matriz de Givens �elimina dfq��k % �� em �E���

k e���f �k� k � norma de ef �k� num caso de � coe�ciente

f�k� � erros normalizados a posteriori

a�k� � erros normalizados a priori

eb�k� � erro de predi�c�ao regressiva

k eb�k� k � norma de eb�k�

ef �k� � erro de predi�c�ao progressiva a posteriori

e�f �k� � erro de predi�c�ao progressiva a priori

eb�k� � erro de predi�c�ao regressiva a posteriori

e�b�k� � erro de predi�c�ao regressiva a priori

��k� � produto de cosenos dos �angulos de Q	�k�

eq�k� � vetor de erro rotacionado

��



�Continua�c�ao da Tabela ����

eq��k� � primeiro elemento de eq�k�

dq�k� � vetor desejado rotacionado

dq��k� � �ultimos N%� elementos de dq�k�

d�k� � sinal desejado

e�k� � erro de sa��da


�� Derivando as Vers�oes em Treli�ca

As vari�aveis internas encontradas nos algoritmos QR r�apidos s�ao intimamente rela	

cionadas �aquelas encontradas nos algoritmos em treli�ca convencionais� Esta foi de

fato a abordagem usada em 
��� ��� para desenvolver estes algoritmos e as impli	

ca�c�oes est�ao bem explicadas nestas duas refer�encias� Como apontado em 
���� dentro

desta �otica a solu�c�ao para o problema de identi�ca�c�ao de par�ametros foi inicialmente

abordada usando os algoritmos QR r�apidos� O trabalho de 
��� ressalta o fato de

que sin��fi�k� e sin�
�
fi
�k � �� representam os coe�cientes de re�ex�ao de algoritmos

RLS em treli�ca normalizados �a priori e a posteriori��

Por outro lado� a id�eia principal por tr�as da gera�c�ao de uma vers�ao em treli�ca

�ou totalmente em treli�ca como no nosso caso� �e a fus�ao de suas equa�c�oes usando

uma atualiza�c�ao de ordem ao inv�es de vari�aveis com ordens �xas� Isto pode ser feito

quando resultados parciais possuem esta propriedade de atualiza�c�ao em ordem� Este

�e de fato o caso para os algoritmos do tipo triangulariza�c�ao inferior visto que suas

vari�aveis internas est�ao sincronizadas no instante k ou k � � �somente atualiza�c�ao
de ordem�� A mesma facilidade em obter	se vers�oes em treli�ca n�ao �e observada nos

algoritmos que utilizam triangulariza�c�ao superior �FQR POS F e FQR PRI F� uma

vez que os erros normalizados presentes na matriz ortogonal Q	�k� s�ao de diferentes

ordens em diferentes instantes de tempo �atualiza�c�ao de ordem e tempo��

Em seguida mostramos como combinar as equa�c�oes do algoritmo FQR POS B de

modo a obter sua vers�ao em treli�ca� Come�cando por ������� rescrevemos esta equa�c�ao

��



para o instante k%�� com uma forma expl��cita de Q	�k� em termos do produtos de

N % � rota�c�oes de Givens Q	i
�k� � veja ������ � e com e

���
fq�
�k % ��  x�k % ���

�
�������

efq��k % ��

dfq���k % ��
���

dfq�N��
�k % ��

�
�������
 

�
����
cos�N �k� �sin�N �k� �T

sin�N �k� cos�N�k� �T

� � IN

�
���� � � �

� � �

�
����
cos���k� �T �sin���k�

� IN �

sin���k� �T cos���k�

�
����

�
�������

e
���
fq�
�k % ��

����dfq���k�
���

����dfq�N��
�k�

�
�������

�����

O produto dos primeiros dois termos� da direita para a esquerda� resulta em

�
����������

cos���k�e
���
fq�
�k % ��� sin���

���dfq�N��
�k�

����dfq���k�
���

����dfq�N �k�

sin���k�e
���
fq�
�k % �� % cos���k��

���dfq�N��
�k�

�
����������

�����

O primeiro e o �ultimo termos da equa�c�ao acima s�ao� respectivamente� e
���
fq�
�k%��

e dfq�N��
�k % ��� Se os outros produtos forem computados� podemos chegar as

seguintes rela�c�oes�

e
�i�
fq�
�k % ��  cos�i���k�e

�i���
fq�

�k % ��� sin�i���k�����dfq�N���i
�k� �����

dfq�N���i
�k % ��  sin�i���k�e

�i���
fq�

�k % �� % cos�i���k�����dfq�N���i
�k� �����

onde i  �� �� � � � � N % ��

Se usarmos um procedimento similar com a equa�c�ao

�
� �

k e���f �k % �� k

�
�  

Q�
	f�k % ��

�
� dfq��k % ��

k ef�k % �� k

�
� �parte de ������ usada no algoritmo FQR POS B��

encontraremos

��



cos��fi��
�k % ��  

k e�i�f �k % �� k
k e�i���f �k % �� k

�����

sin��fi��
�k % ��  

dfq�N���i
�k % ��

k e�i���f �k % �� k
�����

Na �ultima equa�c�ao� i varia de � a N % � e a atualiza�c�ao da energia do erro

progressivo �forward� �e feita pela seguinte generaliza�c�ao de �����

k e�i�f �k % �� k 
q
� k e�i�f �k� k� %
e�i�fq��k % ���� �����

Todas a demais equa�c�oes s�ao reunidas num "loop# �unico onde computamos re	

sultados parciais dos resultados parciais das equa�c�oes anteriores� O algoritmo re	

sultante �e mostrado na Tabela ��� e� embora n�ao id�entico� �e similar ao apresentado

em 
���� Um est�agio de sua estrutura em treli�ca �e mostrado na Figura ��� onde os

processadores de rota�c�ao e de �angulos podem ser facilmente entendidos a partir da

descri�c�ao algor��tmica�

dfq2N+2-i(k+1),efq1(k+1)
(i)

efq1(k+1)
(i-1)

efq1(k+1)
(i)

eq1(k+1)
(i-1)

eq1(k+1)
(i)

θi-1(k+1)

γ (k+1)
(i-1)

γ (k+1)
(i)

||ef(k+1)||
(i-1)

||ef(k+1)||
(i)

θ’fi-1(k+1)

fN+2-i(k+1) fN+1-i(k+1)
auxi-1 auxi

z-1

z-1

θi-1(k+1)

θi-1(k)

Figura ���� Um est�agio da estrutura em treli�ca do algoritmo FQR POS B�

��



Finalmente� a vers�ao em treli�ca do algoritmo FQR PRI B �e obtida num modo

muito similar ao usado para derivar a vers�ao em treli�ca do algoritmo FQR POS B


��� O algoritmo �e mostrado na Tabela ��� e a Figura ��� detalha um est�agio da

estrutura em treli�ca deste algoritmo�

z-1

z-1

z-1

dfq2N+2-i(k+1),efq1(k+1)
(i)

efq1(k+1)
(i-1)

efq1(k+1)
(i)

eq1(k+1)
(i-1)

eq1(k+1)
(i)

θi-1(k+1)

1/γ (k+1)
(i-1)

1/γ (k+1)
(i)

||ef(k+1)||
(i-1)

||ef(k+1)||
(i)

θ’fi-1(k+1)

θ’fi-1(k)

aN+2-i(k+1) aN+1-i(k+1)
auxi-1 auxi

θi-1(k+1)

θi-1(k)

Figura ���� Um est�agio da estrutura em treli�ca do algoritmo FQR PRI B�


�� Resultados das Simula�c�oes

Esta se�c�ao apresenta alguns resultados de simula�c�oes feitas para testar os algoritmos

QR r�apidos num ambiente de precis�ao �nita� A con�gura�c�ao �e um problema de

identi�ca�c�ao de sistema com uma ordem N  ��� O sinal de entrada foi um ru��do

colorido cuja raz�ao de autovalores �e em torno de ��� e a rela�c�ao sinal desejado

para ru��do de medi�c�ao foi feita SNR  ��dB� O erro m�edio quadr�atico �MSE� em

dB foi medido ap�os rodarmos o algoritmo com aritm�etica de ponto �utuante e com

quantiza�c�ao aplicada a mantissa em todas as opera�c�oes� A mantissa foi arredondada

excluindo	se o bit de sinal assumindo que o tamanho de palavra do expoente era

su�ciente para representar todas faixas din�amicas� Em todos algoritmos� a restri�c�ao

de rota�c�oes passivas �sin� � % cos� � � �� foi imposta� No primeiro experimento� o

��



tamanho da mantissa foi variado �� a �� bits excluindo o bit de sinal� enquanto

mantendo �xo o valor do fator de esquecimento ��  ����� Em seguida� o lambda

foi variado ���� a ���� para um tamanho de palavra de mantissa �xo ��� bits��

Os resultados� os quais correspondem a uma m�edia de �� rodadas independentes�

podem ser observados na Figura ��� e na Figura ���� As �guras mostram que o

algoritmo FQR PRI B em treli�ca tem um desempenho em precis�ao �nita pr�oximo

aos demais algoritmos QR r�apidos especialmente quando � n�ao est�a muito pr�oximo

de um� �E tamb�em interessante notar que� embora os algoritmos a priori mostrem

um desempenho de certa forma inferior� estes algoritmos n�ao requerem a restri�c�ao

de rota�c�oes passivas para terem a consist�encia retr�ograda garantida 
���� �E tamb�em

a�rmado em 
��� que eles possuem desempenho melhor para pequenos tamanhos de

mantissa e � n�ao t�ao pr�oximos de ��

FQR_POS_B original
FQR_POS_B lattice 
FQR_PRI_B original
FQR_PRI_B lattice 
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Figura ���� Desempenho dos algoritmos num ambiente de precis�ao �nita �variando

B� o n�umero de bits da mantissa��


�	 Conclus�oes

Este cap��tulo apresentou as vers�oes totalmente em treli�ca ou "fully lattice# dos al	

goritmos QR r�apidos que atualizam os erros regressivos a posteriori e a priori� Os

�



FQR_POS_B original
FQR_POS_B lattice 
FQR_PRI_B original
FQR_PRI_B lattice 
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Figura ���� MSE em db para diferentes valores de ��

resultados da ortogonaliza�c�ao de Gram	Schmidt usados no cap��tulo � foram usa	

dos para conjecturar o motivo pelo qual somente os algoritmos QR r�apidos usando

triangulariza�c�ao inferior teriam suas vers�oes em treli�ca facilmente implement�aveis�

As descri�c�oes detalhadas das vers�oes em treli�ca dos algoritmos FQR POS B e

FQR PRI B foram apresentadas�

Resultados de simula�c�oes mostraram que o desempenho das vers�oes em treli�ca

num ambiente em precis�ao �nita �e compar�avel com os algoritmos originais� As

vers�oes em treli�ca possuem a mesma complexidade computacional de seus algoritmos

originais �FQR POS B e FQR PRI B� e uma menor complexidade que os algoritmos

QR em treli�ca anteriormente propostos em 
����
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Tabela ���� A vers�ao em treli�ca do algoritmo FQR POS B�

LATTICE FQR POS B

Inicializa�c�ao�

�  valor positivo e pequeno'

for i  � � N % �

f k e�i�f �k� k �'

g
dfq��k�  zeros�N % �� ��'

dq��k�  zeros�N % �� ��'

cos��k�  ones�N % �� ��'

sin��k�  zeros�N % �� ��'

f�k�  zeros�N % �� ��'

for k  �� �� � � �

f e
���
fq�
�k % ��  x�k % ��'

k e���f �k % �� k 
q

e

���
fq�
�k % ���� % � k e���f �k� k�'

aux�  
x�k���

ke���
f �k���k '

fN���k % ��  aux�'

�����k % ��  �'

e
���
q� �k % ��  d�k % ��'

for i  � � N % �

f dfq�N���i
�k % ��  sin�i���k�e

�i���
fq�

�k % ��%

cos�i���k�����dfq�N���i
�k�'

e
�i�
fq�
�k % ��  cos�i���k�e

�i���
fq�

�k % ���
sin�i���k�����dfq�N���i

�k�'

�



�Continua�c�ao da Tabela ����

k e�i�f �k % �� k 
q

e

�i�
fq�
�k % ���� % � k e�i�f �k� k�'

cos��fi��
�k % ��  k e�i�f �k % �� k � k e�i���f �k % �� k'

sin��fi��
�k % ��  dfq�N���i

�k % ��� k e�i���f �k % �� k'
fN���i�k % ��  

fN���i�k��sin	�fi��
�k���auxi��

cos	�fi��
�k���

'

auxi  �sin��fi��
�k % ��fN���i�k % �� % cos��fi��

�k % ��auxi��'

��i��k % ��  
p

��i����k % ���� � 
fN���i�k % ����'

cos�i���k % ��  

�i��k���


�i����k���
'

sin�i���k % ��  
fN���i�k���


�i����k���
'

dq�N���i�k % ��  sin�i���k % ��e
�i���
q� �k % ��%

cos�i���k % ������dq�N���i
�k�'

e
�i�
q� �k % ��  cos�i���k % ��e

�i���
q� �k % ���

sin�i���k % ������dq�N���i
�k�'

g
e�k % ��  e�N���

q� �k % ����N����k % ��'

g

�



Tabela ���� A vers�ao em treli�ca do algoritmo FQR PRI B�

LATTICE FQR PRI B

Inicializa�c�ao�

�  valor positivo e pequeno'

for i  � � N % �

f k e�i�f �k� k �'

g
dfq��k�  zeros�N % �� ��'

dq��k�  zeros�N % �� ��'

cos��k�  ones�N % �� ��'

cos��f�k�  ones�N % �� ��'

sin��k�  zeros�N % �� ��'

sin��f �k�  zeros�N % �� ��'

a�k�  zeros�N % �� ��'

for k  �� �� � � �

f aux�  
x�k���p
�ke���

f �k�k '

aN���k % ��  aux�'

e
���
fq�
�k % ��  x�k % ��'

k e���f �k % �� k 
q

e

���
fq�
�k % ���� % � k e���f �k� k�'

�������k % ��  �'

e
���
q� �k % ��  d�k % ��'

�



�Continua�c�ao da Tabela ����

for i  � � N % �

f aN���i�k % ��  
aN���i�k��sin	�fi��

�k�auxi��

cos	�fi��
�k�

'

auxi  �sin��fi��
�k�aN���i�k % �� % cos��fi��

�k�auxi��'

dfq�N���i
�k % ��  sin�i���k�e

�i���
fq�

�k % ��%

cos�i���k�����dfq�N���i
�k�'

e
�i�
fq�
�k % ��  cos�i���k�e

�i���
fq�

�k % ���
sin�i���k�����dfq�N���i

�k�'

k e�i�f �k % �� k 
q

e

�i�
fq�
�k % ���� % � k e�i�f �k� k�'

cos��fi��
�k % ��  k e�i�f �k % �� k � k e�i���f �k % �� k'

sin��fi��
�k % ��  dfq�N���i

�k % ��� k e�i���f �k % �� k'
����i��k % ��  

p

����i����k % ���� % 
aN���i�k % ����'

cos�i���k % ��  
��
�i����k���

��
�i��k���
'

sin�i���k % ��  
aN���i�k���

��
�i��k���
'

dq�N���i�k % ��  sin�i���k % ��e
�i���
q� �k % ��%

cos�i���k % ������dq�N���i
�k�'

e
�i�
q� �k % ��  cos�i���k % ��e

�i���
q� �k % ���

sin�i���k % ������dq�N���i
�k�'

g
e�k % ��  e

�N���
q� �k % ���
����N����k % ���'

g

�



Cap��tulo 

Contribui�c�oes �a An�alise em

Precis�ao Finita dos Algoritmos

QR R�apidos

��� Introdu�c�ao

No cap��tulo �� foi ressaltado que os algoritmos QR r�apidos com triangulariza�c�ao

inferior �de acordo com a nota�c�ao usada neste trabalho� da matriz de entrada de

dados s�ao m��nimos do ponto de vista de teoria de sistemas e apresentam estabilidade

retr�ograda 
���� Foi mostrado tamb�em que os mesmos tem uma carga computacio	

nal menor quando comparados aos algoritmos QR r�apidos usando triangulariza�c�ao

superior� Al�em disto� foi observado em 
��� que o algoritmo FQR PRI B apresenta

um desempenho melhor para fatores de esquecimento n�ao t�ao pr�oximos a um devido

ao fato de rota�c�oes passivas n�ao serem necess�arias�

Estes fatos tornam estes algoritmos candidatos naturais para implementa�c�ao

pr�atica e o efeito da precis�ao �nita �e� ent�ao� um t�opico do maior interesse� Este

cap��tulo trata com a determina�c�ao do erro de quantiza�c�ao em estado estacion�ario

de ambos algoritmos FQR POS B e FQR PRI B� Uma an�alise em precis�ao �nita

completa para ambos algoritmos est�a al�em do escopo deste cap��tulo mas o processo



de obten�c�ao do valor m�edio quadr�atico dos erros de quantiza�c�ao acumulados de

algumas vari�aveis �e apresentado como uma contribui�c�ao �a solu�c�ao deste problema�

A valida�c�ao das express�oes obtidas �e efetivada por interm�edio de simula�c�oes em

computador�

��� An�alise em Precis�ao In�nita

Esta se�c�ao faz uma revis�ao da faixa din�amica das vari�aveis internas dos algoritmos

FQR POS B e FQR PRI B� A maioria dos resultados apresentados nesta se�c�ao s�ao

oriundos de trabalhos j�a publicados mas foram revistos aqui para uni�car a nota�c�ao

e por serem necess�arios �a an�alise em precis�ao �nita�

����� Resultados de Precis�ao In�nita

para o Algoritmo FQR POS B

Todas as vari�aveis possuem a mesma nota�c�ao encontrada no Ap�endice C� Note que

a vers�ao � do algoritmo FQR POS B ser�a usada daqui para frente�

Valores M�edio�Quadr�aticos de cos �i�k� e sin �i�k�

Os resultados seguintes podem ser encontrados em 
����

E
cos� �i�k�� � � �����

E
sin� �i�k�� � �� � �����

Valor M�edio�Quadr�atico de e
�i�
fq�
�k�

O resultado seguinte pode ser encontrado em 
����

E
n

e

�i�
fq�
�k���

o
� ��

x

�
��

� % �


i

�����

�



Valor M�edio�Quadr�atico de dfq�i�k�

O resultado seguinte pode ser encontrado em 
����

E
�

dfq�i�k��

�
� � ��

x

� % �

�
��

� % �


N���i
�����

Valor m�edio�Quadr�atico de k e�i�f �k� k

O resultado seguinte pode ser encontrado em 
����

E
k e�i�f �k� k�� �
��
x

�� �

�
��

� % �


i

�����

Valores M�edio�Quadr�aticos de cos ��fi�k� e sin �
�
fi
�k�

Os resultados seguintes podem ser encontrados em 
����

E
cos� ��fi�k�� �
��

� % �
�����

E
sin� ��fi�k�� �
�� �

� % �
�����

Valor M�edio�Quadr�atico de ��i��k�

Se recordarmos do cap��tulo � que ��k�  
QN

i�� cos �i�k�� usarmos ����� e ������ e

assumirmos independ�encia entre cos �i�k� e cos �j�k�� i 
 j� �e f�acil encontrar a

pr�oxima express�ao tamb�em obtida em 
��� usando uma abordagem diferente�

E
�

��i��k���

� � �i �����

Valor M�edio�Quadr�atico de fi�k�

Se tomarmos o quadrado de ��i��k % �� da vers�ao � do algoritmo FQR POS B

�Ap�endice C� e substituirmos cos� �i���k%�� e ent�ao sin� �i���k%�� pelas express�oes

tamb�em encontradas l�a� obtemos


��i��k % ����  
��i����k % ���� � f �
N���i�k % �� ����

�



Tomando agora o valor esperado de ���� e a aproxima�c�ao de ������ encontramos a

seguinte express�ao tamb�em dispon��vel em 
����

E
f �
i �k�� � �N���i��� �� ������

Tomando do Ap�endice C as express�oes para fi���k % �� e auxi� e usando	as para

calcular E
f �
i���k��%E
aux

�
i �� �e simples de obter E
aux

�
i �%E
f

�
i���k��  E
aux�i���%

E
f �
i �k��� Uma vez que fN���k % ��  auxN��� �e f�acil descobrir que E
aux

�
i �  

E
f �
i �k�� e� portanto� ������ pode tamb�em ser usada como uma boa aproxima�c�ao

para E
aux�i ��

Valor M�edio�Quadr�atico de dq�i�k�

O resultado seguinte pode ser encontrado em 
����

E
d�q�N���i
�k�� �

�
��

� % �

�i �
��
x

�� �
w�
��i %

��
x

� % �

NX
j�i��

w�
��j

�
������

onde w�
��i  E
w�

i �k��� Observe que embora w��i n�ao est�a dispon��vel� uma estimativa

grosseira de ��
xw

�
��i pode ser obtida baseada na pot�encia do sinal de refer�encia 
����

Valor M�edio�Quadr�atico de e
�i�
q� �k�

Da parte de estima�c�ao conjunta do algoritmo FQR POS B n�os tomamos as ex	

press�oes de e
�i�
q� �k % �� e dq�N���i

�k % ��� e usamos para derivar o valor esperado de


e
�i�
q� �k%���

�%
dq�N���i
�k%����� Assumindo estacionaridade� encontramos a seguinte

rela�c�ao�

E
�

e�i�q� �k��

�
�
 E

�

e�i���q�

�k���
�� ��� ��E
d�q�N���i

�k�� ������

onde E
n

e

���
q� �k��

�
o
 ��

d  ��
x

PN
i��w

�
o�i % ��

n �e a vari�ancia do sinal de refer�encia e

��
n �e a vari�ancia do ru��do de medida ��e assumido aqui que o algoritmo �e aplicado

num problema de identi�ca�c�ao de sistema com ordem su�ciente� i�e�� o sistema FIR

desconhecido tem a mesma ordem do �ltro adaptativo��

Finalmente� da �ultima equa�c�ao do algoritmo� temos E
e��k�� � �N��E
e�q��k���

Desde que de ������ e ������ n�os temos que E
e�q��k��  ��
n� a seguinte express�ao

�



resulta�

E
e��k�� � �N����
n ������

����� Resultados de Precis�ao In�nita

para o Algoritmo FQR PRI B

O algoritmo FQR PRI B �e similar ao algoritmo FQR POS B num sentido de que

cinco de suas sete equa�c�oes s�ao id�enticas �tr�es delas s�ao equa�c�oes matriciais� como

pode ser visto das Tabelas ��� e ���� Isto signi�ca que exceto ���� e ������ todas

outras equa�c�oes apresentadas neste cap��tulo permanecem v�alidas� restando somente

a express�ao para o valor m�edio	quadr�atico de ai�k� para completar a an�alise de pre	

cis�ao in�nita deste algoritmo� �E importante mencionarmos que somente a vers�ao �

do algoritmo FQR PRI B� como descrita no Ap�endice C� est�a sendo investigada

aqui�

Valor M�edio�Quadr�atico de ai�k�

Da implementa�c�ao de ������ descrita na vers�ao � do algoritmo FQR PRI B �passo

"Obtendo Q	�k % ��#� n�os temos �veja Ap�endice C�

a�N���i�k % ��  
�
�i��k % ����� � 
��i����k % ����� ������

Tomando	se o valor esperado de ������� usando a aproxima�c�ao de ������ e em	

pregando a aproxima�c�ao conhecida por seu termo em ingl�es "averaging principle#


��� ���� segue a pr�oxima express�ao tamb�em dispon��vel em 
����

E
a�i �k�� � ���N���i���� �� ������

Se pegarmos do Ap�endice C as express�oes para ai���k % �� e auxi� e usar	

mos as mesmas para calcular E
a�i���k�� % E
aux�i �� �e simples obtermos E
aux
�
i � %

E
a�i���k��  E
aux�i��� % E
a�i �k��� Sendo aN���k % ��  auxN��� �e f�acil veri�car

que E
aux�i �  E
a�i �k�� e� portanto� ������ pode tamb�em ser usada como uma boa

aproxima�c�ao para E
aux�i ��





��� Contribui�c�ao �a An�alise em Precis�ao Finita

Esta se�c�ao apresenta inicialmente o modelo para o erro de quantiza�c�ao de ponto

�xo a ser usado no resto do cap��tulo� A primeira equa�c�ao matricial do algoritmo

FQR PRI B �e ent�ao analisada como um exemplo do m�etodo usado� Os resultados

desta an�alise s�ao muito bons como ser�a visto na pr�oxima se�c�ao� Por outro lado� a

express�ao de an�alise para a inicializa�c�ao da segunda equa�c�ao matricial do mesmo

algoritmo apresentou resultados pobres quando o conhecido "averaging principle#

foi usado� Uma alternativa para este princ��pio �e ent�ao derivada e aplicada para

desenvolver uma aproxima�c�ao mais precisa�

��	�� Modelo do Erro de Quantiza�c�ao de Ponto Fixo

Uma quantidade razo�avel de pressupostos s�ao feitos aqui de modo a termos um mo	

delo simples do erro de quantiza�c�ao� Assumimos que nenhum estouro ou "over�ow#

devido a adi�c�ao ou subtra�c�ao ocorre� Aritm�etica de complemento a dois �e usada

para representa�c�oes num�ericas das vari�aveis internas as quais s�ao assumidas corre	

tamente escaladas para evitar estouro� �E assumido que a opera�c�ao � �multiplica�c�ao�
divis�ao ou exponencia�c�ao� introduz o seguinte erro de quantiza�c�ao�

���a� b� � a � b�Q
a � b� ������

onde a e b s�ao escalares e �e assumido que as quantiza�c�oes instant�aneas s�ao realizadas

pelo arredondamento tal que o erro de quantiza�c�ao �e um ru��do branco com m�edia

zero e vari�ancia ���B

��
� B sendo o n�umero de bits excluindo o bit de sinal�

O erro de quantiza�c�ao acumulado �e de�nido como a diferen�ca entre a implemen	

ta�c�ao em precis�ao in�nita e a implementa�c�ao em precis�ao �nita da vari�avel� Se r�k�

�e uma vari�avel� seu erro de quantiza�c�ao acumulado �e dado por

�r�k� � r�k�� rQ�k� ������

e n�os estamos interessados aqui em descobrir o valor m�edio quadr�atico desta quan	

tidade�

���



��	�� O Algoritmo FQR PRI B� Valor M�edioQuadr�atico de

�e
�i�
fq�

�k� e �dfq�i�k�

Comecemos analisando a equa�c�ao ������ em precis�ao �nita� Note que as express�oes

de an�alise que ser�ao obtidas desta equa�c�ao matricial ser�ao v�alidas para ambos algo	

ritmos FQR POS B e FQR PRI B �sendo tamb�em esperado que sejam bem seme	

lhantes �as express�oes equivalentes para os algoritmos FQR POS F e FQR PRI F�

uma vez que a express�ao seguinte �e comum para todos os quatro algoritmos QR

r�apidos estudados��
� efq��k % ��

dfq��k % ��

�
�  Q	�k�

�
� x�k % ��

����dfq��k�

�
� ������

onde x�k % �� �e assumido j�a quantizado bem como todos outros sinais externos e

constantes� A equa�c�ao anterior �e implementada como

e�i�fq��k % ��  cos �i���k�e
�i���
fq�

�k % ��

� sin �i���k�����dfq�N���i
�k� �����

dfq�N���i
�k % ��  sin �i���k�e

�i���
fq�

�k % ��

% cos �i���k�����dfq�N���i
�k� ������

onde i  � � N % � e e
���
fq�
�k % ��  x�k % ��� As equa�c�oes ����� e ������ acima

implementadas em precis�ao �nita s�ao dadas por

e
�i�
fq��Q

�k % ��  cos �i���Q�k�e
�i���
fq��Q

�k % ��

� sin �i���Q�k�����dfq�N���i�Q�k�� ���k� ������

dfq�N���i�Q�k % ��  sin �i���Q�k�e
�i���
fq��Q

�k % ��

% cos �i���Q�k�����dfq�N���i�Q�k�� ���k� ������

onde ���k�  �M�cos �i���Q�k�� e
�i���
fq��Q

�k % ���� �M�sin �i���Q�k�� ����� dfq�N���i�Q�k��

e ���k�  �M�sin �i���Q�k�� e
�i���
fq��Q

�k % ��� % �M�cos �i���Q�k�� ����� dfq�N���i�Q�k�� s�ao

os erros de quantiza�c�ao introduzidos pelas multiplica�c�oes�

���



De ����� e ������� derivamos a express�ao para o erro de quantiza�c�ao acumulado

de e
�i�
fq�
�k % �� como segue�

�e�i�fq��k % ��  e�i�fq��k % ��� e�i�fq��Q�k % ��

 cos �i���k�e
�i���
fq�

�k % ��

� sin �i���k�����dfq�N���i
�k�

� cos �i���Q�k�e�i���fq��Q
�k % ��

% sin �i���Q�k�����dfq�N���i�Q�k� % ���k� ������

Substituindo em ������ os quatro valores quantizados pelos valores em precis�ao

in�nita menos o erro de quantiza�c�ao acumulado �tal como rQ�k�  r�k� � �r�k��
e admitindo que os valores absolutos dos produtos cruzados dos erros de quanti	

za�c�ao acumulados s�ao muito menores do que os valores absolutos dos outros termos�

encontramos

�e
�i�
fq�
�k % �� � cos �i���k��e

�i���
fq�

�k % �� % �cos �i���k�e
�i���
fq�

�k % ��

� sin �i���k������dfq�N���i
�k�

��sin �i���k�����dfq�N���i
�k� % ���k� ������

Se assumimos agora que ���k� e os erros de quantiza�c�ao tenham m�edia zero e

uma pequena correla�c�ao cruzada entre si� a express�ao seguinte pode ser facilmente

obtida�

E
n

�e

�i�
fq�
�k % ����

o
� E

n

cos �i���k��e

�i���
fq�

�k % ����
o

%E
n

� cos �i���k�e

�i���
fq�

�k % ����
o

%�E
�

sin �i���k��dfq�N���i

�k���
�

%�
�

� sin �i���k�dfq�N���i

�k���
�
% E
����k�� ������

A express�ao �nal para o valor m�edio	quadr�atico de �e
�i�
fq�
�k % �� �e obtida as	

sumindo estacionariedade� assumindo que as vari�aveis s�ao descorrelacionadas com

os erros de quantiza�c�ao acumulados e usando os resultados da an�alise de precis�ao

���



in�nita� Ela �e dada por

E
n

�e

�i�
fq�
�k���

o
� �E

n

�e

�i���
fq�

�k���
o

%��
x

�
��

� % �


�

i� ���E �
� cos �i���k����
%���� ��E

�

�dfq�N���i

�k���
�

%�
��
x

� % �

�
��

� % �


�

� sin �i���k���

�
% E
����k�� ������

onde E
����k��  �
���B

��
�

O erro de quantiza�c�ao acumulado de dfq�N���i
�k % �� ser�a derivado a partir de

������ e �������

�dfq�N���i
�k % ��  dfq�N���i

�k % ��� dfq�N���i�Q�k % ��

 sin �i���k�e
�i���
fq�

�k % ��

% cos �i���k�����dfq�N���i
�k�

� sin �i���Q�k�e�i���fq��Q
�k % ��

� cos �i���Q�k�����dfq�N���i�Q�k� % ���k� ������

Usando a mesma abordagem e pressupostos usados para obter E
n

�e�i�fq��k��

�
o

n�os encontramos o valor m�edio	quadr�atico do erro de quantiza�c�ao acumulado de

dfq�N���i
�k % �� dado por

E
�

�dfq�N���i

�k���
� � ��

x

����� ��

�
��

� % �


i

E f
� sin �i���k���g

%
�

� % �
E
n

�e

�i���
fq�

�k���
o

%
��
x

���� ���

�
��

� % �


i

E
�

� cos �i���k���

�
%
E
����k��

�� ��
������

onde E
����k��  �
���B

��
�

���



��	�	 O Algoritmo FQR PRI B� Valor M�edioQuadr�atico de

�aux�

Na se�c�ao anterior� demos como exemplo de an�alise em precis�ao �nita as express�oes

para os valores m�edio	quadr�aticos dos erros de quantiza�c�ao acumulados da primeira

equa�c�ao matricial do algoritmo FQR PRI B� A pr�oxima equa�c�ao matricial deste

algoritmo tem um par�ametro de inicializa�c�ao �par�ametro aux�� dado por

aux�  
efq��k % ��

��k����� k ef�k� k �����

Num ambiente de precis�ao �nita� a equa�c�ao anterior �e implementada como

aux��Q  
efq��Q�k % ��

�Q�k����� k ef�k� kQ ��	�k� � ���k� ������

onde �	�k� e ���k� s�ao os erros de quantiza�c�ao devidos �a multiplica�c�ao e �a divis�ao�

respectivamente�

De ����� e ������� n�os escrevemos o erro de quantiza�c�ao acumulado de aux�

como

�aux�  aux� � aux��Q

 
efq��k % ��

��k����� k ef�k� k
� efq��Q�k % ��

�Q�k����� k ef�k� kQ ��	�k� % ���k�

 
efq��k % ��

r
� efq��Q�k % ��

r ��r % ���k� ������

onde r  ��k����� k ef�k� k�
Se usarmos a aproxima�c�ao �

r��r � �
r

�
� % �r

r

�
em ������ e substituirmos efq��Q�k%

�� por efq��k % ����efq��k % �� n�os obtemos

�aux� � �efq��k % ��

r
� 
efq��k % ����efq��k % ����r

r�
% ���k� ������

Substituindo as express�oes de r e �r em ������ e assumindo que o termo com o

produto dos dois erros acumulados �e muito menor em valor absoluto que os outros

���



termos� obtemos

�aux� � �efq��k % ��

������k� k ef �k� k �
efq��k % ��� k ef�k� k
������k� k ef�k� k�

� efq��k % �����k�

�������k� k ef�k� k �
efq��k % ���	�k�

����k� k ef �k� k� % ���k� ������

Se agora assumirmos que os erros instant�aneos ��	�k� e ���k�� e os erros acu	

mulados ��efq��k % ��� � k ef�k� k� e ���k�� possuem m�edia zero com pequena

correla�c�ao cruzada entre si� o erro de quantiza�c�ao m�edio	quadr�atico de auxo resulta�

E
�

�aux��

�
� � �

�
E
�

�efq��k��

�
�
E

�
�

���k�

�
E

�
�

k ef�k� k�
�

%
E
e�fq��k��

�
E
�

� k ef �k� k��

�
E

�
�

���k�

�
E

�
�

k ef�k� k�
�

%
E
e�fq��k��

�
E
�

���k���

�
E

�
�

���k�

�
E

�
�

k ef�k� k�
�

%
E
e�fq��k��E
�

�
	�k��

��
E

�
�

���k�

�
E

�
�

k ef�k� k�
�

%E
����k�� ������

Da an�alise em precis�ao in�nita� temos E
e�fq��k��� E
���k�� e

E
k ef �k� k��� Se usarmos o "averaging principle# e aproximarmos E
��x�� e E
��x��
por ��E
x�� e ��E
x��� respectivamente� e substituirmos os resultados da an�alise de

precis�ao in�nita� encontramos

E
�

�aux��

�
� � ��� ��

�N����
x

�
� % �

��


N��

E
�

�efq��k��

�
�

%
��� ���

�N����
x

�
� % �

��


N��

E
�

� k ef �k� k��

�
%
�� �

��N�	
E
�

���k���

�
%
��� ���

��N�	��
x

�
� % �

��


N��

E
��	�k��

%E
����k�� ������

onde E
��	�k��  E
����k��  
���B

��
�

Como ser�a visto das simula�c�oes� ������ apresenta um valor em dB o qual difere

mais de um dB do resultado oriundo da simula�c�ao� Entretanto� ainda a�rmamos

���



que ������ �e uma aproxima�c�ao razo�avel para E f
�aux���g� Vejamos na subse�c�ao
seguinte como validar �������

��	�
 Re�nando as aproxima�c�oes de E���x�� e E���x��

O t�ao chamado "averaging principle# 
��� tem sido amplamente usado em deriva�c�oes

de rela�c�oes usadas em an�alises de precis�ao in�nita e �nita e seu enunciado �e

E

�
f 
x�k��

g
y�k��

	
� Eff 
x�k��g

Efg
y�k��g ������

o qual no nosso caso �e v�alido para valor de k elevado e fator de esquecimento pr�oximo

�a unidade 
����

Uma raz�ao do resultado pobre de ������ �e devida �a aproxima�c�ao de E
��x��k��

por ��E
x��k�� e E
��x��k�� por ��E�
x��k��� O prop�osito desta subse�c�ao �e deri	

varmos aproxima�c�oes mais con��aveis para estas express�oes de modo a validarmos

�������

Come�camos a buscar uma solu�c�ao alternativa para este problema tomando o

Teorema de Fatora�c�ao do Momento Gaussiano ou "Gaussian Moment Factoring

Theorem# 
�� para quatro amostras de um processo Gaussiano de m�edia zero � e

admitindo que elas s�ao todas iguais a x�k�� A express�ao resultante �e

E
x��k��  �E	
x��k�� ������

Se admitirmos agora que x�k� tem um valor m�edio diferente de zero �E
x�k��  (x�

e modelarmos esta vari�avel por x�k�  x��k� % (x com x��k� sendo Gaussiana real e

com m�edia zero� teremos

E
x��k��  E
�x��k� % (x���

 �E�
x���k�� % �E
x���k��(x� % (x�

 �E�
x��k��� �(x� ������

Usando a mesma abordagem de 
�� e a equa�c�ao ������ derivaremos uma express�ao

�E�z�z�z�z�� � E�z�z��E�z�z�� �E�z�z��E�z�z�� �E�z�z��E�z�z��

���



para E
��x��k���

E

�
�

x��k�

�
 

�

E
x��k��
E

�
� �

��
�
�� x��k�

Ex��k��

�
�
�

 
�

E
x��k��
E

� �X
i��

�
�� x��k�

E
x��k��


i
�

 
�

E
x��k��

�
� % � %

E
x��k��� E�
x��k��

E�
x��k��
% � � �




 
�

E
x��k��

�
E
x��k��

E�
x��k��
% � � �




� �E�
x��k��� �(x�
E	
x��k��
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Finalmente� podemos encontrar uma aproxima�c�ao para E
��x��k�� se usarmos

uma vari�avel auxiliar y  x��k� e ������ �E f�acil ver que E
y�  E
x��k�� e que

E
y��  E
x��k�� �e dispon��vel de �������

E

�
�

x��k�

�
� � f�E�
x��k��� �(x�g� � � fE
x��k��g�

f�E�
x��k��� �(x�g	 ������

onde (x  E
x�k���

Vale a pena mencionarmos que as aproxima�c�oes acima s�ao v�alidas sempre que

a expans�ao em s�erie usada na deriva�c�ao for v�alida� O caso cr��tico ocorre quando

x�k� tende a zero �divis�ao por zero� e os melhores surgem quando (x��x n�ao �e t�ao

baixo� Uma pequena simula�c�ao foi realizada para checar os resultados das express�oes

derivadas aqui� Nesta simula�c�ao� x�k� era uma vari�avel aleat�oria Gaussiana com

vari�ancia ��
x  ��

�	 e valor m�edio ajustado para ���� ���� ��� e ���� A Tabela ���

seguinte mostra os resultados para uma simula�c�ao com ������ amostras� donde

�cou claro que estas express�oes novas apresentam um desempenho melhor que as

aproxima�c�oes velhas para diferentes valores de (x��x� Note tamb�em que para o caso

do menor valor m�edio �(x  ����� a vari�avel cruza o zero muitas vezes sendo esta a

raz�ao para os altos valores de E
h

�
x��k�

i
�

Usando as equa�c�oes ������� ����� e ������� podemos obter as seguintes express�oes

a serem usadas em ������ cujos resultados� como ser�ao vistos nas simula�c�oes� s�ao

mais precisos que os resultado obtidos com ������� Note ainda que as novas rela�c�oes
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Tabela ���� Compara�c�ao de desempenho das novas express�oes�

EXPRESS�AO (x  ��� (x  ��� (x  ��� (x  ���

E
x��k�� ������ ���� ������ ������ ������

E�
x��k�� ������ ���� ������ ������ ������

������ ������ ���� ������ ������ ������

E
 �
x��k�

� ����� ��� ������� ����� ������

�
Ex��k��

���� ����� ����� ���

����� �������� ������ ������ ������

E
 �
x��k�

� ������ ���	 ������ ������� ������

�
E�x��k��

������ ��	 �������� ������� ����

������ ������ ��� �������� ����� �����

obtidas aqui foram usadas especi�camente com o prop�osito de validarmos ������ pois

n�ao temos E
��k�� e E
k ef�k� k� dispon��veis da an�alise em precis�ao in�nita�

E

�
�

���k�

�
� �E�
���k��� �E�
��k��

E	
���k��

E

�
�

���k�

�
� �f�E�
���k��� �E�
��k��g� � �E�
���k��
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���k��� �E�
��k��g	

E
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k ef �k� k�
�

� �E�
k ef �k� k��� �E�
k ef�k� k�
E	
k ef�k� k��

E

�
�

k ef �k� k�
�

� �f�E�
k ef�k� k��� �E�
k ef�k� k�g� � �E�
k ef�k� k��
f�E�
k ef �k� k��� �E�
k ef �k� k�g	

������

��	 Resultados das Simula�c�oes

De modo a veri�car a precis�ao das f�ormulas apresentadas neste cap��tulo� uma

simula�c�ao em computador do algoritmo FQR PRI B rodando num ambiente de

aritm�etica de ponto �xo foi realizada� A experi�encia consistiu de uma con�gura�c�ao

���



de identi�ca�c�ao de sistema com sinal de entrada e ru��do de medi�c�ao com distri	

bui�c�oes normais� m�edias nulas e vari�ancias ��
x  ��

�	 e ��
n  ��

��� respectivamente�

O sistema FIR desconhecido tinha ordem N  � e o fator de esquecimento � foi

escolhido igual a ���� Nas ��� rodadas independentes� o algoritmo FQR PRI B

foi simulado com ���� itera�c�oes e as �ultimas ��� foram tomadas em m�edia para

obter	se os resultados apresentados aqui� Arredondamento em complemento a dois

foi usado com B  �� bits �excluindo o bit de sinal� enquanto que a precis�ao in�nita

foi implementada com aritm�etica de ponto �utuante com �� bits�

Todos resultados te�oricos dos erros de quantiza�c�ao acumulados mostrados nas

tabelas seguintes foram obtidos das rela�c�oes obtidas da an�alise onde as quantidades

"desconhecidas# � vari�aveis n�ao analisadas � foram tomadas das simula�c�oes com o

prop�osito de veri�car as express�oes aqui obtidas� Al�em disto� a coluna DIFERENC�A

foi obtida como o valor absoluto da diferen�ca do valor simulado em dB menos o valor

te�orico em dB�

A Tabela ��� abaixo mostra os resultados de �������

Tabela ���� Valor m�edio	quadr�atico de �e
�i�
fq�
�k��

EXPRESS�AO SIMULADA TE�ORICA DIFERENC�A �dB�

E
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f q��k��

�
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������ ���� ������ ���� ������

E
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����� ���� ������ ���� ������

E
n

�e

���
f q��k��

�
o

������ ���� ������ ���� ������

Seguindo� a Tabela ��� mostra os resultados de �������

A Tabela ��� mostra os resultados de E f
�aux���g com o aux��lio de diferentes

rela�c�oes� Observe a melhoria dos resultados com o re�namento das express�oes� �E

importante mencionarmos que E
��k�� e E
k ef �k� k� em ������ n�ao foram toma	

dos dos resultados das simula�c�oes mas calculados de E
���k��� E
k ef�k� k�� e as

��



Tabela ���� Valor m�edio	quadr�atico de �dfq�i�k��

EXPRESS�AO SIMULADA TE�ORICA DIFERENC�A �dB�

E f
�dfq���k���g ������ ���� ������ ���� ������

E f
�dfq���k���g ������ ���� ������ ���� ������

E f
�dfq�	�k���g ����� ���� ������ ���� ������

E f
�dfq���k���g ������ ���� ����� ���� �����

E f
�dfq�
�k���g ������ ���� ������ ���� ������

vari�ancias de ��k� e k ef �k� k� Estas �ultimas �vari�ancias de ��k� e k ef�k� k� foram
efetivamente obtidas das simula�c�oes� Este procedimento foi usado para garantir que

E
x�� � E�
x� uma vez que E
x��  ��
x % E�
x��

Tabela ���� Valor m�edio	quadr�atico de �aux��

TIPO DE RESULTADO E f
�aux���g
SIMULADO ����� ����

EQUAC� �AO ������ ����� ����

DIFERENC�A �dB� ������

EQUAC� �OES ������ E ������ ������ ����

DIFERENC�A �dB� �����

EQUAC� �OES ������ E ������ MELHORADAS� ������ ����

DIFERENC�A �dB� ������

��
 Conclus�oes

Este cap��tulo visou uma introdu�c�ao ao t�opico an�alise em precis�ao �nita dos algorit	

mos QR r�apidos baseados nos erros de predi�c�ao regressivos �algoritmos FQR POS B

�Usando resultados de simula�c�oes ao inves de seus correspondentes teoricos
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e FQR PRI B�� Foram apresentadas descri�c�oes panor�amicas da an�alise em precis�ao

in�nita para ambos algoritmos e� embora n�ao mencionado anteriormente� cada ex	

press�ao foi veri�cada com simula�c�oes em computadores e validadas para um valor

m�edio quadr�atico dentro de um dB para todas as vari�aveis� A an�alise da quantiza�c�ao

em ponto �xo foi realizada para uma equa�c�ao matricial a qual �e comum para ambos

algoritmos e foi testada para o algoritmo FQR PRI B com resultados excelentes�

Uma outra express�ao foi analisada mostrando um poss��vel problema tipicamente

encontrado em procedimento de an�alise� Uma express�ao para esta an�alise foi desen	

volvida usando o princ��pio da m�edia ou "averaging principle# e uma aproxima�c�ao

alternativa foi derivada para melhorar os resultados se as estat��sticas de primeira

ordem �m�edia� de algumas vari�aveis s�ao conhecidas� No nosso caso as aproxima�c�oes

aqui derivadas foram �uteis somente para validar parte da an�alise uma vez que as

m�edias das vari�aveis n�ao est�ao dispon��veis� Uma simula�c�ao foi realizada para ava	

liar a an�alise parcial apresentada e os resultados mostram que as f�ormulas te�oricas

encontram	se bem de acordo com aqueles obtidos no experimento� O autor pretende

completar a an�alise partindo desta contribui�c�ao dada aqui bem como investigar sua

extens�ao ao caso de ponto �utuante�
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Cap��tulo �

Conclus�oes e Sugest�oes

Este cap��tulo resume os resultados da tese e ressalta diversos problemas que podem

ser investigados em poss��veis pesquisas futuras� O trabalho focalizou	se em duas

fam��lias de �ltros adaptativos� o algoritmo LMS binormalizado com reutiliza�c�ao

de dados �BNDR	LMS� e o algoritmo QR r�apido baseado na utiliza�c�ao de erros

de predi�c�ao progressiva a priori �FQR PRI F�� A investiga�c�ao destes algoritmos

conduziu ao estudo de um n�umero de resultados de pesquisa relevantes tais como a

an�alise de erro m�edio	quadr�atico do algoritmo BNDR	LMS� a vers�ao com restri�c�oes

do algoritmo BNDR	LMS e suas aplica�c�oes e a vers�ao em treli�ca bem como a an�alise

em precis�ao �nita dos algoritmos QR r�apidos' todos eles abordados ao longo da tese�

��� Conclus�oes

O primeiro cap��tulo da tese apresentou uma breve revis�ao da teoria b�asica de �ltra	

gem adaptativa com especial aten�c�ao aos algoritmos baseados no LMS e na decom	

posi�c�ao QR�

O Cap��tulo � apresentou o algoritmo BNDR	LMS onde foi veri�cado por meio de

simula�c�oes em computador que este algoritmo apresenta desempenho favor�avel em

rela�c�ao a outros algoritmos do tipo LMS normalizados quando o sinal de entrada �e

correlacionado� Para este algoritmo� a an�alise de converg�encia na m�edia quadr�atica

foi apresentada para sinais de entrada brancos bem como sua extens�ao ao caso de



sinal de entrada colorido� Um modelo simples para o vetor sinal de entrada que

incorpora simplicidade e tratabilidade �a an�alise das estat��sticas de segunda ordem

�e empregado� Os resultados de simula�c�oes validam a an�alise e seus pressupostos�

Conclui	se que o algoritmo proposto �BNDR	LMS� apresenta uma maior velocidade

de converg�encia para sinais de entrada coloridos que os demais algoritmos do tipo

LMS com reutiliza�c�ao de dados de similar complexidade computacional e que esta

maior e�ci�encia �e melhor veri�cada em ambientes com baixo n��vel de ru��dos�

No Cap��tulo �� uma vers�ao com restri�c�oes do algoritmo BNDR	LMS �e derivada

de modo a aplicar este algoritmo no campo das comunica�c�oes m�oveis� Em particular�

um exemplo usando este algoritmo no cen�ario de um receptor m�ovel usando "direct	

sequence code	division multiple access# �DS	CDMA� foi feito e uma otimiza�c�ao do

passo foi proposta para cumprir as exig�encias de converg�encia r�apida e m��nimo erro

m�edio	quadr�atico �MSE�� Conclui	se que� em ambientes onde o n��vel de ru��dos �de

observa�c�ao ou de modelagem� �e elevado� faz	se necess�ario o uso de uma largura de

passo �"step	size#� vari�avel�

No Cap��tulo �� os algoritmos baseados em decomposi�c�ao QR usando rota�c�oes

de Givens foram apresentados numa forma tutorial com o objetivo especial de clas	

si�car os algoritmos existentes numa estrutura did�atica� Este cap��tulo derivou o

novo algoritmo FQR PRI F e suas rela�c�oes com os outros membros da fam��lia de

algoritmos QR r�apidos� Os algoritmos previamente propostos foram re	derivados

usando a mesma nota�c�ao� As equa�c�oes dos quatro algoritmos "fast# QR classi�ca	

dos neste cap��tulo foram tamb�em fornecidas junto com suas descri�c�oes algor��tmicas

detalhadas em ap�endice� Pode	se concluir pelo que foi estudado que o algoritmo

FQR PRI B apresenta o melhor desempenho �em termos de esfor�co computacional

e comportamento num�erico� dentre os algoritmos QR r�apidos classi�cados�

O Cap��tulo � apresentou as vers�oes totalmente em treli�ca dos algoritmos

FQR POS B e FQR PRI B� Os resultados de simula�c�oes mostraram que o desem	

penho das vers�oes em treli�ca �ou "lattice#� em implementa�c�ao em precis�ao �nita �e

compar�avel aos algoritmos originais�

Finalmente� o Cap��tulo � aborda a an�alise em precis�ao �nita dos algoritmos QR

���



r�apidos usando atualiza�c�ao de erros de predi�c�ao regressiva �a priori e a posteriori��

Os resultados de an�alise em precis�ao in�nita j�a dispon��veis em outros trabalhos s�ao

resumidos usando a mesma nota�c�ao uniforme do resto da tese bem como �e dada

uma contribui�c�ao �a an�alise de erro em ponto �xo com o estudo do comportamento

de algumas express�oes neste tipo de ambiente de precis�ao �nita�

��� Sugest�oes para Pesquisa Futura

Esta se�c�ao d�a algumas sugest�oes para posteriores pesquisas�

Em rela�c�ao ao algoritmo BNDR	LMS� parece ser interessante a investiga�c�ao da

rela�c�ao entre este algoritmo e suas poss��veis extens�oes �i	normalizado DR	LMS� at�e

o algoritmo das proje�c�oes ortogonais em adi�c�ao �as suas rela�c�oes com o algoritmo

RLS�

Um outro campo promissor e de interesse �e o desempenho e an�alise em precis�ao

�nita deste algoritmo�

Do Cap��tulo �� �cou claro que o modelo e as an�alises l�a usadas podem ser pronta	

mente estendidas a outros algoritmos que reutilizam dados ainda n�ao considerados

no passado devido a excesso de complexidade nas express�oes de an�alise� Esta �e outra

contribui�c�ao deste trabalho que pode ser objeto de pesquisa futura�

Uma outra sugest�ao �e a poss��vel melhoria de desempenho do passo adaptativo

se um sinal de entrada colorido for considerado na deriva�c�ao da seq!u�encia �otima�

Por �ultimo� algumas sugest�oes para futuras investiga�c�oes relativas aos algoritmos

QR r�apidos s�ao apontadas� A �naliza�c�ao da an�alise em precis�ao �nita �e um t�opico

do maior interesse�

A mesma nota�c�ao e abordagem usadas no Cap��tulo � poderiam tamb�em ser

estendidas para derivar os algoritmos QR em treli�ca 
��� ��� ��� e veri�car suas

rela�c�oes com os algoritmos RLS em treli�ca�

Algumas variantes dos algoritmos FQR �alguns deles j�a desenvolvidos e dis	

pon��veis na literatura t�ecnica� tamb�em requerem alguma aten�c�ao tais como vers�oes

multicanal e com restri�c�oes e suas aplica�c�oes�
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Apendice A

�� Equa�c�ao �������
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Para sinais com distribui�c�ao Gaussiana podemos usar o teorema da fatoriza�c�ao
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Apendice B

�� Equa�c�ao ������

Na deriva�c�ao de ������ x�k� e x�k � �� foram substitu��dos por skrkVk e
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Avaliando cada um destes termos separadamente� obtemos
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De modo similar�
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Apendice C

�� O Algoritmo FQR POS F�
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�Continua�c�ao do Algoritmo FQR POS F�
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�� O Algoritmo FQR PRI F�
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�Continua�c�ao do Algoritmo FQR PRI F�
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�i�
q� �k % ��  cos�i���k % ��e

�i���
q� �k % ��� sin�i���k % ������dq�i�k�'

dq�i�k % ��  sin�i���k % ��e
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q� �k % �� % cos�i���k % ������dq�i�k�'
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q� �k % ��'

e�k % ��  eq��k % ����k % ��'
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�� O Algoritmo FQR POS B�
A primeira vers�ao deste algoritmo �e baseada no fato de que o �ultimo elemento

de f�k % �� �ou fN���k % ��  
x�k���

ke���
f �k���k� �e conhecido antes de seu c�alculo�

FQR POS B � Vers�ao �

Inicializa�c�ao�
�  valor positivo e pequeno'
k ef �k� k �'
dfq��k�  zeros�N % �� ��'
dq��k�  zeros�N % �� ��'
cos��k�  ones�N % �� ��'
sin��k�  zeros�N % �� ��'
f�k�  zeros�N % �� ��'
for k  �� �� � � �

f e
���
fq�
�k % ��  x�k % ��'

for i  � � N % �

f e
�i�
fq�
�k % ��  cos�i���k�e

�i���
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�k % ��� sin�i���k�����dfq�N���i
�k�'
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�k % �� % cos�i���k�����dfq�N���i
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�N���
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�k % ��'

k ef�k % �� k 
q
e�fq��k % �� % � k ef�k� k�'

k e�N���
f �k % �� k k ef�k % �� k'

for i  � � N % �

f k e�N���i�
f �k % �� k 

q
k e�N���i�

f �k % �� k� %d�fq�i�k % ��'
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�k % ��  k e�N���i�
f �k % �� k � k e�N���i�

f �k % �� k'
sin��fN���i

�k % ��  dfq�i�k % ��� k e�N���i�
f �k % �� k'
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aux�  x�k % ��� k e���f �k % �� k'
fN���k % ��  aux�'
for i  � � N

f fN���i�k % ��  
fN���i�k��sin	�fi��

�k���auxi��

cos	�fi��
�k���

'

auxi  �sin��fi��
�k % ��fN���i�k� % cos��fi��

�k % ��auxi��'
g
�����k % ��  �'
for i  � � N % �
f sin�i���k % ��  fN���i�k % �����i����k % ��'
cos�i���k % ��  

p
�� sin��i���k % ��'

��i��k % ��  cos�i���k % ����i����k % ��'
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for i  � � N % �
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q� �k % ��� sin�i���k % ������dq�N���i
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A segunda vers�ao do algoritmo FQR POS B �e baseada na computa�c�ao direta de

f�k % �� de acordo com ������ e requer o c�alculo de
ef �k���

kef �k���k �

FQR POS B � Vers�ao 

Inicializa�c�ao�
�  valor positivo e pequeno'
k ef �k� k �'
dfq��k�  zeros�N % �� ��'
dq��k�  zeros�N % �� ��'
cos��k�  ones�N % �� ��'
sin��k�  zeros�N % �� ��'
f�k�  zeros�N % �� ��'
for k  �� �� � � �

f e
���
fq�
�k % ��  x�k % ��'

for i  � � N % �

f e
�i�
fq�
�k % ��  cos�i���k�e

�i���
fq�

�k % ��� sin�i���k�����dfq�N���i
�k�'

dfq�N���i
�k % ��  sin�i���k�e

�i���
fq�

�k % �� % cos�i���k�����dfq�N���i
�k�'

g
efq��k % ��  e

�N���
fq�

�k % ��'

k ef�k % �� k 
q
e�fq��k % �� % � k ef�k� k�'

k e�N���
f �k % �� k k ef�k % �� k'

for i  � � N % �

f k e�N���i�
f �k % �� k 

q
k e�N���i�

f �k % �� k� %d�fq�i�k % ��'
cos��fN���i

�k % ��  k e�N���i�
f �k % �� k � k e�N���i�

f �k % �� k'
sin��fN���i

�k % ��  dfq�i�k % ��� k e�N���i�
f �k % �� k'
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aux�  

�k�efq� �k���

kef �k���k '
for i  � � N % �
f fi���k % ��  cos��fN���i

�k % ��fi�k�� sin��fN���i
�k % ��auxi��'

auxi  sin��fN���i
�k % ��fi�k� % cos��fN���i

�k % ��auxi��'
g
eb�k���
keb�k���k  f��k % ��'

fN���k % ��  auxN��'
�����k % ��  �'
for i  � � N % �
f sin�i���k % ��  fN���i�k % �����i����k % ��'
cos�i���k % ��  

p
�� sin��i���k % ��'

��i��k % ��  cos�i���k % ����i����k % ��'
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�� O Algoritmo FQR PRI B�
A primeira vers�ao deste algoritmo �e baseada no fato de que o �ultimo elemento

de a�k % �� �ou aN���k % ��  
x�k���p
�ke���

f �k�k� �e conhecido antes do seu c�alculo� Esta

vers�ao deste algoritmo foi apresentada em 
���

FQR PRI B � Vers�ao �

Inicializa�c�ao�
�  valor positivo e pequeno'

k e���f �k� k �'
k ef �k� k �'
dfq��k�  zeros�N % �� ��'
dq��k�  zeros�N % �� ��'
cos��k�  ones�N % �� ��'
cos��f�k�  ones�N % �� ��'
sin��k�  zeros�N % �� ��'
sin��f �k�  zeros�N % �� ��'
a�k�  zeros�N % �� ��'
for k  �� �� � � �
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k e�N���
f �k % �� k k ef�k % �� k'

for i  � � N % �

f k e�N���i�
f �k % �� k 
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k e�N���i�

f �k % �� k� %d�fq�i�k % ��'
cos��fN���i

�k % ��  k e�N���i�
f �k % �� k � k e�N���i�

f �k % �� k'
sin��fN���i

�k % ��  dfq�i�k % ��� k e�N���i�
f �k % �� k'

g
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for i  � � N % �

f ����i��k % ��  
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A segunda vers�ao do algoritmo FQR PRI B �e baseada na computa�c�ao direta de

a�k % �� de acordo com ������ e requer o c�alculo de
e�f �k���p
�kef �k�k � Esta vers�ao deste

algoritmo foi apresentada em 
����

FQR PRI B � Vers�ao 

Inicializa�c�ao�
�  valor positivo e pequeno'

k e���f �k� k �'
k ef �k� k �'
dfq��k�  zeros�N % �� ��'
dq��k�  zeros�N % �� ��'
cos��k�  ones�N % �� ��'
cos��f�k�  ones�N % �� ��'
sin��k�  zeros�N % �� ��'
sin��f �k�  zeros�N % �� ��'
a�k�  zeros�N % �� ��'
for k  �� �� � � �

f e
���
fq�
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�k % ��� sin�i���k�����dfq�N���i
�k�'

dfq�N���i
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for i  � � N % �
f ai���k % ��  cos��fN���i

�k�ai�k�� sin��fN���i
�k�auxi��'

auxi  sin��fN���i
�k�ai�k� % cos��fN���i

�k�auxi��'
g

e�b�k���

����keb�k�k  a��k % ��'

aN���k % ��  auxN��'

k ef�k % �� k 
q
e�fq��k % �� % � k ef�k� k�'

���



�Continua�c�ao do Algoritmo FQR PRI B 	 Vers�ao ��

k e�N���
f �k % �� k k ef�k % �� k'

for i  � � N % �

f k e�N���i�
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