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AGRADECIMENTOSAo meu orientador, TC Prof. Jos�e Antonio Apolin�ario Jr., pela aten�c~ao e pro�ssiona-lismo com que acompanhou a realiza�c~ao deste trabalho e, sobretudo, pela grande amizadee incentivo que muito contribu��ram para que eu o conclu��sse com êxito.Ao Cap Prof. Juraci Ferreira Galdino pela colabora�c~ao incondicional na leitura domanuscrito original e pelas valiosas sugest~oes.Aos meus amigos e colegas de pesquisa, pelo apoio e pelo conv��vio amig�avel.A todos os professores e funcion�arios do Departamento de Engenharia El�etrica doInstituto Militar de Engenharia que, de alguma forma, contribu��ram para a realiza�c~aodeste trabalho.�A Coordena�c~ao de Aperfei�coamento de Pessoal de N��vel Superior (CAPES) pelo apoio�nanceiro.�A minha m~ae e aos meus irm~aos Titino, Z�az�a, T�e, L�u e meus sobrinhos maravilhososNely, Romy, Nany, Junior, Ruben e Rui que, mesmo �a distância, foram verdadeiras fontesde apoio e inspira�c~ao.�A minha Tia Dora pelo apoio ao longo destes anos da minha estadia no Brasil.Finalmente, um agradecimento muito especial �a minha esposa Vera, companheira,amiga e colega, pelo apoio e compreens~ao pelos in�nd�aveis momentos de ausência durantea realiza�c~ao deste trabalho.
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RESUMORecentemente, o processamento digital de sinais multicanais usando �ltros adapta-tivos tem encontrado uma vasta gama de novas aplica�c~oes, incluindo processamento deimagens em cores, biomedicina, equaliza�c~ao de canais, cancelamento de eco estereofônico,processamento de sinais multi{dimensionais, identi�ca�c~ao de sistemas n~ao{lineares do tipoVolterra e melhoria de sinais de voz. Este n�umero crescente de aplica�c~oes tem despertadoo interesse pela busca de algoritmos multicanais mais e�cientes.A classe de algoritmos adaptativos, conhecidos como algoritmos multicanais r�apidos(MCFQRD-RLS { multichannel Fast QRD-RLS) baseados na atualiza�c~ao de erros regres-sivos, tornou-se uma op�c~ao atraente por causa da sua convergência r�apida, estabilidade ecomplexidade computacional reduzida. O foco principal desta disserta�c~ao s~ao estes algo-ritmos e a suas aplica�c~oes LCMV. Com base em simula�c~oes, usando vers~oes com e semrestri�c~oes (neste �ultimo caso, fazendo uso de estruturas apropriadas que permitem o usode algoritmos sem restri�c~oes para resolver problemas com restri�c~oes) dispon��veis atual-mente na literatura de �ltragem adaptativa, as melhores para este tipo de aplica�c~ao s~aoapontadas.Três novas vers~oes do algoritmo multicanal r�apido (MCFQRD-RLS) baseado na atu-aliza�c~ao do erro regressivo ou backward s~ao propostas. Estas novas vers~oes mostraram-seigualmente est�aveis, robustas e de r�apida convergência por�em com uma complexidadecomputacional menor em rela�c~ao �as vers~oes atualmente dispon��veis na literatura. Doisdestes novos algoritmos possuem a vantagem de poderem ser utilizados em aplica�c~oes emque se requer canais com a mesma ordem ou com ordens distintas.
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ABSTRACTDigital processing of multichannel signals using adaptive �lters has recently found avariety of new applications including color image processing, biomedicine, channel equal-ization, stereophonic echo cancellation, multidimensional signal processing, Volterra{typenonlinear system identi�cation, and speech enhancement. This increased number of ap-plications has spawned a renewed interest in eÆcient multichannel algorithms.One class of algorithms, known as multichannel Fast QRD-RLS adaptive algorithmsbased on backward error updating, has become an attractive option because of theirfast convergence, stability, and reduced computational complexity. This dissertation isconcerned with this class of multichannel algorithms and their applications to LinearConstrained Minimum Variance (LCMV) adaptive �ltering. Simulations are carried outusing constrained and unconstrained adaptive �ltering algorithms currently available inthe adaptive �ltering literature and the best options for this kind of application are pointedout.Based on those results, three new versions of the multichannel Fast QRD-RLS al-gorithm based on backward error updating are proposed. These new algorithms exhibitgood properties concerning stability, robustness, speed of convergence, and lower com-putational complexity when compared to other multichannel fast QRD-RLS algorithmsavailable in the literature. Two of them can be considered as more general solutions forthey can be used in multichannel adaptive �ltering applications where either equal orunequal channel orders are required.
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1 INTRODUC� ~AO
1.1 INTRODUC� ~AOA �ltragem adaptativa constitui-se, atualmente, num campo de grande importânciana �area de Processamento de Sinais. O uso de �ltros adaptativos torna-se particularmentenecess�ario em ambientes onde as caracter��sticas do sinal de interesse s~ao desconhecidas ouquando as estat��sticas deste ambiente variam com o tempo. S~ao in�umeras as aplica�c~oesem que o uso de �ltros adaptativos se faz necess�ario e, gra�cas �a grande quantidade detrabalhos desenvolvidos ao longo das �ultimas três d�ecadas nesta �area, muitas solu�c~oes j�aforam apresentadas para este tipo de problema. Por�em, a busca por solu�c~oes cada vezmais robustas e r�apidas, a um custo computacional aceit�avel, tem motivado a continua�c~aode pesquisas na �area para o desenvolvimento de novos algoritmos.Um �ltro �e, basicamente, um dispositivo de hardware ou de software cujos parâmetross~ao projetados para extrair alguma caracter��stica de interesse de um sinal a partir dedados dispon��veis at�e um determinado instante k. Quando estes parâmetros s~ao variantesno tempo, o dispositivo �e geralmente conhecido como um �ltro adaptativo. A atualiza�c~aodestes parâmetros (coe�cientes do �ltro) �e feita por meio de um algoritmo que buscaminimizar uma fun�c~ao custo previamente estabelecida.Na compara�c~ao da grande variedade de algoritmos adaptativos dispon��veis na litera-tura, s~ao levados em considera�c~ao os crit�erios seguintes (HAYKIN, 1996).� Estrutura. Diz respeito �a maneira pela qual o algoritmo �e implementado que, paraos �ltros adaptativos de resposta ao impulso �nita, FIR (�nite impulse response),pode ser dividida em dois tipos: transversal (conhecido no inglês por tapped delayline) e treli�ca (lattice em inglês). Existem ainda os �ltros adaptativos de respostaao impulso in�nita, IIR (in�nite impulse response), que podem ser realizados numagrande variedade de estruturas; tais �ltros est~ao fora do escopo deste trabalho.� Taxa de convergência: diz respeito a qu~ao r�apido os coe�cientes do �ltro se apro-ximam da solu�c~ao �otima que, em situa�c~oes pr�aticas, nunca �e alcan�cada;desajuste: �e a medida de qu~ao pr�oximo os coe�cientes estimados se encontram15



dos �otimos; e acompanhamento: diz respeito �a capacidade dos coe�cientes esti-mados pelo algoritmo acompanharem os �otimos em ambientes n~ao-estacion�arios.� Aspectos computacionais: podem ser incluidos a complexidade computacional ea imunidade a erros num�ericos, principalmente em ambientes de precis~ao �nita que,geralmente, geram erros de quantiza�c~ao e, por vezes, instabilidade num�erica.O foco principal deste trabalho s~ao os algoritmos de convergência r�apida baseados noalgoritmo RLS (Recursive Least Squares) e suas aplica�c~oes em LCMV(Linearly Constrained Minimum Variance). Estes algoritmos, por fazerem uso da de-composi�c~ao QR baseada em rota�c~oes de Givens, que s~ao numericamente est�aveis, foramdesenvolvidos com a �nalidade de resolver o j�a bem conhecido problema de instabilidadedo algoritmo RLS.1.2 OBJETIVO DA DISSERTAC� ~AOO objetivo desta disserta�c~ao �e fazer uma avalia�c~ao e compara�c~ao do desempenho dosalgoritmos de convergência r�apida dispon��veis na literatura no que tange �a estabilidade,velocidade de convergência e complexidade computacional em ambientes de beamforming.A utiliza�c~ao dos algoritmos multicanais r�apidos baseados no RLS neste tipo de problema�e investigada e novas vers~oes e�cientes destes algoritmos s~ao derivadas.1.3 ESTADO DA ARTEA chamada �ltragem espacial, ou beamforming, tem sido uma t�ecnica usada h�a v�ariosanos, na sua vers~ao anal�ogica, para solucionar v�arios tipos de problemas como (VANVENN, 1988): radar (controle de tr�afego), sonar (classi�ca�c~ao de fonte), comunica�c~oes(transmiss~ao direcional, r�adio{difus~ao setorizado em comunica�c~oes via sat�elite), imagem(tomogra�a, ultra{som), explora�c~ao geof��sica (explora�c~ao de petr�oleo, mapeamento), ex-plora�c~ao astrof��sica (imagem de alta resolu�c~ao do universo) e biomedicina (monitora�c~aodo cora�c~ao dos fetos, ajuda auditiva).Um beamformer �e implementado com o aux��lio de um arranjo de sensores convenien-temente espa�cados cuja �nalidade �e receber um sinal proveniente de uma determindadadire�c~ao de interesse e rejeitar sinais interferentes proveniente de dire�c~oes indesej�aveis. A16



viabiliza�c~ao da aplica�c~ao pr�atica desta t�ecnica em sistemas de comunica�c~oes digitais de-para com alguns obst�aculos tais como a necessidade de um processador digital adequadoe, conseq�uentemente, de um algoritmo adaptativo apropriado que seja su�cientementerobusto, r�apido e com uma complexidade computacional atraente. A necessidade deum algoritmo r�apido se torna cr��tica quando �e considerado o caso em que pelo menosum dos pontos em um enlace de comunica�c~ao �e m�ovel requerendo, assim, rastreamento eadapta�c~ao constantes, como �e o caso do SDMA (Space{Division Multiple Access) (LITVA,1996).Normalmente, os algoritmos adaptativos a serem utilizados nestes casos devem ser taisque a adapta�c~ao seja feita sujeita a restri�c~oes convenientemente impostas. A maioria dosalgoritmos que incorporam restri�c~oes lineares na sua solu�c~ao, quando usados para solu-cionar problemas em aplica�c~ao LCMV, apresentam problemas de estabilidade (RAMOS,2004c). At�e o presente, o uso de estruturas que permitem a utiliza�c~ao de algoritmos semrestri�c~oes est�aveis e robustos se apresentam como solu�c~oes vi�aveis, pelo menos quanto �arobustez.Os algoritmosmulticanais r�apidos apresentam bom desempenho neste tipo de aplica�c~ao,pelo menos quanto �a robustez e �a velocidade de convergência, por�em, a uma complexidadecomputacional relativamente alta.1.4 CONTRIBUIC� ~OES DA DISSERTAC� ~AONesta disserta�c~ao �e feita uma avalia�c~ao do desempenho dos algoritmos de convergênciar�apida com restri�c~oes em aplica�c~oes LCMV. Com base em simula�c~oes, s~ao apresentadas asmelhores op�c~oes de algoritmos dispon��veis na literatura at�e o momento. Como ser�a visto,a utiliza�c~ao de estruturas como a GSC (Generalized Sidelobe Canceller) (GRIFFITHS,1982) e a Householder Constrained (DE CAMPOS, 2002) s~ao alternativas vi�aveis porpermitirem que se utilize algoritmos sem restri�c~oes e est�aveis para solucionar este tipo deproblema.S~ao introduzidas vers~oes sem restri�c~oes otimizadas dos algoritmos multicanais r�apidosbaseados na decomposi�c~ao QR s~ao introduzidas: uma vers~ao em treli�ca para o algoritmomulticanal em bloco (os sinais de entrada dos canais s~ao processados de uma �unica vez)mais duas vers~oes, uma transversal e outra em treli�ca, para o algoritmo multicanal se-quencial (os sinais de entrada dos canais s~ao processados seq�uencialmente).17



1.5 ORGANIZAC� ~AO DA DISSERTAC� ~AONo Cap��tulo 2, s~ao apresentados alguns conceitos b�asicos de �ltragem adaptativa.No Cap��tulo 3 a �ltragem adaptativa com restri�c~oes �e revista e o algoritmo RLS comrestri�c~oes �e apresentado na sua vers~ao b�asica. O desempenho dos algoritmos adaptativosde convergência r�apida com restri�c~oes em aplica�c~oes LCMV �e avaliado no Cap��tulo 4.No Cap��tulo 5, s~ao abordados os algoritmos multicanais r�apidos baseados no RLS, ondes~ao tamb�em introduzidas três novas vers~oes robustas destes algoritmos. A avalia�c~ao dodesempenho destes novos algoritmos em aplica�c~oes LCMV �e feita no Cap��tulo 6, ondetamb�em �e considerada uma aplica�c~ao de �tragem de Volterra, dada �as caracter��sticasparticularmente favor�aveis a estas aplica�c~oes das vers~oes sequenciais dos algoritmos mul-ticanais abordados neste trabalho. Conclus~oes e coment�atios �nais s~ao apresentados noCap��tulo 7.
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2 FILTRAGEM ADAPTATIVA
Neste cap��tulo s~ao abordados, de forma resumida, alguns conceitos b�asicos de �l-tragem adaptativa. Na Se�c~ao 2.1 ser~ao apresentados os principais fundamentos, incluindoa solu�c~ao de Wiener. Os algoritmos LMS (Least Mean{Square) e RLS (Recursive LeastSquares) s~ao vistos nas Se�c~oes 2.2 e 2.3, respectivamente. Na Se�c~ao 2.4, s~ao introduzidosos algoritmos baseados no RLS que fazem uso da decomposi�c~ao QR (QRD-RLS), ondes~ao tamb�em revistos alguns t�opicos b�asicos para o entendimento dos algoritmos da fam��liaQRD-RLS r�apidos.2.1 DEFINIC� ~AO DO PROBLEMAUma con�gura�c~ao b�asica de um �ltro adaptativo discreto no tempo est�a representadana FIG. 2.1. Observamos nesta �gura que x(k) �e o vetor sinal de entrada, d(k) �e o sinal\desejado" (ou de referência), y(k) �e a sa��da do �ltro adaptativo e "(k) �e o erro entre osinal desejado e a sa��da do �ltro. Este sinal de erro �e empregado para ajustar o vetorde coe�cientes do �ltro, w(k), por meio de um algoritmo de adapta�c~ao. O processode adapta�c~ao dos coe�cientes de um �ltro adaptativo �e realizado visando a minimiza�c~aode uma determinada fun�c~ao custo. A fun�c~ao custo de uso mais comum �e o erro m�edioquadr�atico, MSE, do inglês Mean-Square Error, que �e de�nida como�(k) = E[j"2(k)j] = E["(k)"�(k)]; (2.1)na qual E[�] denota o operador valor esperado e"(k) = d(k)�wH(k � 1)x(k) (2.2)�e o erro a priori (antes da atualiza�c~ao dos coe�cientes) no instante k.Em muitas aplica�c~oes �e usada uma estrutura de um �ltro de resposta ao impulso �nita,FIR, do inglês Finite Impulse Response, onde o vetor de entrada x(k) �e composto poruma amostra mais recente e os demais elementos s~ao amostras dos instantes de tempopassados at�e um retardo m�aximo, como na ilustra�c~ao da FIG. 2.2, para o caso monocanal.Neste caso, a sa��da y(k) �e dada pory(k) = NXj=1 w�j (k � 1)x(k � j + 1) = wH(k � 1)x(k): (2.3)19



Filtro
Adaptativo

y (k)

d (k)

x (k) Σ

(k)εFIG. 2.1: Con�gura�c~ao B�asica de um Filtro Adaptativo.A �ltragem adaptativa multicanal �ca caracterizada quando se deseja processar, si-multaneamente, M sinais captados atrav�es de um arranjo (array) de M sensores, comona FIG. 2.3. Nesta situa�c~ao, a sa��da pode ser expressa comoy(k) = NXi=1 wHi (k � 1)xM(k � i+ 1)= wH(k � 1)x(k); (2.4)onde w(k � 1) = h wT1 (k � 1) wT2 (k � 1) � � � wTN(k � 1) iT ;x(k) = h xTM(k) xTM(k � 1) � � � xTM(k �N + 1) iT exM(k) = h x1(k) x2(k) � � � xM(k) iT : (2.5)e os wj(k � 1), com j = 1; 2; � � � ; N s~ao dados porwj(k � 1) = [w1(k � j) w2(k � j) � � � wN(k � j)]T :Se a entrada do �ltro adaptativo for multicanal com M canais e n~ao houver retardosem cada canal, este �ltro �e conhecido como combinador linear adaptativo e a sa��da domesmo �e dada pory(k) = MXj=1 w�j (k � 1)xj(k) = wH(k � 1)x(k); (2.6)20



(k)

(k)

(k)

z

z−1

−1

x(k) d

y

w
1

w
2

w
N

Σ Σ(k−1)

(k−1)

(k−1)

ε

FIG. 2.2: Filtro Adaptativo FIR.
onde x(k) = [x1(k) x2(k) � � � xM (k)]Tcom xi(k) correspondendo ao i-�esimo canal de entrada.Em qualquer caso, substituindo a EQ. 2.2 na EQ. 2.1 obt�em-se�(k) = E ��d(k)�wH(k � 1)x(k)	�d�(k)� xH(k)w(k � 1)	�= E[d(k)d�(k)]� E[d(k)xH(k)w(k � 1)]� E[d�(k)wH(k � 1)x(k)]+E[wH(k � 1)x(k)xH(k)w(k � 1)]: (2.7)Sejam a matriz de autocorrela�c~ao do sinal de entrada, R, e o vetor de correla�c~aocruzada entre o sinal de desejado e o de entrada, p, dados, respectivamente, porR = E[x(k)xH(k)] (2.8)e p = E[d�(k)x(k)]: (2.9)Considerando o vetor de coe�cientes, w(k�1), como sendo �xo (e determin��stico), w,o gradiente em rela�c~ao ao mesmo, rw�(k), da EQ. 2.7 resulta em (Apêndice 1)21



x (k)
M

2

1
(k)

x

-

+

x
M

(k−1)w

w(k−1)
2

1
wx

x

(k)
(k)

w
N

(k)

(k−1)

(k−1)

y(k)

d(k)

(k)ε

z−1

z−1
. .

 .

Σ Σ

. .
 .

. .
 .

. .
 .

FIG. 2.3: Filtro Adaptativo Multicanal.
rw�(k) = �2p+ 2Rw: (2.10)Igualando a �ultima equa�c~ao a zero, e assumindo que a matriz R seja n~ao singular, ovetor de coe�cientes �otimo que minimiza a fun�c~ao custo �ca dado porwopt = R�1p: (2.11)A EQ. 2.11 �e conhecida como a solu�c~ao de Wiener (HAYKIN, 1996). Na pr�atica,por�em, �e mais comum a obten~ao do vetor de coe�cientes, w, por meio de um algoritmoadaptativo.2.2 O ALGORITMO LMSO algoritmo LMS (Least Mean Square) continua sendo o mais usado em aplica�c~oespr�aticas por duas raz~oes fundamentais: a sua simplicidade, implicando em um baixo custocomputacional, e a garantia de sua convergência para escolha apropriada do seu passo deadapta�c~ao.O algoritmo LMS �e baseado no algoritmo steepest{descent cuja adapta�c~ao do vetor decoe�cientes �e dada por (HAYKIN, 1996; DINIZ, 2002):w(k) = w(k � 1)� �rw�(k); (2.12)22



TAB. 2.1: O algoritmo LMSLMSInicializar:x(0) = w(0) = 0for k = 1; 2; : : :f "(k) = d(k)�wH(k � 1)x(k)w(k) = w(k � 1) + �"�(k)x(k)gonde � �e conhecido por step-size ou largura de passo de adapta�c~ao. O valor de � deveser criteriosamente escolhido para garantir a convergência do algoritmo. Uma abordagemdeste assunto pode ser encontrado em (GALDINO, 2003).Na pr�atica, o gradiente rw�(k) = �2p + 2Rw n~ao pode ser obtido com exatid~ao.Assim, usando estimativas muito simples de p e de R dadas porp̂ = x(k)d�(k) (2.13)e R̂ = x(k)xH(k); (2.14)pode-se obter uma estimativa despolarizada do gradiente comor̂w�(k) = �2x(k)d�(k) + 2x(k)xH(k)w(k � 1)= �2x(k) �d�(k)� xH(k)w(k � 1)�= �2"�(k)x(k): (2.15)Substituindo a estimativa na EQ. 2.15 na EQ. 2.12 do algoritmo steepest{descentobtemos a seguinte rela�c~ao para a atualiza�c~ao do vetor de coe�cientes correspondente aoalgoritmo LMS.w(k) = w(k � 1) + 2�"�(k)x(k) (2.16)As equa�c~oes referentes ao algoritmo LMS est~ao na TAB. 2.1, onde o step-size incorporao n�umero 2, pois, na pr�atica, � �e inicializado apropriadamente para que n~ao seja necess�ariomultiplic�a-lo por 2 a cada itera�c~ao. 23



2.3 O ALGORITMO RLSO algoritmo RLS (Recursive Least Squares) pertence �a classe dos algoritmos de con-vergência. Por�em, al�em de uma elevada complexidade computacional, ele apresenta s�eriosproblemas de instabilidade que por vezes impedem o seu uso em aplica�c~oes pr�aticas.Mesmo assim, ele serviu de base para a deriva�c~ao de v�arios outros algoritmos mais robus-tos, em particular os algoritmos que fazem uso da decomposi�c~ao QR, obtida atrav�es dasrota�c~oes de Givens que s~ao numericamente est�aveis (GOLUB, 1983; LING, 1991).Para esta classe de algoritmos, a fun�c~ao custo �e de�nida como�(k) = kXi=0 �k�ije(i)j2 = kXi=0 �k�ijd(i)�wH(k)x(i)j2 = eH(k)e(k); (2.17)sendo � o fator de esquecimento e e(k) o vetor de erros dado pore(k) = d(k)�XT (k)w�(k) (2.18)ou e�(k) = d�(k)�XH(k)w(k): (2.19)Na equa�c~ao acima, d(k) �e o vetor com o sinal de referência (desejado) ponderado,w(k) �e o vetor de coe�cientes do �ltro e X(k) �e a matriz de informa�c~ao de entrada dadospor d(k) = 2666664 d(k)�1=2d(k � 1):::�k=2d(0)
3777775 ; (2.20)

w(k) = 2666664 w1(k)w2(k):::wN(k)
3777775 (2.21)e XH(k) = 2666664 xH(k)�1=2xH(k � 1):::�k=2xH(0)

3777775 : (2.22)
24



Aqui, N representa a ordem do �ltro (e tamb�em o n�umero de coe�cientes) e x(k) =[x(k) x(k � 1) � � � x(k �N + 1)] �e o vetor de entrada.1A solu�c~ao de Wiener para a EQ. 2.17 �e obtida de forma similar ao que foi feito naSe�c~ao 2.1, isto �e,w(k) = R�1(k)p(k); (2.23)com R(k) e p(k) sendo dados, respectivamente, porR(k) = X(k)XH(k)= kXi=0 �k�ix(i)xH(i) (2.24)e p(k) = X(k)d�(k)= kXi=0 �k�ix(i)d�(i): (2.25)Ao inv�es das express~oes dadas pela EQ. 2.24 e pela EQ. 2.25, R(k) e p(k) podem serobtidos de forma recursiva, como segue.R(k) = kXi=0 �k�ix(i)xH(i)= x(k)xH(k) + �R(k � 1) (2.26)
p(k) = kXi=0 �k�ix(i)d�(i)= x(k)d�(k) + �p(k � 1) (2.27)Substituindo a EQ. 2.27 na EQ. 2.23 e usando tamb�em a EQ. 2.26, ap�os algumasmanipula�c~oes alg�ebricas, chega-se aw(k) = w(k � 1) + "�(k)R�1(k)x(k); (2.28)na qual, "(k) �e o erro a priori de�nido como"(k) = d(k)�wH(k � 1)x(k): (2.29)1�E abordado aqui, de forma resumida, o caso monocanal mas as mesmas equa�c~oes se aplicam ao casomulticanal. 25



TAB. 2.2: O Algoritmo RLSRLSInicializa�c~oes:w(0) = 0 e R�1(0) = �I onde � = n�umero pequenofor k = 1; 2; � � �f"(k) = d(k)�wH(k � 1)x(k)k(k) = R�1(k � 1)x(k)�(k) = k(k)�+xH(k)k(k)R�1(k) = 1� �R�1(k � 1)� k(k)kH(k)�+xH(k)k(k)�w(k) = w(k � 1) + "�(k)�(k)gA invers~ao de matriz na EQ. 2.28 pode ser evitada se aplicarmos o Lema de Invers~aode Matrizes �a EQ. 2.26 (DINIZ, 2002)2, obtendo-se:R�1(k) = 1� �R�1(k � 1)� R�1(k � 1)x(k)xH(k)R�1(k � 1)�xH(k)R�1(k � 1)x(k) � (2.30)O algoritmo RLS completo est�a na TAB. 2.2. Note que, para facilitar a nota�c~ao, aEQ. 2.30 foi de�nida em fun�c~ao de duas vari�aveis auxiliares: k(k) = R�1(k � 1)x(k),conhecido como o ganho de Kalmam e �(k) = k(k)�+xH(k)k(k) .2.4 ALGORITMOS DA FAM�ILIA RLS BASEADOS NA DECOMPOSIC� ~AO QRComo foi mencionado anteriormente, o algoritmo RLS possui uma r�apida convergênciamas �e inst�avel (KIM, 1991). Para solucionar o problema da instabilidade, foram desen-volvidos novos algoritmos baseados no RLS b�asico fazendo uso da decomposi�c~ao QR(QRD) da matriz de informa�c~ao por meio das rota�c~oes de Givens que s~ao numericamenteest�aveis. Nesta se�c~ao, abordaremos os algoritmos QRD-RLS b�asico, QRD-RLS inverso eos da fam��lia QRD-RLS r�apidos.2.4.1 O ALGORITMO QRD-RLS CONVENCIONALO algoritmo QRD-RLS minimiza a mesma fun�c~ao custo que o algoritmo RLS dadapela EQ. 2.17. A decomposi�c~ao QR, aplicada �a matriz de informa�c~ao, X(k), efetua sua2[A+BCD]�1 = A�1 �A�1B[DA�1B +C�1]�1DA�126



triangulariza�c~ao e evita a necessidade de se lidar com sua inversa, fonte de instabilidadenum�erica. Seja Q(k) a matriz ortogonal com as rota�c~oes de Givens envolvidas nesteprocesso; pr�e-multiplicando a EQ. 2.19 porQ(k), a norma da fun�c~ao custo n~ao �e alterada.Assim,Q(k)e�(k) = " eq1(k)eq2(k) # = " dq1(k)dq2(k) #� " 0U(k) #w(k) (2.31)onde eq e dq s~ao, respectivamente, o conjugado erro e do sinal desejado rotacionados;U(k) �e o fator de Cholesky de R(k) = X(k)XH(k), isto �e, UH(k)U(k) = X(k)XH(k).Os sub-��ndices 1 e 2 indicam os primeiros k � N + 1 e �ultimos N elementos do vetor,respectivamente.A minimiza�c~ao da fun�c~ao custo �e conseguida escolhendo-se um w(k) tal que eq2 =dq2 �U(k)w(k) = 0. Logo,w(k) = U�1(k)dq2(k): (2.32)Se necess�ario, o vetor de coe�cientes w(k) pode ser calculado usando um procedimentode substitui�c~ao regressiva ou backward substitution (HAYKIN, 1996; DINIZ, 2002).Pelo fato de Q(k) ser ortogonal e usando a de�ni�c~ao de X(k) na EQ. 2.22, o produtoQ(k)XH(k) pode ser escrito como segueQ(k)" 1 0T0 QH(k � 1) #" 1 0T0 Q(k � 1) #| {z }I " xH(k)�1=2XH(k � 1) #| {z }XH(k) = " 0U(k) # : (2.33)
Designando o produto das duas primeiras matrizes na EQ. 2.33 por ~Q(k), tem-se~Q(k)2664 xH(k)0�1=2U(k � 1) 3775 = " 0U(k) # : (2.34)Da EQ. 2.34, pode-se concluir que o produto de rota�c~oes de Givens em ~Q(k) s~aorespons�aveis, apenas, por zerar o vetor de entrada no instante k sobre �1=2U(k � 1).Ainda da EQ. 2.33, pode ser obtida uma express~ao recursiva para Q(k) como na equa�c~aoseguinte.Q(k) = ~Q(k)" 1 0T0 Q(k � 1) # (2.35)27



A EQ. 2.34 sugere um aumento na ordem a cada itera�c~ao uma vez que a estruturade ~Q(k) inclui uma sub-matriz Ik�N . Mas isso pode ser evitado se essa sub-matriz forexclu��da da estrutura de ~Q(k), reescrevendo a EQ. 2.34 da seguinte forma" 0TU(k) # = Q�(k)" xH(k)�1=2U(k � 1) # ; (2.36)onde Q�(k) = Q1i=N Q�i(k) �e uma matriz de ordem �xa obtida de ~Q(k) ap�os a remo�c~aoda sub-matriz Ik�N .3Recordando a EQ. 2.31, pode-se observar que eq1(k) = dq1(k). Logo, o produtoQ(k)d�(k) pode ser escrito como" eq1(k)dq2(k) # = ~Q(k)" 1 0T0 Q(k � 1) #" d�(k)�1=2d�(k � 1) #= ~Q(k)2664 d�(k)�1=2eq1(k � 1)�1=2dq2(k � 1) 3775= 2664 eq1(k)�1=2eq1(k � 1)dq2(k) 3775 : (2.37)Na �ultima multiplica�c~ao da equa�c~ao acima, levou-se em considera�c~ao o fato de que~Q(k) altera apenas o primeiro e os �ultimos N elementos do vetor.�A semelhan�ca do que foi feito anteriormente, a se�c~ao crescente de ~Q(k) na EQ. 2.37pode ser removida resultado em" eq1(k)dq2(k) # = Q�(k)" d�(k)�1=2dq2(k � 1) # ; (2.38)onde eq1(k) �e o primeiro elemento do vetor de erro rotacionado, eq1(k), e dq2(k) �e umvetor com os �ultimos N elementos do vetor sinal desejado rotacionado. O processo naEQ. 2.38 �e referido na literatura como estima�c~ao conjunta.Para ter todas as equa�c~oes do algoritmo QRD-RLS convencional, �e necess�aria aindauma express~ao para a atualiza�c~ao do vetor erro. Para obter-se tal express~ao, �e necess�ario3Q�(k) = Q�N (k) � � �Q�2(k)Q�1(k). 28



TAB. 2.3: Equa�c~oes do algoritmo QRD-RLS convencional.QRD-RLSpara cada kf Obtendo Q�(k) e atualizando U(k):� 0TU(k) � = Q�(k) � xH(k)�1=2U(k � 1) �Obtendo (k):(k) =QNi=0 cos �i(k)Obtendo eq1(k) e atualizando dq2(k):� eq1(k)dq2(k) � = Q�(k) � d�(k)�1=2dq2(k � 1) �Obtendo o erro a priori:"(k) = e�q1(k)=(k)gentender a estrutura da matriz Q�(k) que depende do tipo de triangulariza�c~ao (inferiorou superior) a ser obtida para U(k). Mas, independentemente dessa triangulariza�c~ao, elapode ser particionada como (ver Apêndice 1)Q�(k) = " (k) gH(k)f(k) E(k) # ; (2.39)onde (k) = QNi=1 cos �i(k) e as parti�c~oes f(k), g(k) e E(k) dependem do tipo de trian-gulariza�c~ao e ser~ao abordadas mais detalhadamente nas se�c~oes que se seguem.Para obter a �ultima express~ao do algoritmo QRD-RLS convencional, basta multiplicaro vetor transposto eHq (k)Q(k) pelo vetor [1 0 � � � 0]T , como segue.
eHq (k)Q(k)2666664 10:::0

3777775 = eH(k)QH(k)Q(k)2666664 10:::0
3777775 = e(k) (2.40)

sendo e(k) o erro a posteriori (aquele calculado ap�os a atualiza�c~ao do vetor de coe�cientes).Das EQ. 2.35 e EQ. 2.39, e usando o fato de Q�(k) ser igual a ~Q(k) ap�os a remo�c~aodas k �N linhas e colunas crescentes, a EQ. 2.40 pode ser reescrita como29



e(k) = eHq (k) ~QH(k)" 1 0T0 Q(k � 1) #2666664 10:::0
3777775 (2.41)

= h eHq1(k) eHq2(k) i 2664 (k) 0 gH(k)0 Ik�N�1 0f(k) 0 E(k) 37752666664 10:::0
3777775 (2.42)

= h eHq1(k) eHq2(k) i 2666666664
(k)0:::0f(k)

3777777775 : (2.43)
Finalmente, pelo fato de w(k) ser escolhido tal que eq2(k) = 0, pode-se concluir daequa�c~ao acima e da EQ. 2.40 que o erro a posteriori �e dado pore(k) = e�q1(k)(k): (2.44)Veri�ca-se que o erro a priori se relaciona com o erro a posteriori (DINIZ, 2002) deacordo com"(k) = e(k)=2(k) = e�q1(k)=(k): (2.45)A EQ. 2.44 deixa claro que n~ao �e necess�ario o c�alculo do vetor de coe�cientes, w(k),para a obten�c~ao do erro a priori, "(k), para esta fam��lia de algoritmos. As equa�c~oes doalgoritmo QRD-RLS convencional est~ao resumidas na TAB. 2.3.Considera�c~oes Sobre a Obten�c~ao da Matriz Q�A matriz Q�(k) na EQ. 2.36 cont�em os parâmetros, senos e cossenos, das rota�c~oes deGivens respons�aveis por rotacionar os elementos do vetor x(k) sobre a diagonal de umamatriz triangular inferior. Esses parâmetros s~ao calculados de acordo com o elemento aser rotacionado. 30



Exemplo: Seja o vetor de n�umeros complexos z = [a b]T . Deseja-se obter osparâmetros necess�ario para rotacionar o elemento a (anulando-o) sobre o b de tal formaque a norma de z seja mantida.Para um caso como este, Q� teria a seguinte estrutura:Q� = " cos � � sin� �sin � cos � # ; (2.46)onde o asterisco denota o complexo conjugado; cos � e sin � s~ao dados porcos � = jbjpjaj2 + jbj2 (2.47)e sin � = �a cos �b �� : (2.48)A opera�c~ao completa �ca como segue." 0r # = Q� " ab #= " cos � � sin� �sin � cos � #" ab # ; (2.49)onde r =pjaj2 + jbj2.Se z for real, cos � e sin � podem ser calculados usando simplesmente as seguintesrela�c~oes:cos � = br (2.50)e sin � = ar : (2.51)Para o caso da EQ. 2.36, o procedimento acima �e repetido o n�umero de vezes necess�ariopara anular todos os elementos de x(k). Este t�opico encontra-se mais detalhado noApêndice 1.
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2.4.2 O ALGORITMO QRD-RLS INVERSOO algoritmo QRD-RLS Inverso, proposto em (ALEXANDER, 1993), �e baseado naatualiza�c~ao da inversa do fator de Cholesky, U�1(k� 1). A vantagem desse algoritmo emrela�c~ao ao QRD-RLS convencional �e que ele obt�em o vetor de coe�cientes sem a neces-sidade do procedimento de substitui�c~ao regressiva. As equa�c~oes b�asicas deste algoritmoser~ao vistas de forma resumida nesta se�c~ao.Come�cando pela solu�c~ao de Wiener, w(k) = R�1(k)p(k), e fazendo uso de[x(k) �1=2X(k� 1)] ou inv�es de X(k) nas de�ni�c~oes de R(k) e p(k), �e poss��vel mostrarque (vide EQ. 2.28 com R(k) = UH(k)U(k))w(k) = w(k � 1) +U�1(k)U�H(k)x(k)"�(k); (2.52)onde o vetorU�1(k)U�H(k)x(k) = R�1(k)x(k)�e conhecido como ganho de Kalman.O vetor de coe�cientes �e atualizado por (ALEXANDER, 1993)w(k) = w(k � 1)� (k)u(k)"�(k); (2.53)onde u(k) = ���1=2(k)U�1(k � 1)a(k) com a(k) = ��1=2U�H(k � 1)x(k).As equa�c~oes do algoritmo IQRD-RLS, nas suas formas matriciais, est~ao resumidas naTAB. 2.4. Este algoritmo, bem com o QRD-RLS convencional, possui uma complexidadecomputacional de ordem O[N2] (GHIRNIKAR, 1992; ALEXANDER, 1993; DINIZ, 2002).2.4.3 INTERPRETANDO AS VARI�AVEIS INTERNASComo visto anteriormente, a matriz Q�(k) pode ser particionada comoQ�(k) = " (k) gH(k)f(k) E(k) # (2.54)onde (k) = QNi=1 cos �i(k); E(k) n~ao possui nenhum signi�cado relevante de interesse;os signi�cados das parti�c~oes f(k) e g(k) ser~ao vistos na discuss~ao que se segue. Essasparti�c~oes dependem do tipo de triangulariza�c~ao a ser utilizada{ no nosso caso, trian-gulariza�c~ao inferior, correspondendo a erros de predi�c~ao backward (APOLIN�ARIO JR.,1997). 32



TAB. 2.4: Equa�c~oes do algoritmo QRD-RLS Inverso.IQRD-RLSpara cada kf Obtendo a(k):a(k) = ��1=2U�H(k � 1)x(k)Obtendo Q�(k) e (k):� 1=(k)0 � = Q�(k) � 1�a(k) �Obtendo u(k) e atualizando U�H(k):� uH(k)U�H(k) � = Q�(k) � 0T��1=2U�H(k � 1) �Obtendo e(k), o erro a priori:"(k) = d(k)�wH(k � 1)x(k)Atualizando o vetor de coe�cientes:w(k) = w(k � 1)� (k)u(k)"�(k)gDa EQ. 2.36 e da EQ. 2.54, �e poss��vel escrever" 0TU(k) # = Q�(k)" xH(k)�1=2U(k � 1) #= " (k) gH(k)f(k) E(k) #" xH(k)�1=2U(k � 1) # (2.55)Sabe-se que Q�(k) �e uma matriz ortogonal. Logo,IN+1 = Q�(k)QH� (k) = QH� (k)Q�(k)= " (k) gH(k)f(k) E(k) #" (k) fH(k)g(k) EH(k) #= " (k) fH(k)g(k) EH(k) #" (k) gH(k)f(k) E(k) # (2.56)33



As seguintes rela�c~oes podem ser obtidas das EQ. 2.55 e EQ. 2.56.f(k)xH(k) + �1=2E(k)U(k � 1) = U(k) (2.57)e (k)f(k) +E(k)g(k) = 0 (2.58)Da EQ. 2.55, vê-se que U (k) �e o fator de Cholesky deh x(k) �1=2UH(k � 1) i " xH(k)�1=2U(k � 1) # :Assim sendo, pr�e-multiplicando EQ. 2.55 pela sua transposta obt�em-seUH(k)U(k) = x(k)xH(k) + �UH(k � 1)U(k � 1): (2.59)Pr�e-multiplicando a EQ. 2.57 por UH(k) e comparando o resultado com a EQ. 2.59,chega-se �as duas rela�c~oes seguintes.f(k) = U�H(k)x(k) (2.60)E(k) = �1=2U�H(k)UH(k � 1) (2.61)Substituindo as EQ. 2.60 e EQ. 2.61 na EQ. 2.58 obt�em-seg(k) = �(k)U�H(k � 1)x(k)=p�= �(k)a(k) (2.62)As �ultimas três equa�c~oes s~ao importantes para o entendimento dos algoritmos r�apidosda fam��lia QR.2.4.4 O PROBLEMA DAS PREDIC� ~OES PROGRESSIVA E REGRESSIVAAs solu�c~oes dos problemas da predi�c~ao progressiva e regressiva s~ao �uteis na deriva�c~aodos algoritmos QRD-RLS r�apidos que s~ao introduzidos na Se�c~ao 2.4.5. Por quest~ao desimpli�ca�c~ao, ser�a assumido uma vez mais o caso monocanal. Essa discri�c~ao pode serexpandida para contemplar o caso multicanal a ser abordado no Cap��tulo 5.
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2.4.4.1 A PREDIC� ~AO PROGRESSIVANa predi�c~ao progressiva ou forward, o sinal desejado �e x(k) e a predi�c~ao ser�a realizada,para um determinado instante k, a partir do vetor de entrada num instante anterior,x(k � 1). O vetor erro de predi�c~ao progressiva, ef (k), pode ser expresso comoef(k) = df(k)� " XT (k � 1)0T #w�f(k)
= 2666664 x(k)�1=2x(k � 1):::�k=2x(0)

3777775� " XT (k � 1)0T #w�f (k); (2.63)onde wf (k) �e o vetor de coe�cientes da predi�c~ao progressiva.A EQ. 2.63 pode ser escrita em termos de X(N+1)(k), a matriz de informa�c~ao deentrada de ordem N + 1.ef(k) = " df (k) XT (k � 1)0T #" 1�w�f (k) # =XT(N+1)(k)" 1�w�f(k) # (2.64)O vetor erro de predi�c~ao progressiva rotacionado �e de�nido comoefq(k) = " Q(k � 1) 00T 1 # e�f (k) = 2664 efq1(k) 0dfq2(k) U(k � 1)�1=2x(0) 0T 3775" 1�wf(k) # : (2.65)2.4.4.2 A PREDIC� ~AO REGRESSIVANo problema da predi�c~ao regressiva ou backward, o objetivo �e obter-se, num determi-nado instante k, uma estimativa de uma amostra passada de uma determinada seq�uenciade entrada a partir da informa�c~ao dispon��vel naquele instante. Assim, o sinal desejado�e x(k � N) e a predi�c~ao �e feita com base no vetor x(k). O vetor de erros regressivosponderado �e dado por
eb(k) = db(k)�XT (k)w�b(k) = 2666666664

x(k �N)�1=2x(k �N � 1):::�(k�N)=2x(0)0N
3777777775�XT (k)w�b(k); (2.66)
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onde wb(k) �e o vetor de coe�cientes da predi�c~ao regressiva.A EQ. 2.66 pode ser reescrita em fun�c~ao de X(N+1)(k), a matriz de informa�c~ao deordem N + 1.eb(k) = h XT (k) db(k) i " �w�b(k)1 # =XT(N+1)(k)" �w�b(k)1 # (2.67)O vetor de erro de predi�c~ao regressiva rotacionado �e de�nido como:ebq = Q(k)e�b(k) = " 0 ebq1(k)U(k) dbq2(k) #" �wb(k)1 # : (2.68)2.4.5 ALGORITMOS QRD-RLS R�APIDOSUsando as solu�c~oes das predi�c~oes progressiva e regressiva, alguns algoritmos denomina-dos de QRD-RLS r�apidos foram desenvolvidos. Estes algoritmos podem ser classi�cadosde acordo com o tipo de triangulariza�c~ao aplicada �a matriz de informa�c~ao (superior ouinferior) e com o tipo de vetor de erro utilizado no processo de adapta�c~ao (a priori ou aposteriori), como ser�a visto a seguir.Usando a ortogonaliza�c~ao de Gram-Schmidt para U(k) triangular inferior, juntamentecom a solu�c~ao do problema da predi�c~ao regressiva, �e poss��vel demonstrar que f(k) podeser expresso por
f(k) = 2666664 e(N)b (k)=ke(N)b (k)ke(N�1)b (k)=ke(N�1)b (k)k:::e(0)b (k)=ke(0)b (k)k

3777775 ; (2.69)
onde eb �e o vetor de erros de predi�c~ao regressiva a posteriori. Conseq�uentemente, f(k) �ereferido como o vetor de erros de predi�c~ao regressiva a posteriori normalizado no instantek. Aplicando o mesmo procedimento anterior, pode-se demonstrar tamb�em que
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TAB. 2.5: Classi�ca�c~ao dos algoritmos QRD r�apidos (FQRD)Tipo de Predi�c~aoerro Progressiva (Forward) Regressiva (Backward)A Posteriori FQRD POS F FQRD POS BA Priori FQRD PRI F FQRD PRI B
g(k) = �(k)a(k) = �(k)��1=2 2666664 e0(N)b (k)=ke(N)b (k)ke0(N�1)b (k)=ke(N�1)b (k)k:::e0(0)b (k)=ke(0)b (k)k

3777775 ; (2.70)
onde e0b(k) corresponde ao vetor de erros de predi�c~ao regressiva a priori e k � k denotanorma. Assim, a(k) �e referido com o vetor de erros de predi�c~ao regressiva a priori nor-malizado pelas energias do vetor de erros de predi�c~ao regressiva a posteriori e ponderadopor ��1=2.A atualiza�c~ao de a(k) ou de f(k) determina a classi�ca�c~ao do algoritmo quanto ao tipode erro (a priori ou a posteriori, respectivamente) e a triangulariza�c~ao aplicada �a matrizde informa�c~ao (inferior ou superior) determina a classi�ca�c~ao quanto ao tipo de predi�c~ao(regressiva ou progressiva, respectivamente) { vide TAB. 2.5 (APOLIN�ARIO JR., 1997).Dessa fam��lia de algoritmos r�apidos, sabe-se que aqueles que usam a atualiza�c~ao dovetor de erro de predi�c~ao progressiva (forward), o FQR POS F, proposto em (CIOFFI,1990), e FQR PRI F, proposto em (APOLIN�ARIO JR., 1997), apresentam problemasde instabilidade (APOLIN�ARIO JR., 1998). O FQRD POS B e o FQRD PRI Bforam propostos em (REGALIA, 1991; APOLIN�ARIO JR., 2000a) e em (MIRANDA,1995; RONTOGIANNIS, 1995) (vers~oes distintas), respectivamente. A principal van-tagem desta classe de algoritmos �e uma redu�c~ao na ordem da complexidade computacionalem rela�c~ao ao QRD-RLS convencional e ao QRD-RLS Inverso de O[N2] para O[N ].As vers~oes multicanal destes algoritmos podem ser consideradas como generaliza�c~oesdos monocanais e ser~ao abordadas detalhadamente no Cap��tulo 5.
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2.5 RESUMONeste cap��tulo, foi feita uma introdu�c~ao �a Filtragem Adaptativa. Algoritmos b�asicoscomo o LMS e o RLS foram revistos. Foi feita, tamb�em, uma introdu�c~ao aos algoritmosbaseados no RLS que usam a decomposi�c~ao QR. Foram igualmente abordados, de formaresumida, alguns t�opicos relevantes ao entendimento dos algoritmos da fam��lia QRD-RLSr�apidos a serem detalhados no Cap��tulo 5.
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3 FILTRAGEM ADAPTATIVA COM RESTRIC� ~OES LINEARES
3.1 INTRODUC� ~AOAlgoritmos adaptativos com restri�c~oes s~ao aplicados em v�arias �areas de comunica�c~oese processamento de sinais incluindo beamforming, estima�c~ao espectral e detec�c~ao multi{usu�ario para sistemas de comunica�c~oes, entre outras. Neste tipo de aplica�c~ao, normal-mente estamos interessados que o vetor de coe�cientes w satisfa�ca um sistema de equa�c~oeslineares. Este tipo de solu�c~ao �e conhecido pela sua sigla em inglês LCAF (Linearly Con-strained Adaptive Filtering).Um algoritmomuito simples e robusto, incorporando restri�c~oes na solu�c~ao, foi original-mente introduzido em (FROST III, 1972). Este algoritmo, conhecido como ConstrainedLeast Mean Square (CLMS), bem como o seu correspondente sem restri�c~oes, o algoritmoLMS, visto no Cap��tulo 2 (Se�c~ao 2.2), tem uma s�eria desvantagem no que diz respeito �avelocidade de convergência: �e muito lenta. Tentando solucionar este problema, v�arios al-goritmos do tipo RLS com restri�c~oes (Constrained Recursive Least Squares{CRLS) forampropostos recentemente. Em fun�c~ao da reconhecida instabilidade num�erica do algoritmoRLS convencional, alguns dos algoritmos com restri�c~oes baseados nele usam fatores decorre�c~ao (RESENDE, 1996) ou rota�c~oes numericamente est�aveis (CHERN, 2002) paratentar garantir a estabilidade.Neste cap��tulo, abordaremos de forma resumida os conceitos b�asicos de �ltragem adap-tativa com restri�c~oes lineares. Na Se�c~ao 3.2 �e de�nido o problema da �ltragem adaptativacom restri�c~oes lineares. O Algoritmo RLS com restri�c~oes �e revisto na Se�c~ao 3.3. Na Se�c~ao3.4 s~ao revistas duas estruturas alternativas ao uso de algoritmos com restri�c~oes: a estru-tura GSC (Generalized Sidelobe Canceller) (GRIFFITHS, 1982) e a estrutura HouseholderConstrained (DE CAMPOS, 2002).3.2 DEFINIC� ~AO DO PROBLEMAO problema da �ltragem adaptativa sujeita �a imposi�c~ao de restri�c~oes lineares podeser expresso da seguinte maneira:minimizarw E [e(k)e�(k)] sujeito a CHw = f ; (3.1)39



onde e(k) = d(k)�wHx(k) corresponde ao erro no instante de tempo k, C �e a matriz derestri�c~oes e f �e o vetor de ganho.Para o caso de um �ltro adaptativo usado para processar M sinais captados atrav�esde um arranjo (array) de M sensores, como na FIG. 2.3, a sa��da pode ser expressa comona EQ. 2.4. Seja p o n�umero de restri�c~oes lineares; neste caso particular em que w(k)(EQ. 2.5) e f s~ao vetores de tamanhoMN�1 e p�1, respectivamente, C possui dimens~oesMN � p.Em muitas situa�c~oes de interesse pr�atico, d(k) = 0. Nessas situa�c~oes, o �ltro adap-tativo �e conhecido como LCMV (do termo em inglês Linearly-Constrained Minimum-Variance). Outra situa�c~ao particular de interesse ocorre quando d(k) = 0 e f = 1, sendo,nesta situa�c~ao, o �ltro conhecido como MVDR (do termo em Inglês Minimum VarianceDistortionless Response).A solu�c~ao �otima do problema apresentado na EQ. 3.1 para os coe�cientes do �ltroadaptativo com restri�c~oes, wopt, tamb�em conhecida como solu�c~ao de Wiener, �e obtidausando multiplicadores de Lagrange (FROST III, 1972) e (HAYKIN, 1996). Considerandoo caso geral, isto �e, d(k) 6= 0, uma nova fun�c~ao objetivo pode ser de�nida como�(k) = E [e(k)e�(k)] +LTR< �CHw � f�+LTI = �CHw � f� ; (3.2)onde os operados <[�] e =[�] correspondem, respectivamente, �as partes reais e imagin�ariasde um n�umero complexo.Na obten�c~ao da express~ao acima foi levada em considera�c~ao a inten�c~ao de se minimizarum valor real. Agora, seja L = LR+jLI, e sabendo que <[z] = z2+ z�2 , pode-se reescrevera EQ. 3.2 como segue.�(k) = E [e(k)e�(k)] + < �LH(CHw � f)�= E [e(k)e�(k)] + 12LH(CHw � f) + 12LT (wHC � f�) (3.3)Para encontrar a solu�c~ao �otima, basta calcular o gradiente de �(k), rw�(k), e igual�a-loa zero.rw�(k) = rw �E [e(k)e�(k)] + 12LH(CHw � f) + 12LT (wHC � f �)�= E [�2x(k)e�(k)] + 0+CL= E [�2x(k)d�(k)] + 2E �x(k)xH(k)�w +CL (3.4)40



Onde foi levado em considera�c~ao que e(k) = d(k)�wHx(k).A express~ao acima pode ser igualada a zero, levando em considera�c~ao as de�ni�c~oesda matriz de autocorrela�c~ao R = E[x(k)xH(k)] e do vetor de correla�c~ao cruzada p =E[d�(k)x(k)], como segue.�2p + 2Rw +CL = 0 (3.5)Resolvendo a �ultima equa�c~ao em rela�c~ao a w obt�em-sew = 12R�1(2p�CL): (3.6)Levando em considera�c~ao que CHw = f , pode-se pr�e-multiplicar a EQ. 3.6 por CH echegar �a express~ao seguinte para L.L = 2(CHR�1C)�1(CHR�1p� f) (3.7)Finalmente, substituindo a EQ. 3.7 na EQ. 3.6, obt�em-se a solu�c~ao �otima para o vetorde coe�cientes que minimiza E[e(k)e�(k)] sujeito a CHw = f .wopt = R�1p+R�1C(CHR�1C)�1(f �CHR�1p) (3.8)A EQ. 3.8 �e conhecida como a solu�c~ao de Wiener para a problemas com restri�c~oeslineares. �E f�acil se observar que esta mesma equa�c~ao pode ser vista como a soma de duasparcelas: a primeira, wsr = R�1p, corresponde �a solu�c~ao de Wiener sem restri�c~ao e asegunda, wcr = R�1C(CHR�1C)�1(f � CHR�1p), �e a parcela respons�avel por fazercom que a solu�c~ao satisfa�ca as restri�c~oes inicialmente impostas. Esta �ultima parcela podeser ainda escrita como wcr = R�1C(CHR�1C)�1(f �CHwsr). Assim, a EQ. 3.8 podeser reescrita de forma compacta comowopt = wsr +wcr: (3.9)�E interessante notar que quando n~ao existe um sinal de referência, isto �e, d(k) = 0,como �e o caso das aplica�c~oes LCMV, isto implica em que p = E[d�(k)x(k)] = 0 e aEQ. 3.8 se simpli�ca parawopt = R�1C(CHR�1C)�1f : (3.10)
41



3.3 O ALGORITMO RLS COM RESTRIC� ~OES LINEARESA partir da solu�c~ao de Wiener para o problema de �ltragem adaptativa sujeito arestri�c~oes lineares dada pela EQ. 3.8, e resumida na EQ. 3.9, pode-se, usando as equa�c~oesdo algoritmo RLS vistas no Cap��tulo 2 (Se�c~ao 2.3), chegar facilmente ao algoritmo RLScom restri�c~oes lineares. Para tanto, basta recordar que a EQ. 3.9 nos diz claramente queeste problema se resolve somando �a solu�c~ao sem restri�c~oes, wsr, a parcela wcr. Assim, aparcela sem restri�c~ao continua sendo atualizada comowsr(k) = wsr(k � 1) + e�sr(k)�(k): (3.11)Agora, fazendo �(k) = R�1(k)C e 	(k) = CHR�1(k)C = CH�(k) a parcela comrestri�c~oes pode ser reescrita comowcr(k) = �(k)	�1(k) �f �CHwsr(k)� : (3.12)Finalmente, a solu�c~ao completa, obtida somando-se a EQ. 3.11 �a EQ. 3.12, �ew(k) = wsr(k) +wcr(k)= wsr(k) + �(k)	�1(k) �f �CHwsr(k)� : (3.13)Obviamente, para uma aplica�c~ao LCMV, a equa�c~ao anterior se reduz aw(k) = �(k)	�1(k)f : (3.14)Vale a pena ressaltar que o c�alculo de 	�1(k) �e simples para o caso de se ter apenasuma restri�c~ao quando 	(k) �e escalar. Para o caso de mais de uma restri�c~ao, �e poss��veldeterminar uma express~ao recursiva para 	�1(k), evitando-se assim o c�alculo da inversada matriz. O algoritmo RLS com restri�c~oes lineares (CRLS) b�asico est�a descrito naTAB. 3.1 (RESENDE, 1996).3.4 ESTRUTURAS ALTERNATIVAS AOS ALGORITMOS COM RESTRIC� ~OESLINEARESUma boa alternativa ao uso de algoritmos com restri�c~oes lineares �e o uso de estruturasque permitem a utiliza�c~ao de algoritmos sem restri�c~ao para solucionar problemas comrestri�c~oes. Estas estruturas garantem que as restri�c~oes continuem sendo satisfeitas deacordo com a EQ. 3.1, ou seja, que CHw = f .42



TAB. 3.1: O Algoritmo CRLS b�asicoCRLSInicializa�c~oes:wsr(0) e R�1(0) = �I onde � = n�umero pequenofor k = 1; 2; � � �fk(k) = R�1(k � 1)x(k)�(k) = k(k)�+xH(k)k(k)R�1(k) = 1� �R�1(k � 1)� k(k)kH(k)�+xH(k)k(k)�esr(k) = d(k)�wHsr(k � 1)x(k)wsr(k) = wsr(k � 1) + e�sr(k)�(k)�(k) = R�1(k)C	(k) = CH�(k)w(k) = wsr(k) + �(k)	�1(k) �f �CHwsr(k)�gA principal vantagem da utiliza�c~ao destas estruturas reside no fato de que existemv�arios algoritmos sem restri�c~oes com convergência e estabilidades garantidas, o que n~aose veri�ca com a grande maioria dos algoritmos com restri�c~oes conhecidos. Nesta se�c~ao,s~ao abordadas, de forma resumida, duas dessas estruturas: a GSC (Generalized SidelobeCanceller) (GRIFFITHS, 1982) e a Householder Constrained (DE CAMPOS, 2002).3.4.1 A ESTRUTURA GSCPara satisfazer as restri�c~oes impostas por um determinado problema, usando-se al-goritmos sem restri�c~oes, a estrutura GSC aplica uma transforma�c~ao T ao vetor de coe�-cientes de�nida da seguinte maneiraT = [C B] : (3.15)tal quew(k) = Tw(k)= [C B]" wS(k)�wI(k) #= CwS(k)�BwI(k) (3.16)43
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TAB. 3.2: C�alculo de �x(k) = Qx(k).�xk = x(k);for i = 1 : pf �xk(i : MN) = �xk(i : MN)�2V (i :MN; i)[V H(i : MN; i)�xk(i : MN)];g�x(k) = �xk TAB. 3.3: Construindo V e Obtendo Q.Inicializar:V = 0MN�p;AMN�p = Cp(CHC)�1;�xk = x(k);for i = 1 : pfx = A(i : MN; i)e1 = [1 01�(MN�i)]T ;v = sign (x(1))kxke1 + x;v = v=kvk;A(i : MN; i : p) = A(i : MN; i : p)� 2v(vHA(i : MN; i : p));V (i :MN; i) = v;Q = � I(i�1) 0(i�1;MN�i+1)0(MN�i+1;i�1) I(MN�i+1) � 2vvH �;gConstrained, �e um dos v�arios cujo desempenho �e avaliado no pr�oximo cap��tulo.3.5 RESUMONeste cap��tulo, foi feita uma introdu�c~ao �a �ltragem adaptativa com restri�c~oes. Levou-se em considera�c~ao os casos mono e multicanal e uma vers~ao b�asica do algoritmos RLScom restri�c~oes foi apresentada. Foram vistas, tamb�em, duas estruturas bastante �uteisque permitem que sejam utilizados algoritmos sem restri�c~oes, robustos, para solucionarproblemas em que seja necess�aria a incorpora�c~ao de determinadas restri�c~oes lineares �asolu�c~ao. 48



TAB. 3.4: O algoritmo HCCG.HCCGDispon��veis no instante k:x(k), C f , and QInicializar:�, � with (�� 0:5) � � � �Æ n�umero pequenow(0) = QF = QC(CHC)�1fR = IMJ�pg(0) = c(0) = zeros(MN � p; 1)para cada kf x(k) = Qx(k);xS(k) = p primeiros elementos de x(k);xI(k) =MN � p �ultimos elementos de x(k);w(k) = � wS(0)�wI(k � 1) �;R(k) = �R(k � 1) + xI(k)xHI (k)e(k) = wHS (0)xS(k)�wHI (k � 1)xI(k);�(k) = � cH(k)g(k�1)cH(k)R(k)c(k)+Æg(k) = �g(k � 1)� �(k)R(k)c(k)� xL(k)e�(k);wI(k) = wI(k � 1)� �c(k)�(k) = [g(k)�g(k�1)]Hg(k)gH(k�1)g(k�1)+Æ ;c(k + 1) = g(k) + �(k)c(k);g
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4 SOBRE O DESEMPENHO DOS ALGORITMOS ADAPTATIVOS DECONVERGÊNCIA R�APIDA COM RESTRIC� ~OES
4.1 INTRODUC� ~AONeste cap��tulo, �e analisado o desempenho dos algoritmos da fam��lia RLS com restri�c~oes| foram inclu��dos, ainda, dois algoritmos que n~ao pertencem a essa mesma fam��lia, masque tamb�em apresentam convergência r�apida: o algoritmo CCG (Constrained ConjugateGradient) (APOLIN�ARIO JR, 2000b) e o CQN (Constrained Quasi-Newton) (DE CAM-POS, 1998) | e suas correspondentes vers~oes sem restri�c~oes usadas nas estruturas GSCe Householder Constrained, vistas no Cap��tulo 3, numa aplica�c~ao de beamforming adap-tativo.Na Se�c~ao 4.2, �e apresentada uma breve introdu�c~ao ao Beamforming. Na Se�c~ao 4.3,�e feita uma descri�c~ao das caracter��sticas do ambiente de simula�c~ao utilizado. Na se�c~aoseguinte, ser~ao apresentados os resultados de simula�c~oes realizadas com os diversos al-goritmos acima referidos. Esses resultados compreendem uma compara�c~ao em termosda velocidade de convergência, estabilidade num�erica e complexidade computacional. NaSe�c~ao 4.5, s~ao apresentadas as principais conclus~oes sobre os desempenhos.4.2 O BEAMFORMINGO enfoque principal n~ao �e a teoria do Beamforming, mas sim o desempenho dos al-goritmos de convergência r�apida neste tipo de aplica�c~ao. Por isso, nesta se�c~ao, s~ao apre-sentados apenas alguns conceitos b�asicos para o entendimento do experimento realizadoneste tipo de ambiente.4.2.1 UMA VIS~AO GERALO aumento na demanda nos sistemas de comunica�c~oes sem �o torna necess�ario oaumento da capacidade destes sistemas, tanto em termos de aumento da velocidade detransmiss~ao de dados quanto em termos de um maior n�umero de usu�arios.Isto pode ser conseguido aumentando-se a largura de banda dos canais de comunica�c~aoe alocando novas freq�uências. Por�em, pelo fato do espectro eletromagn�etico ser limitado,50



o aumento da capacidade de um sistema pode rapidamente atingir o limite m�aximo. Istomotivou o desenvolvimento de t�ecnicas que maximizam o aproveitamento do espectrodesignado para um determinado servi�co. Estas t�ecnicas s~ao conhecidas por t�ecnicas dem�ultiplo acesso: v�arios usu�arios transmitindo para um receptor comum ao mesmo tempo.No m�ultiplo acesso, implementado com v�arios usu�arios compartilhando uma mesmaesta�c~ao base, o compartilhamento pode se dar a quatro n��veis distintos: freq�uência; tempo;c�odigo ou espa�co. No acesso m�ultiplo por divis~ao de freq�uência (FDMA{Frequency-Division Multiple Access) o espectro de freq�uência �e dividido em por�c~oes atribu��das adiferentes usu�arios. No acesso m�ultiplo por divis~ao de tempo (TDMA{Time DivisionMultiple access), poss��vel com o advento de tecnologias digitais, o usu�ario recebe o acesso�a capacidade total de transmiss~ao do sistema por um determinado per��odo de tempo. Noacesso m�ultiplo por divis~ao de c�odigo (CDMA{Code-Division Multiple Access), tamb�emposs��vel gra�cas ao avan�co das tecnologias digitais, a informa�c~ao �e espalhada em todas afaixa de freq�uência. Cada sinal transmitido �e modulado com um c�odigo �unico que iden-ti�ca cada usu�ario. Com isso, cada receptor usa o c�odigo apropriado para identi�car osinal de interesse.A �ultima forma de acesso m�ultiplo, conhecida como acesso m�ultiplo por divis~ao deespa�co (SDMA{Space-Division Multiple Access) (LITVA, 1996), �e conseguido dividindouma determinada �area num grande n�umero de pequenas c�elulas. Isso permite que umamesma portadora possa ser reutilizada em c�elulas diferentes, possibilitando, assim, umaumento de capacidade do sistema de comunica�c~oes. Obviamente, quanto maior o n�umerode c�elulas maior ser�a o aumento de capacidade conseguida. No entanto, para que haja om��nimo de interferência, a distância entre as c�elulas deve atender a um determinado valor.Isso imp~oe um limite ao n�umero de c�elulas numa determinada �area e, conseq�uentemente,no aumento de capacidade que se pode conseguir para um determinado sistema.O SDMA �e pode ser implementado usando a t�ecnica conhecida como Beamforming.Embora o Beamforming tenha sido implementado inicialmente de forma anal�ogica, o usode t�ecnicas digitais s~ao necess�arias para implementar o chamado Beamforming adapta-tivo. Este, por sua vez, requer a utiliza�c~ao de algoritmos adaptativos para formar, emtempo real, o Beam Pattern desejado. Em comunica�c~oes, o Beamforming tem um apelomaior na redu�c~ao do n��vel de interferência e de ru��do, dadas as complica�c~oes inerentes �aimplementa�c~ao pr�atica do SDMA. Na pr�oxima subse�c~ao, s~ao apresentados alguns t�opicosb�asicos sobre o Beamforming digital. 51
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4.2.2 O BEAMFORMING DIGITALUm dispositivo capaz de separar sinais numa mesma faixa de freq�uências mas prove-nientes de pontos distintos do espa�co �e chamado de beamformer. O Beamforming digitalfoi primeiramente direcionado para sistemas de radar (BARTON, 1980) e sonar (CUR-TIS, 1980). Mas, com o r�apido avan�co, tanto te�oricos como na cria�c~ao de dispositivosde hardware para o processamento de sinais digitais, beamformers digitais, certamente,ser~ao incorporados em sistemas de comunica�c~oes futuros visando o aumento de capacidadedestes sistemas para atender �a demanda crescente.4.2.3 O BEAMFORMING ADAPTATIVONum Beamformer adaptativo, os pesos do Beam Pattern precisam sofrer adapta�c~oesde acordo com as condi�c~oes do ambiente. A necessidade da adapta�c~ao do Beam Pattern,usando um algoritmo adaptativo, decorre do fato de, normalmente, as estat��sticas do sinalde entrada serem desconhecidas. O algoritmo de treinamento usado na adapta�c~ao tem52
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A segunda condi�c~ao �e que o sinal seja de faixa estreita (HIEMSTRA, 2003). Emsitua�c~oes em que n~ao seja poss��vel satisfazer esta �ultima condi�c~ao, o que, em certoscasos, pode tornar dif��cil de satisfazer a primeira, uma alternativa poss��vel �e usar umbanco de �ltros para dividir o sinal de faixa larga em v�arios sinais de banda estreita(VAIDYANATHAN, 1993), process�a-los separadamente em outros tantos beamformersdigitais e recombinar as sa��das para obter o beamforming desejado.4.2.5 ALGUMAS DEFINIC� ~OES FUNDAMENTAISNeste ponto, precisamos mencionar algumas de�ni�c~oes importantes envolvendo oBeamforming.� O ru��do { �e considerado o primeiro componente indesej�avel de um sinal. Normal-mente, ele �e modelado como sendo um processo estoc�astico, estacion�ario em sentidoamplo, Gaussiano de m�edia nula. Como est�a associado a um receptor distinto, osprocessos ruidosos gerados em diferentes receptores podem ser considerados inde-pendentes. Neste caso, a sua matriz autocorrela�c~ao �e dada porRn = �2nI; (4.2)onde I �e a matriz identidade de tamanho K �K, sendo K o n�umero de elementosno arranjo.� Interferência (sinal n~ao desejado, proposital ou n~ao) 4 { �e aqui modelada comouma fonte isolada no espa�co; sua matriz de autocorrela�c~ao pode ser expressa comoRj = �2jv�jvH�j ; (4.3)onde �2j �e a potência (variância) do sinal interferidor (de m�edia nula) e v�j �e con-hecido pela express~ao em inglês array manifold vector e est�a associado ao interferidorj que chega ao arranjo proveniente de uma dire�c~ao �j; para o caso de um arranjolinear, v� �e dado porv� = hei0 � � � ei2� d� sin � ei2�(N�1) d� sin �iT ; (4.4)onde d �e a distância entre os elementos do arranjo, � �e o comprimento de onda dafreq�uência central e i = p�1.4Na literatura relacionada a radar e Guerra Eletrônica, �e comum utilizar-se a express~ao jamming paradesignar uma interferência proposital. 54



� A raz~ao sinal-ru��do { �e de�nida comoRSR = �2s�2n ; (4.5)onde �2s �e a potência (variância) do sinal desejado (de m�edia nula) que chega a cadaelemento do arranjo.� A raz~ao interferidor-ru��do { �e de�nida comoRJR = �2j�2n ; (4.6)onde �2j �e a potência do interferidor que chega a cada elemento do arranjo.4.3 AVALIAC� ~AO DO DESEMPENHO DOS V�ARIOS ALGORITMOSA avalia�c~ao leva em considera�c~ao um ambiente de beamforming a ser descrito nestase�c~ao. S~ao avaliados os seguintes algoritmos: o algoritmo CRLS (Constrained RecursiveLeast Squares) (RESENDE, 1996), CQRD-RLS (Constrained QRD-RLS) (TANG, 1991)e o CIQRD-RLS (Constrained Inverse QRD-RLS) (CHERN, 2002), da fam��lia RLS, edois outros algoritmos de convergência r�apida, o CCC (Constrained Conjugate Gradient)(APOLIN�ARIO JR, 2000b) e o CQN (Constrained Quasi{Newton) (DE CAMPOS, 1998).O algoritmo CQRD-RLS (Constrained QRD-RLS) (TANG, 1991) �e apenas uma solu�c~aoMVDR (Minimum Variance Distortionless Response), assim como o algoritmo de (MOO-NEN, 2000) que �e baseado no QRD-RLS Inverso ao contr�ario do algoritmo CIQRD-RLSde (CHERN, 2002) que apresenta uma solu�c~ao generalizada.Cada um dos algoritmos acima possui correspondentes vers~oes sem restri�c~oes que po-dem ser usados em aplica�c~oes em que seja necess�aria a imposi�c~ao de restri�c~oes lineares como auxilio das estruturas GSC e Householder Constrained. Nestes casos, eles ser~ao referi-dos usando o pre�xo apropriado (GSC ou HC). Exempli�cando, para o algoritmo CRLStem-se os respectivos correspondentes GSC-RLS e HCRLS. Nestas estruturas, foram uti-lizados os seguintes algoritmos: o RLS convencional, (DINIZ, 2002), o CG (ConjugateGradient), (CHANG, 2000), o QN (Quasi{Newton) (DE CAMPOS, 1997), o QRD-RLSconvencional (DINIZ, 2002) e o IQRD-RLS (Inverse QRD-RLS) (ALEXANDER, 1993).O desempenho destes algoritmos �e avaliado inicialmente no que diz respeito �a suaestabilidade. Na pr�oxima se�c~ao, �e analisada a complexidade computacional e a capacidadede rejei�c~ao de interferências. Neste experimento de beamforming foi utilizado, como em55
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FIG. 4.3: Convergência dos diversos algoritmos tipo RLS, com res-tri�c~oes, GSC e Householder Constrained.
(CHERN, 2002), um arranjo linear de 7 sensores como uma dire�c~ao de recebimento de0Æ e três sinais interferidores (jammers) com ângulos de incidência a �25Æ, 45Æ, e 50Æ.A raz~ao sinal-ru��do usada �e de 0dB e a raz~ao interferidor-ru��do �e de 30dB. O fator deesquecimento (�) �e de 0; 98.4.4 COMPARANDO A PERFORMANCE DOS ALGORITMOS ROBUSTOSDurante o experimento, observou-se que todas as vers~oes do algoritmo CRLS apre-sentadas em (RESENDE, 1996) s~ao inst�aveis assim como as suas correspondentes GSCe Householder Constrained. Mesmo o algoritmo CIQRD-RLS (CHERN, 2002), que su-postamente seria numericamente mais est�aveis que o algoritmo CRLS convencional, apre-sentou problemas de estabilidade em aplica�c~oes LCMV (Linearly Constrained Minimumvariance). 56
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FIG. 4.4: Curva de aprendizagem durante o transiente
Ap�os 10 experimentos independentes de 20:000 amostras cada um, pode-se observarda FIG. 4.3 que poucos dos algoritmos testados permanecem est�aveis: o algoritmo CCG(Constrained Conjugate Gradient) (APOLIN�ARIO JR, 2000b), bem como os seus corre-spondentes GSC e Householder Constrained (usando a vers~ao sem restri�c~ao como descritaem (CHANG, 2000)), o GSC e Householder Constrained QRD-RLS (DINIZ, 2002) e oGSC e Householder Constrained QRD-RLS inverso (ALEXANDER, 1993).Embora n~ao mostrado na FIG. 4.3, foram feitos outros 10 experimentos independentescom 6�105 amostras cada e os algoritmos est�aveis n~ao apresentaram sinais de divergência.Reproduziu-se aqui o experimento de (CHERN, 2002); vale a pena ressaltar que ovalor do fator de esquecimento (�) foi variado e o �unico efeito observado, para o casodos algoritmos inst�aveis da FIG. 4.3, inclu��do o algoritmo QRD{RLS Inverso com re-stri�c~ao (CIQRD{RLS), foi o retardamento ou adiantamento do momento da divergência.Observa-se que (CHERN, 2002) n~ao menciona o valor de � usado.Foi observado, ainda, que o algoritmo CIQRD introduzido em (CHERN, 2002), quando57



TAB. 4.1: Complexidade computacional dos algoritmos mais robustos.ALGORITMO MULTIP. DIVIS. R.QUAD.CCG MJ(6MJ + 2p+ 8) + 1 1 0HCCG (MJ � p)(5MJ � 5p+ 9) � p(p� 2MJ � 2) + 1 1 0HCQRD-RLS (MJ�p)2 (13MJ � 11p+ 17) + (2MJ � p+ 2)p+ 1 2(MJ � p) MJ � pHCIQRD-RLS (MJ�p)32 + (MJ � p)(5MJ � 5p+ 7) + p(2MJ � p+ 1) + 2 2(MJ � p) + 1 MJ � pGSC-CG MJ(7MJ � 12p+ 9) + p(5p� 8) + 1 1 0GSC-QRD-RLS (MJ � p)(6MJ � 5p+ 9) +MJ + 1 2(MJ � p) MJ � pGSC-IQRD-RLS (MJ�p)32 + (MJ � p)(6MJ � 5p+ 7) +MJ + 2 2(MJ � p) + 1 MJ � pTAB. 4.2: Complexidade computacional (exemplo num�erico).ALGORITMO MULTIP. DIVIS. R.QUAD.CCG 365 1 0HCCG 249 1 0HCQRD-RLS 250 12 6HCIQRD-RLS 346 13 6GSC-CG 284 1 0GSC-QRD-RLS 284 12 6GSC-IQRD-RLS 381 13 6comparado ao algoritmoGSC-IQRR-RLS, n~ao segue a mesma curva de aprendizagem paraas primeiras amostras (transiente), como seria de se esperar, pelo menos para o caso de serusada uma matriz B (Blocking Matrix) ortogonal. Os demais algoritmos ditos est�aveis,neste experimento, apresentaram a mesma curva de aprendizagem para a implementa�c~aousando as estruturas GSC e Householder Constrained, desde que BHB = I.A FIG. 4.4 apresenta as curvas de aprendizagem dos algoritmos mais robustos paraas primeiras 250 amostras. Desta �gura podemos notar que as implementa�c~oes GSC eHouseholder Constrained do algoritmos da fam��lia RLS que usam a decomposi�c~ao QRpossuem a melhor taxa de convergência para este experimento.A complexidade computacional dos algoritmos que convergem e permanecem est�aveisest�a resumida na TAB. 4.1. Nesta tabela, M e J representam o n�umero de canais e on�umero de coe�cientes do �ltro, respectivamente, e p �e o n�umero de restri�c~oes. Paraexempli�car a carga computacional para o caso particular da simula�c~ao feita aqui, apre-sentamos na TAB. 4.2 os resultados para M = 7, J = 1 e p = 1.Observa-se, a partir destas tabelas que, pelo menos para esta aplica�c~ao, o algoritmoHCCG (Householder Constrained Conjugate Gradient) apresenta a menor complexidade58
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FIG. 4.5: Beam{Pattern para o caso de 20 itera�c~oes com um�unico experimento.
computacional. Este algoritmo apresenta n~ao apenas a menor complexidade computa-cional mas tamb�em, como se pode constatar da FIG. 4.5, se ajusta rapidamente �a solu�c~ao�otima, juntamente com os algoritmos CCG (Constrained Conjugate Gradient), GSC-CG(GSC Conjugate Gradient) e os GSC-IQRD-RLS e HCIQRD-RLS, correspondendo �as im-plementa�c~oes do algoritmo QRD inverso nas estruturas GSC e Householder Constrained,respectivamente). Esta caracter��stica �e conhecida em Inglês como sample support. Oalgoritmo QRD-RLS, tamb�em utilizado nas mesmas estruturas, n~ao possui uma formae�ciente de determina�c~ao do vetor de coe�cientes, a n~ao ser por substitui�c~ao regressiva(DINIZ, 2002), mas apresenta as mesmas caracter��sticas do IQRD-RLS, quanto �a estabi-lidade e �a velocidade de convergência.4.5 RESUMONeste cap��tulo, foi avaliado o desempenho de v�arios algoritmos com restri�c~oes line-ares de convergência r�apida, especialmente aqueles baseados no algoritmo RLS. Foraminclu��dos v�arios algoritmos que usam rota�c~oes numericamente est�aveis e dois outros n~ao59



baseados no RLS mas, igualmente, de convergência r�apida.Ap�os v�arios testes, com um grande n�umeros de amostras, constatou-se que nenhum dosalgoritmos com restri�c~oes em suas formas diretas (considerando-se apenas os de solu�c~aogeral para aplica�c~oes LCMV), com a exce�c~ao do CCG (Constrained Conjugate Gradient),possui um desempenho aceit�avel no tocante �a robustez. Isto nos leva �a conclus~ao de queo uso de estruturas como a GSC e Householder Constrained, at�e o presente momento, s~aoas �unicas op�c~oes vi�aveis para a �ltragem adaptativa com restri�c~oes usando algoritmos dafam��lia RLS.Entre os algoritmos com restri�c~oes em suas formas diretas testados aqui, o �unico queapresentou um desempenho est�avel, al�em de uma convergência r�apida, foi o algoritmoCCG. O algoritmo HCGG (Householder Constrained Conjugate Gradient), pela sua baixacomplexidade computacional pode ser considerado uma boa op�c~ao para esta aplica�c~aode beamforming. Quando implementados utilizando as estruturas GSC e HouseholderConstrained, os algoritmos CG, QRD-RLS e IQRD-RLS demonstraram boa robustez o quefaz com que eles sejam considerados, tamb�em, alternativas vi�aveis para implementa�c~oespr�aticas.
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5 ALGORITMOS MULTICANAIS R�APIDOS
5.1 INTRODUC� ~AONeste cap��tulo s~ao discutidos algoritmos multicanais r�apidos que usam a decomposi�c~aoQR baseados no algoritmo RLS (MCFQRD-RLS | da sigla em inglês Multichannel FastQR Decomposition-Recursive Least Squares). �A semelhan�ca das correspondentes vers~oesmonocanais, estes algoritmos podem ser classi�cados como na TAB. 2.5. Ser~ao abordadosaqui, para o caso multicanal, apenas aqueles que usam a atualiza�c~ao do erro de predi�c~aoregressiva (backward), os algoritmos FQRD PRI B e FQRD POS B, por serem oscasos em que se tem uma garantia de estabilidade (APOLIN�ARIO JR., 1997, 2000a).As primeiras vers~oes multicanais para estes algoritmos foram desenvolvidas com basenuma expans~ao natural do vetor de entrada, antes monocanal, para acomodar os sinaisdos M canais de entrada. Como conseq�uência disso, a abordagem matem�atica �ca maiscomplexa. Os algoritmos baseados nesta abordagem, por conveniência, ser~ao referidosdoravante como algoritmos multicanais em bloco. Uma outra abordagem, poss��vel no pro-cessamento de sinais multicanais usando os tipos de algoritmos tratados nesta disserta�c~ao,�e aquela baseada no processamento seq�uencial dos canais. No entanto, esta abordagemseq�uencial a ser considerada ainda neste cap��tulo, usada em (RONTOGIANNIS, 1998), �eum pouco mais complexa, por�em mais atraente em outros aspectos do que aquela propostaem (BELLANGER, 1991).As equa�c~oes b�asicas para os algoritmos multicanais r�apidos s~ao apresentadas naSe�c~ao 5.2. Na Se�c~ao 5.3 �e apresentado o algoritmo Multicanal R�apido em blocos baseadona atualiza�c~ao do vetor de erros de predi�c~ao regressiva a priori (RONTOGIANNIS, 1998) eem seguida, na Se�c~ao 5.4, �e apresentado o algoritmo Multicanal R�apido em blocos baseadona atualiza�c~ao do vetor de erros de predi�c~ao regressiva a posteriori (BELLANGER, 1991;MEDINA S., 2002), onde uma nova equa�c~ao �e proposta para otimizar a vers~ao em blocosdeste algoritmo. Na Se�c~ao 5.5, uma vers~ao em treli�ca para este algoritmo �e introduzida.Na Se�c~ao 5.6, �e visto o caso dos algoritmos multicanais r�apidos para canais de ordensdiferentes, com base na abordagem do processamento seq�uencial, onde tamb�em s~ao pro-postas duas novas vers~oes para o algoritmo multicanal r�apido baseado na atualiza�c~ao do61



vetor de erros de predi�c~ao regressiva a posteriori.5.2 O ALGORITMO FQRD MULTICANAL BASEADO EM ERROS DEPREDIC� ~AO REGRESSIVA: EQUAC� ~OES B�ASICASA fun�c~ao objetivo a ser minimizada, de acordo com o algoritmo de m��nimos quadrados(Least Squares{LS), �e de�nida como�LS(k) = kXi=0 �k�ije(i)j2 = eH(k)e(k); (5.1)onde e(k) = �e(k) �1=2e(k � 1) � � � �k=2e(0)�T �e um vetor de erro que pode ser re-presentado comoe(k) = 2666664 d(k)�1=2d(k � 1):::�k=2d(0)
3777775� 2666664 xTN (k)�1=2xTN(k � 1):::�k=2xTN(0)

3777775w�N(k)= d(k)�XTN(k)w�N(k) (5.2)e o seu complexo conjugado pore�(k) = 2666664 d�(k)�1=2d�(k � 1):::�k=2d�(0)
3777775� 2666664 xHN (k)�1=2xHN(k � 1):::�k=2xHN(0)

3777775wN (k)= d�(k)�XHN(k)wN(k) (5.3)onde, como pode ser visto na FIG. 5.1,xHN(k) = �xHk xHk�1 � � � xHk�N+1� (5.4)e xHk = [x�1(k) x�2(k) � � � x�M (k)] �e o vetor de entrada no instante k. Note que N �ede�nido aqui como a ordem ou o n�umero de coe�cientes do �ltro por canal,M �e o n�umerode canais de entrada e wN(k) �e o vetor de coe�cientes de tamanho MN � 1, no instantede tempo k.
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O resultado da EQ. 5.6 �e importante e ser�a usado mais adiante. Observe que a matrizresultado da decomposi�c~ao de Cholesky, UN(k), �e triangular e que, em conseq�uência disso,o c�alculo da sua inversa n~ao �e necess�ario para se obter wN(k) (DINIZ, 2002).A partir da de�ni�c~ao do problema da predi�c~ao progressiva (forward) num ambientemulticanal, a matriz XN+1(k) pode ser particionada da seguinte maneira:
XHN+1(k) = 2664 Df(k) XHN(k � 1)0T0(M�1)�(MN+M) 3775 ; (5.7)na qualDf (k) = [xk �1=2xk�1 � � ��k=2x0]H �e o sinal de referência progressiva de tamanho(k + 1)�M e o subscrito N+1 corresponde ao problema da (N + 1)-�esima ordem.O processo de triangulariza�c~ao de XHN+1(k) levando a UN+1(k) (matriz triangularinferior uma vez que, na nota�c~ao utilizada nesta disserta�c~ao, corresponde �a atualiza�c~aodos erros de predi�c~ao regressiva ou backward) �e realizado aplicando rota�c~oes de Givens aEQ. 5.7 como segue." 0UN+1(k) # = Q0f(k)Qf (k)" Q(k � 1) 00 IMxM #XHN+1(k)= Q0f(k)Qf (k)" Q(k � 1) 00 IMxM #

�2664 Df(k) XHN(k � 1)0T0(M�1)�(MN+M) 3775
= Q0f(k)Qf (k)2666664 Efq1(k) 0Dfq2(k) UN(k � 1)�1=2xT0 0T0(M�1)�(MN+M)

3777775= Q0f(k)2664 0 0Dfq2(k) UN(k � 1)Ef (k) 0 3775 : (5.8)A ordem das matrizes na EQ. 5.8 cresce com o tempo. Em conseq�uência disso, haver�auma se�c~ao nula crescente nas mesmas, mas que pode ser removida, resultando em64



UN+1(k) = Q0�f(k)" Dfq2(k) UN(k � 1)Ef(k) 0 # : (5.9)Na EQ. 5.9, Q0�f(k) �e uma matriz de ordem �xa obtida de Q0f(k). A matriz Q0�f(k)de tamanho (MN +M)� (MN +M) cont�em as rota�c~oes de Givens que anulam Dfq2(k)sobre a diagonal de Ef (k) que corresponde �a matriz de covariância do erro de predi�c~aoprogressiva de tamanho M �M .Com base na equa�c~ao anterior, �e poss��vel obter[UN+1(k)]�1 = " 0 E�1f (k)U�1N (k � 1) �U�1N (k � 1)Dfq2(k)E�1f (k) #Q0H�f(k): (5.10)A EQ. 5.10 ser�a usada na pr�oxima se�c~ao para derivar uma express~ao para a atualiza�c~aodo vetor de erros a posteriori de predi�c~ao regressiva.Ainda da EQ. 5.9, pode-se escrever" 0E0f (k + 1) # = Q0�f(k + 1)" Dfq2(k + 1)Ef (k + 1) # ; (5.11)onde E0f (k + 1) corresponde �a matriz de covariância do erro de predi�c~ao progressiva deordem zero.A EQ. 5.11 se justi�ca j�a que, para determinar os ângulos das rota�c~oes de Givens,Q0�f(k), na EQ. 5.9 basta saber que estes devem anular Dfq2(k) sobre a diagonal deEf(k).Sabendo que Qf(k) e Q(k � 1) podem ser representadas comoQf(k) = Q̂f(k)" 1 0T0 Qf (k � 1) # (5.12)e Q(k � 1) = Q̂(k � 1)" 1 0T0 Q(k � 2) # ; (5.13)respectivamente, e tamb�em que" 1 0T0 Qf (k � 1) #" Q̂(k � 1) 0T0 IM�M # =" Q̂(k � 1) 0T0 IM�M #" 1 0T0 Qf(k � 1) # ; (5.14)65



pode-se escrever, da EQ. 5.8,2664 0Dfq2(k)Ef(k) 3775 = Q̂f (k)" 1 0T0 Qf(k � 1) #" Q̂(k � 1) 0T0 IM�M #
�2664 1 0T 0T0 Q(k � 2) 00 0 IM�M 37752666666664

xHk�1=2xHk�1:::�k=2xT00(M�1)�M
3777777775

= Q̂f (k)" Q̂(k � 1) 0T0 IM�M #" 1 0T0 Qf(k � 1) #
2666666664

xHk�1=2Efq1(k � 1)�1=2Dfq2(k � 1)�k=2xH00(M�1)�M
3777777775

= Q̂f (k)" Q̂(k � 1) 0T0 IM�M #2666664 xHk0�1=2Dfq2(k � 1)�1=2Ef(k � 1)
3777775

= Q̂f (k)2666664 Q̂(k � 1)2664 xHk0�1=2Dfq2(k � 1) 3775�1=2Ef(k � 1)
3777775

= Q̂f (k)2666664 ~eHfq1(k)0�1=2Dfq2(k)�1=2Ef (k � 1)
3777775 ; (5.15)onde ~eHfq1(k) corresponde �a primeira linha de Efq1(k) da EQ. 5.8.Empregando novamente a mesma EQ. 5.8, pode-se obter" 0TEf (k + 1) # = Qf(k + 1)" eeHfq1(k + 1)�1=2Ef (k) # ; (5.16)66



onde Qf(k + 1) �e uma matriz de ordem �xa obtida da matriz ortogonal Qf(k + 1),respons�avel por zerar eeHfq1(k + 1) sobre �1=2Ef(k).Da EQ. 5.15, pode-se extrair a rela�c~ao seguinte" eeHfq1(k + 1)Dfq2(k + 1) # = Q�(k)" xHk+1�1=2Dfq2(k) # ; (5.17)onde ~eHfq1(k + 1) �e a primeira linha de Efq1(k + 1). Q�(k) �e uma matriz de ordem �xaobtida de QN(k) de tamanho (N + 1)� (N + 1).O processo de estima�c~ao conjunta �e realizado usando-se a seguinte express~ao (DINIZ,2002; N.KALOUPTSIDIS, 1993):" eq1(k + 1)dq2(k + 1) # = Q�(k + 1)" d�(k + 1)�1=2dq2(k) # : (5.18)O erro a priori �e dado por"(k) = e�q1(k)=(k) = e(k)=2(k): (5.19)A express~ao necess�aria para a obten�c~ao de Q�(k+1) depende do tipo de vetor de erroa ser atualizado (a priori ou a posteriori) e ser�a introduzida nas duas se�c~oes seguintes.5.3 O ALGORITMO FAST QRDMULTICANAL BASEADO NA ATUALIZAC� ~AO DOERRO DE PREDIC� ~AO REGRESSIVA A PRIORI (MCFQRD PRI B)Uma abordagem deste algoritmo pode ser encontrada em (RONTOGIANNIS, 1998),onde a sua vers~ao em treli�ca foi originalmente apresentada.Da EQ. 2.62, de�nida no Cap��tulo 2 para o caso monocanal, pode-se rede�nir o vetorde erros de predi�c~ao regressiva ou backward a priori, a(k), para o caso multicanal comoaN+1(k + 1) = U�HN+1(k)xN+1(k + 1): (5.20)Combinando a express~ao acima com a EQ. 5.10, obt�em-se
67



aN+1(k + 1) = ��1=2Q0�f(k)�" 0 U�HN (k � 1)E�Hf (k) �E�Hf (k)Dfq2(k)U�HN (k � 1) #" xk+1xN(k) #= ��1=2Q0�f(k)�" U�HN (k � 1)xN(k)E�Hf (k)xk+1 �E�Hf (k)DHfq2(k)U�HN (k � 1)xN(k) #= ��1=2Q0�f(k)" aN(k)r(k + 1) # ; (5.21)onde r(k + 1) = ��1=2E�Hf (k)xk+1 �E�Hf (k)DHfq2(k)U�HN (k � 1)xN(k)= ��1=2E�Hf (k) hxk+1 � �U�1N (k � 1)Dfq2(k)�H xN(k)i= ��1=2E�Hf (k) �xk+1 �WHf (k)xN(k)�= ��1=2E�Hf (k)ee0f (k + 1); (5.22)com ~e0f(k+1) sendo o vetor de erros a priori progressivos. A atualiza�c~ao de Q�(k) �e feitaatrav�es da express~ao abaixo, similar �a sua correspondente unidimensional (mono canal)(REGALIA, 1991)." 1=(k + 1)0 # = Q�(k + 1)" 1�aN(k + 1) # : (5.23)Para calcular r(k + 1) usando a EQ. 5.22 �e preciso obter uma matriz inversa. Al�emda complexidade computacional que adv�em dessa opera�c~ao, o uso da matriz inversa podegerar problemas de instabilidade num�erica para matrizes mal condicionadas. Uma al-ternativa para contornar esse problema �e usar a express~ao abaixo, obtida da EQ. 5.16(RONTOGIANNIS, 1998)." �0 # = Qf (k + 1)" 1=(k + 1)�r(k + 1) # (5.24)O escalar representado pelo asterisco n~ao precisa ser conhecido para o efeito do c�alculode r(k + 1) uma vez conhecidos Qf(k + 1) e (k + 1). As equa�c~oes do algoritmoMCFQRD PRI B est~ao na TAB. 5.1. 68



5.4 O ALGORITMO FAST QRDMULTICANAL BASEADO NA ATUALIZAC� ~AO DOERRO DE PREDIC� ~AO REGRESSIVA A POSTERIORI (MCFQRD POS B)Este algoritmo foi originalmente proposto em (BELLANGER, 1991) e posteriormenteabordado em (MEDINA S., 2002). Na abordagem do mesmo a ser feita nesta se�c~ao, ser�aintroduzida uma nova express~ao que otimiza a implementa�c~ao \em bloco" deste algoritmo.A de�ni�c~ao do vetor de erros de predi�c~ao regressiva ou backward a posteriori dadapela EQ. 2.60, vista no Cap��tulo 2 para o caso monocanal, pode ser rede�nida para o casomulticanal comofN+1(k + 1) = U�HN+1(k + 1)xN+1(k + 1): (5.25)Combinando a express~ao acima com a EQ. 5.10, obt�em-sefN+1(k + 1) = Q0�f(k + 1)�" 0 U�HN (k)E�Hf (k + 1) �E�Hf (k + 1)Dfq2(k + 1)U�HN (k) #" xk+1xN(k) #= Q0�f(k + 1)�" U�HN (k)xN(k)E�Hf (k + 1)xk+1 �E�Hf (k + 1)DHfq2(k + 1)U�HN (k)xN (k) #= Q0�f(k + 1)" fN(k)p(k + 1) # ; (5.26)onde p(k + 1) = E�Hf (k + 1)xk+1 �E�Hf (k + 1)DHfq2(k + 1)U�HN (k)xN(k)= E�Hf (k + 1) hxk+1 � �U�1N (k)Dfq2(k + 1)�H xN(k)i= E�Hf (k + 1) �xk+1 �WHf (k + 1)xN(k)�= E�Hf (k + 1)eef (k + 1); (5.27)com ~ef(k + 1) sendo o vetor de erros a posteriori progressivos. A atualiza�c~ao de Q�(k)�e feita atrav�es da express~ao abaixo, similar �a sua correspondente unidimensional (monocanal) (BELLANGER, 1991).Q�(k + 1)" 10 # = " (k + 1)fN(k + 1) # (5.28)69



Como na se�c~ao anterior, �e necess�aria uma express~ao para calcular p(k+1) sem usar aEQ. 5.27 que requer uma opera�c~ao de invers~ao de matriz. A alternativa �e usar a express~aoabaixo, obtida da EQ. 5.16, cuja demonstra�c~ao �e apresentada logo em seguida.Qf(k + 1)" (k)0 # = " �p(k + 1) # (5.29)Note que o escalar representado pelo asterisco n~ao precisa ser conhecido para o efeitodo c�alculo de p(k + 1), uma vez conhecidos Qf (k + 1) e (k).Prova: Da EQ. 5.16, vê-se que Ef(k + 1) �e o fator de Cholesky deh ~efq1 �1=2EHf (k) i h ~efq1 �1=2EHf (k) iH (GOLUB, 1983). Conseq�uentemente, pode-seescreverEHf (k + 1)Ef(k + 1) = " ~eHfq1(k + 1)�1=2Ef(k) #HQHf (k + 1)Qf(k + 1)" ~eHfq1(k + 1)�1=2Ef (k) #= ~efq1(k + 1)~eHfq1(k + 1) + �EHf (k)Ef(k): (5.30)A equa�c~ao acima corresponde �a EQ. 5.16 na forma de produto. Pr�e-multiplicando ep�os-multiplicando a EQ. 5.30 por E�Hf (k + 1)2(k) e E�1f (k + 1), respectivamente, ap�osalgumas manipula�c~oes alg�ebricas, obt�em-se2(k)I = p(k + 1)pH(k + 1) +	; (5.31)onde 	 = �2(k)E�Hf (k + 1)EHf (k)Ef(k)E�1f (k + 1).Finalmente, pr�e-multiplicando e p�os- multiplicando a EQ. 5.31 por pH(k+1) e p(k+1),respectivamente, chega-se a2(k) = pH(k + 1)p(k + 1) + pH(k + 1)	p(k + 1)pH(k + 1)p(k + 1)= pH(k + 1)p(k + 1) + �2: (5.32)A express~ao na EQ. 5.32 pode ser encarada como um produto de Cholesky. Portanto,existe uma matriz ortogonal Q tal que" (k)0 # = Q" �p(k + 1) # : (5.33)Agora, recordando o ponto de partida na EQ. 5.16, percebe-se que Q est�a relacionadacomQf(k+1). Mais especi�camente, as rota�c~oes de Givens que satisfazem a rela�c~ao entrea EQ. 5.16 e a EQ. 5.33 s~ao �unicas (GOLUB, 1983). Na EQ. 5.16 nota-se que Qf(k + 1)70



�e uma seq�uencia de rota�c~oes de Givens respons�avel por anular uma linha de uma matriz.Para o caso da EQ. 5.33 em que uma coluna deve ser zerada, deve-se usar Q = QHf (k+1).Substituindo-se Q por QHf (k + 1) na EQ. 5.33 e empregando o fato de que Qf (k + 1) �eortogonal pode-se obter a EQ. 5.29 pr�e{multiplicando o resultado por Qf (k + 1). �O algoritmo MCFQRD POS B completo est�a resumido na TAB. 5.2. A principaldiferen�ca da vers~ao deste algoritmo proposta aqui para o apresentado em (BELLANGER,1991) �e a introdu�c~ao da EQ. 5.29 que permite a execu�c~ao em bloco do mesmo sem quese tenha que lidar com rela�c~oes muito complexas ou invers~ao de matrizes, seja qual for on�umero de canais. Em (BELLANGER, 1991) o autor recomenda uma execu�c~ao seq�uencial(canal ap�os canal) para os casos em que o n�umero de canais �e maior que 2.5.5 O NOVO ALGORITMO: MCFQD POS B: VERS~AO EM TRELIC�ANesta se�c~ao, �e introduzida uma vers~ao em treli�ca do algoritmo visto na se�c~ao anterior.O fato deste algoritmo ser recursivo na ordem favorece a sua implementa�c~ao em arrayssist�olicos consumindo menos recursos computacionais.Em virtude da natureza em blocos do vetor de entrada usado na deriva�c~ao das equa�c~oesdo algoritmo apresentado na se�c~ao anterior, as quantidades Dfq2(k), dq2(k) e fN(k)podem ser particionadas em N blocos. Em particular, a matriz Dfq2(k) pode ser escritada seguinte maneira:
Dfq2(k) = 26664 D(1)fq2(k):::D(N)fq2 (k)

37775 ; (5.34)onde D(i)fq2(k) tem tamanho M �M . Usando o particionamento citado acima, pode-sereescrever a EQ. 5.11 da seguinte maneira2664 0M(N�i�1)�M0M(i�1)�ME(i�1)f (k + 1) 3775 = Q0�f (N�i+1)(k + 1)2666664 0M(N�i)�MD(N�i+1)fq2 (k)0M(i�1)�ME(i)f (k + 1)
3777775 (5.35)

71



para i = N;N � 1; � � � ; 1, pressupondo uma execu�c~ao regressiva ou backward.Da equa�c~ao anterior, pode-se constatar que Q0�f (k + 1) da EQ. 5.11 corresponde aQ0�f(k + 1) = Q0�f (N)(k + 1)Q0�f (N�1)(k + 1) � � �Q0�f (1)(k + 1):Observando cuidadosamente a EQ. 5.35, veri�ca-se que ela tamb�em aceita umaexecu�c~ao progressiva ou forward, i.e., para i = 1; 2; � � � ; N . Esta propriedade, que �e achave para a deriva�c~ao da vers~ao em treli�ca do algoritmo apresentado na se�c~ao anterior,adv�em do fato de que cada uma das matrizesQ0�f (N�i+1)(k+1) na EQ: 5.35 altera apenasuma parti�c~ao D(N�i+1)fq2 (k) (i = 1; 2; � � � ; N) nesta equa�c~ao, qualquer que seja a ordem deexecu�c~ao do produto no segundo membro da mesma.A matriz Q0�f (k + 1) �e usada para atualizar o vetor fN(k), como na EQ. 5.26. Estamesma equa�c~ao pode ser reescrita tamb�em de forma particionada como2666664 0M(N�i)�Mf (N�i+1)(k + 1)0M(i�1)�Mpi�1(k + 1)
3777775 = Q0�f (N�i+1)(k + 1)2666664 0M(N�i)�Mf (N�i+2)(k)0M(i�1)�Mpi(k + 1)

3777775 ; (5.36)para i = 1; 2; � � � ; N .Com isso, j�a se tem uma estrutura de execu�c~ao progressiva para todas as equa�c~oes doalgoritmo apresentado na se�c~ao anterior. As equa�c~oes restantes n~ao carecem de altera�c~oes.Os senos e cossenos dos ângulos das rota�c~oes em Q(i)� (k + 1) s~ao obtidos fazendoQ(i)� (k + 1)" i�1(k + 1)0 # = " i(k + 1)f (N�i+2)(k + 1) # (5.37)e a estima�c~ao conjunta �e efetuada de acordo com" e(i)q1 (k + 1)d(N�i+1)q2 (k + 1) # = Q(N�i+1)� (k + 1)" e(i)q1 (k + 1)�1=2d(N�i+1)q2 (k) # (5.38)ambas para i = 1; 2; � � � ; N .Para adequar as equa�c~oes das etapas 1{3, 6 e 7 do algoritmo da TAB. 5.2 a essa for-mula�c~ao, basta observar que estas equa�c~oes tamb�em podem ser facilmente particionadasem blocos de tamanhoM�M que ser~ao tamb�em executados recursivamente como mostrado72



na TAB. 5.3 onde, est~ao todas as equa�c~oes do algoritmo proposto. Uma vers~ao em treli�cado algoritmo da tabela TAB. 5.1, descrito na Se�c~ao 5.3, est�a dispon��vel em (RONTO-GIANNIS, 1998).Utilizou-se aqui uma nota�c~ao matricial para simpli�car a abordagem matem�atica.Por�em, numa implementa�c~ao, os produtos envolvendo matrizes ortogonais de rota�c~oes deGivens permitem que todas as equa�c~oes sejam reduzidas a opera�c~oes de escalares. A t��tulode exemplo, �e apresentado na TAB. 5.4 um pseudo{c�odigo da implementa�c~ao da etapa 4do algoritmo da TAB. 5.3.Embora o algoritmo proposto aqui (RAMOS, 2004a) apresente as mesmas propriedadesno tocante �a convergência que o algoritmo de (RONTOGIANNIS, 1998), vale a penaressaltar que, quanto �a complexidade computacional, ele apresenta uma economia apreci�avel;isto o faz ser uma op�c~ao atraente para N e M grandes. Este aspecto ser�a tratado maisdetalhadamente no Cap��tulo 6, onde �e avaliado o desempenho das v�arias vers~oes dosalgoritmos multicanais r�apidos.5.6 O ALGORITMO FQRD MULTICANAL PARA CANAIS DE ORDENSDIFERENTESA principal caracter��stica dos algoritmos a serem abordados nesta se�c~ao prende-se aofato de que eles podem ser utilizados em aplica�c~oes de �ltragem adaptativa multicanaiscom canais de ordens diferentes ou n~ao. Esta funcionalidade �e alcan�cada partindo-se deuma nova abordagem para a constru�c~ao do vetor de entrada, xN . O caso mais t��pico paraa aplica�c~ao deste tipo de algoritmo �e a �ltragem de Volterra (MATHEWS, 2000).Esta nova abordagem, al�em de ser mais geral, proporciona uma redu�c~ao consider�avelna complexidade computacional em compara�c~ao com os algoritmos multicanais em blocovistos anteriormente.5.6.1 ASPECTOS GERAISPor comodidade, ser~ao tratados aqui alguns aspectos que podem ser abordados con-juntamente e que servem como ponto de partida para a deriva�c~ao dos dois tipos b�asicosde algoritmos: o que atualiza o vetor de erros regressivo a priori e o que atualiza o vetorde erros regressivo a posteriori. Este �ultimo, introduzido neste trabalho, ser�a descritodetalhadamente e as equa�c~oes do primeiro (RONTOGIANNIS, 1998) ser~ao descritos re-73



sumidamente.A seguinte conven�c~ao �e adotada:M N�umero de canais de entrada;N1; N2; � � � ; NM Representam os n�umeros de taps de cada canal de entrada;N =PMr=1NrPara simpli�car a abordagem, sem perda de generalidade, assume-se que N1 � N2 �� � � � NM .O ponto de partida para a deriva�c~ao deste algoritmo �e a constru�c~ao do vetor de entradade tal maneira que o caso geral de canais de mesma ordem ou n~ao seja atendido. Para tal,�e levado em considera�c~ao o fato de que cada itera�c~ao deste algoritmo ser�a executada emM etapas. Logo, o vetor de entrada sofrer�a M atualiza�c~oes por itera�c~ao recebendo assimas amostras mais recentes (instante k + 1) de cada canal. Para um determinado instantede tempo k obt�em-se o vetor xN (k) a partir do qual se chega ao vetor xN+M(k + 1)ap�os M sucessivas atualiza�c~oes. Para a constru�c~ao de xN , escolhe-se N1 � N2 amostrasmais recentes do primeiro canal para serem os primeiros elementos de xN , seguidos pelosN2 �N3 pares de amostras do primeiro e do segundo canais, seguidos por N3 � N4 triosde amostras dos primeiros três canais e assim por diante at�e NM �NM+1 conjunto de Mamostras de todos os canais. Assume-se que NM+1 = 0.O procedimento acima foi aplicado no diagrama da FIG. 5.2 para uma con�gura�c~aode M = 3, N1 = 4, N2 = 3, N3 = 2 e N4 = 0. Observando cuidadosamente este diagrama,pode-se antever a posi�c~ao que ser�a ocupada pelas novas amostras de cada canal. A posi�c~aoda amostra mais recente do i-�esimo canal, aqui denotada por pi, �e dada de forma compactapela seguinte express~ao (RONTOGIANNIS, 1998),pi = i�1Xr=1 r(Nr �Nr+1) + i i = 1; 2; � � � ;M: (5.39)Formalmente, pode-se de�nir os M vetores de entrada, a partir de xN (k), como:xHN+1(k + 1) = �x�1(k + 1) xHN(k)� (5.40)xHN+i(k + 1) = �x�i (k + 1) xHN+i�1(k + 1)�P i (5.41)onde P i �e uma matriz de permuta�c~ao que desloca xi(k + 1) �a posi�c~ao pi ap�os deslocar osprimeiros pi� 1 elementos de xHN+i�1(k+1) para a esquerda. Conclu��do o processo acima74
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pr�oximo canal. Isto leva a uma de�ni�c~ao distinta da matriz de informa�c~ao e, conseq�uen-temente, do processo de triangulariza�c~ao da mesma. Mais precisamente, tem-se agora Mmatrizes de informa�c~ao a cada itera�c~ao, de�nidas da seguinte maneira:XHN+i(k) = 2666664 xHN+i(k)�1=2xHN+i(k � 1):::�k=2xHN+i(0)
3777775 i = 1; 2; � � � ;M: (5.43)Como conseq�uência, pode-se concluir que a informa�c~ao de cada uma dessas matrizes �eutilizada na gera�c~ao da pr�oxima.Seja UN+i(k) o fator de Cholesky deXN+i(k)XHN+i(k). �A semelhan�ca do que foi feitona se�c~ao anterior, os dois vetores de interesse aN+i e fN+i podem ser de�nidos para osdois tipos de algoritmos, baseados na atualiza�c~ao dos erros de predi�c~ao regressivos a priorie a posteriori, respectivamente, comoaN+i(k + 1) = �1=2U�HN+i(k)xN+i(k + 1) (5.44)fN+i(k + 1) = U�HN+i(k + 1)xN+i(k + 1) i = 1; 2; � � � ;M: (5.45)Das EQ. 5.42, 5.44 e 5.45, pode-se concluir queaN+M(k + 1) = " aN(k + 1)a(N)(k + 1) # (5.46)fN+M(k + 1) = " fN (k + 1)f (N)(k + 1) # (5.47)sendo que a(N)(k + 1) e f (N)(k + 1) s~ao os �ultimos M elementos de aN+M(k + 1) e defN+M(k + 1), respectivamente.As atualiza�c~oes de aN+i(k + 1) e de fN+i(k + 1) s~ao realizadas em M etapas a cadaitera�c~ao, como mostrado abaixoaN (k)! aN+1(k + 1)! aN+2(k + 1)! � � � ! aN+M(k + 1)fN(k)! fN+1(k + 1)! fN+2(k + 1)! � � � ! fN+M(k + 1):As rela�c~oes descritas at�e aqui formam a base para a deriva�c~ao do algoritmo a serintroduzido na pr�oxima sub-se�c~ao. 76



5.6.2 O ALGORITMO BASEADO NA ATUALIZAC� ~AO DO VETOR DE ERROSA POSTERIORI REGRESSIVO | ESTRUTURA TRANSVERSALO algoritmo multicanal que ser�a apresentado nesta se�c~ao �e, at�e onde temos conheci-mento, uma contribui�c~ao original desta disserta�c~ao e foi publicado em (RAMOS, 2004b).Basicamente, o ponto de partida para a deriva�c~ao deste algoritmo �e a constru�c~ao do ve-tor de entrada com o formato apresentado nas EQ. 5.40 e EQ. 5.41. Usando a mesmaabordagem, um algoritmo multicanal r�apido, baseado na atualiza�c~ao do vetor de erros apriori regressivo, foi proposto em (RONTOGIANNIS, 1998).O Processo de Triangulariza�c~ao da Matriz de Informa�c~aoA EQ. 5.43 sugere que a atualiza�c~ao da matriz de informa�c~ao de entrada seja realizadaem M etapas para cada itera�c~ao k.Etapa I:XHN+1(k) pode ser de�nido comoXHN+1(k) = 2666664 x�1(k)�1=2x�1(k � 1) XHN(k � 1):::�k=2x�1(0) 0T
3777775= " d�(1)f (k) XHN (k � 1)0T # ; (5.48)onde d�(1)f1 (k) = �x1(k) �1=2x1(k � 1) � � � �k=2x1(0)�H .Sendo UN(k + 1) o fator de Cholesky de XN(k � 1)XHN(k � 1) e Q(1)N (k) a matrizortogonal associada a esse processo, pode-se escrever, da EQ. 5.48, que" Q(1)N (k) 00 I1�1 #" d�(1)f (k) XHN(k � 1)0T #

= 2664 e(1)fq1(k) 0d(1)fq2(k) UN (k � 1)�k=2x�1(0) 0T 3775 : (5.49)Para completar o processo de triangulariza�c~ao de XHN+1(k), gerando UN+1(k), deve-se77



aplicar duas matrizes de rota�c~oes de Givens �a EQ. 5.49 como segue" 0UN+1(k) # = Q0f (1)(k)Qf (1)(k)2664 e(1)fq1(k) 0d(1)fq2(k) UN(k � 1)�k=2x1(0) 0T 3775= Q0f (1)(k)2664 0 0d(1)fq2(k) UN(k � 1)e(1)fN (k) 0T 3775 ; (5.50)sendo Qf (1)(k) a matriz ortogonal respons�avel por zerar as primeiras k � N linhas deXHN+1(k) e Q0f (1)(k) completando a triangulariza�c~ao ao zerar d(1)fq2(k), do primeiro ao�ultimo elemento, sobre e(1)fN (k). Ap�os remover a se�c~ao nula crescente na parte superior daEQ. 5.50 chega-se aUN+1(k) = Q0�f (1)(k)" d(1)fq2(k) UN(k � 1)e(1)fN(k) 0T # : (5.51)Da EQ. 5.51, pode-se obter a rela�c~ao seguinte que ser�a �util nas pr�oximas etapas para aobten�c~ao de aN(k + 1) e fN(k + 1).[UN+1(k)]�1 = 264 0T 1e(1)fN (k)U�1N (k � 1) � 1e(1)fN (k)U�1N (k � 1)d(1)fq2(k) 375 hQ0�f (1)(k)iH (5.52)logo,[UN+1(k + 1)]�1 = 264 0T 1e(1)fN (k+1)U�1N (k) � 1e(1)fN (k+1)U�1N (k)d(1)fq2(k + 1) 375 hQ0�f (1)(k + 1)iH (5.53)�A semelhan�ca do que foi feito na se�c~ao anterior, pode-se, a partir da EQ. 5.50, escreverque " 0e(1)f0 (k) # = Q0�f (1)(k)" d(1)fq2(k)e(1)fN(k) # : (5.54)Da EQ. 5.54 percebe-se que Q0�f (1)(k) �e uma seq�uência de rota�c~oes de Givens que anulaos elementos de d(1)fq2(k) em rela�c~ao a e(1)fN (k).Agora, recordando a EQ. 5.45, pode-se usar a EQ. 5.53 e o vetor de entrada de�nidona EQ. 5.40 para obter 78



fN+1(k + 1) = ��1=2Q0�f (1)(k + 1)24 0 U�HN (k)1e(1)fN (k+1) � 1e(1)fN(k+1)dHfq2(1)(k + 1)U�HN (k) 3524 x1(k + 1)xN (k) 35= ��1=2Q0�f (1)(k + 1)264 U�HN (k)xN (k)x1(k+1)e(1)fN (k+1) � 1e(1)fN (k+1) hU�1N (k)d(1)fq2(k + 1)iH xN (k) 375= Q0�f (1)(k + 1)24 fN (k)p(1)(k + 1) 35 ; (5.55)ondep(1)(k + 1) = ��1=2 " x1(k + 1)e(1)fN (k + 1) � 1e(1)fN (k + 1) hU�1N (k)d(1)fq2(k + 1)iH xN (k)#= ��1=2e(1)fN (k + 1) �x1(k + 1)� hU�1N (k)d(1)fq2(k + 1)iH xN(k)�= ��1=2e(1)fN (k + 1) �x1(k + 1)�wHfN (k + 1)xN (k)�= eN (1)(k + 1)�1=2e(1)fN (k + 1) (5.56)sendo eN (1)(k + 1) o erro a posteriori da predi�c~ao progressiva do primeiro canal. Aatualiza�c~ao de d(1)fq2(k) �e realizada de acordo com" ~e(1)fq1(k + 1)d(1)fq2(k + 1) # = Q(0)�N (k)" x1(k + 1)�1=2d(1)fq2(k) # (5.57)e a matriz Q�N+1(k + 1), necess�aria nas pr�oximas etapas, �e obtida deQ(1)�N+1(k + 1)" 10 # = " (1)N+1(k + 1)fN+1(k + 1) # : (5.58)Etapa II:A matriz de informa�c~ao de entrada XHN+i(k) est�a relacionada com XHN+i�1(k) daseguinte maneiraXHN+i(k) = 2666664 x�i (k)�1=2x�i (k � 1):::�k=2x�i (0) XHN+i�1(k) 3777775P i: (5.59)
79



Como nos algoritmos abordados anteriormente, aqui tamb�em �e necess�ario triangu-larizar XHN+i(k) obtendo UN+i(k), que corresponde ao fator de Cholesky de XHN+i(k).Este processo �e demonstrado nos pr�oximos passos. Seja Q�N+1�i(k) a matriz ortogonalque permite obter a decomposi�c~ao QR de XHN+i�1(k), com UN+i�1(k) sendo o correspon-dente fator de Cholesky; pode ser escrito, a partir da EQ. 5.59, queQf (i)(k)" Q�N+1�i(k) 00T 1 #" XHN+1�i(k)0T # = Qf (i)(k)�2664 e(i)fq1N+1�i(k) 0d(i)fq2(k � 1) UN+i�1(k)0 0T 3775P i= " d(i)fq2(k � 1) UN+i�1(k)e(i)fN+i�1(k) 0T #P i:(5.60)A EQ. 5.60 resulta da anula�c~ao de e(i)fq1N+1�i(k) sobre o primeiro elemento da �ultimalinha da matriz, usando-se um fator ortogonal Qf (i)(k) e removendo-se a se�c~ao nula re-sultante.Como visto anteriormente, P i �e uma matriz de permuta�c~ao e a sua existência naequa�c~ao acima impede que a anula�c~ao de d(i)fq2(k), para completar a triangulariza�c~ao, sejafeita da mesma maneira que nos algoritmos da se�c~ao anterior, isto �e, zer�a-lo diretamentesobre e(i)fN+i�1(k). A aplica�c~ao das rota�c~oes de Givens que completam a triangulariza�c~aonesta circunstância est�a ilustrada na FIG. 5.3. Este processo pode ser descrito como segue.A matriz de permuta�c~ao, P i, desloca d(i)fq2(k) para a i{�esima posi�c~ao, como mostrado naparte I da �gura. Ap�os isso, s~ao aplicadas N + i � pi rota�c~oes de Givens Q0�f (i) queanulam os primeiros N + i � pi elementos de d(i)fq2(k) sobre e(i)fN+i�1(k), de cima a baixo.Com isso, s~ao criados (N+i)�pi+1 elementos n~ao nulos no �m da �ultima linha da matrizresultante, como ilustrado na parte II da �gura. Para que a matriz resultante possa teruma estrutura triangular inferior, precisa-se de outro fator de permuta�c~ao que desloquea �ultima linha para a posi�c~ao N � pi + 1, ap�os deslocar para baixo as pen�ultimas N � pilinhas. Pode-se concluir, pela simples observa�c~ao, que esta �ultima matriz de permuta�c~aocorresponde a P Ti . Para garantir que a matriz triangular obtida no processo anterior sejapositiva de�nida, �e necess�ario que e(i)fN+i�1(k) e o restante dos elementos da diagonal deUN+i�1(k) sejam positivos. Com uma inicializa�c~ao apropriada, os elementos da diagonal80
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FIG. 5.3: Finalizando a triangulariza�c~ao
principal s~ao atualizados com valores positivos que correspondem aos m�odulos dos errosdados por e(i)fN+i�1(k). Sendo assim, pode-se �nalmente concluir queUN+i(k) = P Ti Q0�f (i)(k)" d(i)fq2(k) UN+i�1(k)e(i)fN+i�1(k) 0T #P i: (5.61)Da EQ. 5.61, obt�em-se as duas rela�c~oes de interesse seguintes:
[UN+i(k)]�1 = P Ti 264 0T 1e(i)fN+i�1(k)U�1N+i�1(k) � 1e(i)fN+i�1 (k)U�1N+i�1(k)d(i)fq2(k) 375Q0H�f (i)(k)P i (5.62)e, conseq�uentemente,[UN+i(k + 1)]�1 = P Ti 2664 0T 1e(i)fN+i�1 (k+1)U�1N+i�1(k + 1) �U�1N+i�1(k+1)d(i)fq2(k+1)e(i)fN+i�1(k+1) 3775Q0H�f (i)(k + 1)P i(5.63)As rela�c~oes obtidas acima, levam em considera�c~ao o fato de que a matrizP i �e ortogonalpara manter a norma de UN+i inalterada.Assim sendo, a EQ. 5.63 pode ser usada, juntamente com a EQ. 5.45 e a EQ. 5.41,para determinar fN+i(k + 1) como segue. 81



fN+i(k + 1) = U�HN+i(k + 1)xN+i(k + 1)= P Ti Q0�f (i)(k + 1)2664 0 U�HN+i�1(k + 1)1e(i)fN+i�1 (k+1) ��U�1N+i�1(k+1)d(i)fq2(k+1)�He(i)fN+i�1 (k+1) 3775P i�P Ti " xi(k + 1)xN+1�i(k + 1) #= P Ti Q0�f (i)(k + 1)2664 U�HN+i�1(k + 1)xN+1�i(k + 1)xi(k+1)e(i)fN+i�1 (k+1) � �U�1N+i�1(k+1)d(i)fq2(k+1)�HxN+1�i(k+1)e(i)fN+i�1(k+1) 3775= P Ti Q0�f (i)(k + 1)" fN+i�1(k + 1)p(i)N+i�1(k + 1) # ; (5.64)ondep(i)N+i�1(k + 1) = xi(k + 1)e(i)fN+i�1(k + 1) � hU�1N+i�1(k + 1)d(i)fq2(k + 1)iH xN+1�i(k + 1)e(i)fN+i�1(k + 1)= 1e(i)fN+i�1(k + 1) hxi(k + 1)�wHfN+i�1(k + 1)xN+1�i(k + 1)i= e(i)N+i�1(k + 1)e(i)fN+i�1(k + 1) : (5.65)O escalar e(i)N+i�1(k+1) �e o erro a posteriori de predi�c~ao progressiva do i{�esimo canal.A partir da EQ. 5.64, e considerando as de�ni�c~oes de P i e de Q0�f (i)(k + 1), pode-seconcluir que os �ultimos pi� 1 elementos de fN+i(k+1) e de fN+i�1(k+1) s~ao idênticos.Como ser�a visto mais adiante, esta constata�c~ao �e de suma importância, pois permite umaconsider�avel redu�c~ao na complexidade computacional do algoritmo.A atualiza�c~ao de d(i)fq2(k) �e realizada de acordo com" ~e(i)fq1(k + 1)d(i)fq2(k + 1) # = Q(i�1)�N (k)" x�i (k + 1)�1=2d(i)fq2(k) # : (5.66)A matriz de rota�c~oes, Q�N+i(k + 1), necess�aria para a pr�oxima etapa, �e obtida de82



Q(i)�N+i(k + 1)" 10 # = " (i)N+i(k + 1)fN+i(k + 1) # : (5.67)O algoritmo completo est�a descrito na TAB. 5.5 (RAMOS, 2004b).5.6.3 O ALGORITMO BASEADO NA ATUALIZAC� ~AO DO VETOR DE ERROSA PRIORI REGRESSIVOPara evitar repeti�c~oes desnecess�arias, est�a se�c~ao far�a uma apresenta�c~ao bastantesum�aria na qual ser~ao utilizados alguns resultados obtidos anteriormente. As duas etapas,similares �as descritas na sub-se�c~ao anterior, ser~ao descritas de forma breve.Doravante, o vetor de interesse a ser atualizado, e que caracteriza o algoritmo, �eaN+i(k + 1), introduzido anteriormente.Etapa I:Partindo da EQ. 5.44, usando a EQ. 5.52 e o vetor de entrada de�nido na EQ. 5.40,chega-se aaN+1(k + 1) = ��1=2Q0�f (1)(k)24 0 U�HN (k � 1)1e(1)fN (k) � 1e(1)fN (k)dHfq2(1)(k)U�HN (k � 1) 35" x1(k + 1)xN(k) #
= ��1=2Q0�f (1)(k)24 U�HN (k � 1)xN(k)x1(k+1)e(1)fN (k) � 1e(1)fN (k) hU�1N (k � 1)d(1)fq2(k)iH xN(k) 35= Q0�f (1)(k)" aN(k)r(1)(k + 1) # ; (5.68)sendor(1)(k + 1) = ��1=2 "x1(k + 1)e(1)fN(k) � 1e(1)fN (k) hU�1N (k � 1)d(1)fq2(k)iH xN(k)#= ��1=2e(1)fN (k) �x1(k + 1)� hU�1N (k � 1)d(1)fq2(k)iH xN(k)�= ��1=2e(1)fN (k) �x1(k + 1)�wHfN (k)xN (k)�= e0N (1)(k + 1)�1=2e(1)fN(k) : (5.69)83



O escalar e0N (1)(k + 1) �e o erro a priori da predi�c~ao progressiva para o primeiro canal.A matrix Q�N+1(k + 1) �e obtida de" 1=(1)N+10 # = Q(1)�N+1(k + 1)" 1�aN+1(k + 1) # : (5.70)Etapa II:O vetor aN+i(k + 1) �e obtido da EQ. 5.63, juntamente com a EQ. 5.45 e a EQ. 5.41,como segueaN+i(k + 1) = U�HN+i(k)xN+i(k + 1)= P Ti Q0�f (i)(k)2664 0 U�HN+i�1(k)1e(i)fN+i�1(k) ��U�1N+i�1(k)d(i)fq2(k)�He(i)fN+i�1 (k) 3775P i�P Ti " xi(k + 1)xN+1�i(k + 1) #= P Ti Q0�f (i)(k)2664 U�HN+i�1(k)xN+1�i(k + 1)xi(k+1)e(i)fN+i�1(k) � �U�1N+i�1(k)d(i)fq2(k)�HxN+1�i(k+1)e(i)fN+i�1 (k) 3775= P Ti Q0�f (i)(k + 1)" aN+i�1(k + 1)r(i)N+i�1(k + 1) # ; (5.71)onder(i)N+i�1(k + 1) = xi(k + 1)e(i)fN+i�1(k) � hU�1N+i�1(k)d(i)fq2(k)iH xN+1�i(k)e(i)fN+i�1(k)= 1e(i)fN+i�1(k) hxi(k + 1)�wHfN+i�1(k)xN+1�i(k + 1)i= e0N+i�1(i)(k)e(i)fN+i�1(k) : (5.72)O escalar e(i)N+i�1(k) �e o erro a priori de predi�c~ao progressiva para o i{�esimo canal.De modo semelhante ao que foi apresentado na Se�c~ao 5.6.2, pode-se concluir, a partirda EQ. 5.71, que os �ultimos pi�1 elementos de aN+i(k+1) e aN+i�1(k+1) s~ao idênticos,84



levando, tal como no caso a posteriori, a uma redu�c~ao na complexidade computacionaldo algoritmo.De maneira similar, d(i)fq2(k) �e atualizado de acordo com" ~e(i)fq1(k + 1)d(i)fq2(k + 1) # = Q(i�1)�N (k)" xi(k + 1)�1=2d(i)fq2(k) # (5.73)e matriz Q�N+i(k + 1) �e obtida de (RONTOGIANNIS, 1998)" 1=(i)N+i0 # = Q(i)�N+i(k + 1)" 1�aN+i(k + 1) # : (5.74)5.7 ESTRUTURA EM TRELIC�A DO ALGORITMO BASEADO NA ATUALIZAC� ~AODO VETOR DE ERROS A POSTERIORI REGRESSIVOPode-se constatar que o algoritmo da TAB. 5.5 possui uma execu�c~ao seq�uencial com-posta de M etapas cada qual correspondente a um dos M canais de entrada. Nestaexecu�c~ao seq�uencial, a (i + 1)-�esima etapa �e executada ap�os a conclus~ao da i��esimaetapa. Nesta etapa s~ao obtidas as quantidades �(i), (i) e f (i) que s~ao usadas na etapaseguinte. Esta execu�c~ao seq�uencial, canal ap�os canal, pode ser evitada adotando-se umaforma alternativa para a execu�c~ao das etapas 2 e 3 do algoritmo da TAB. 5.5. Isso podeser conseguido usando as seguintes rela�c~oes para o c�alculo de p(i)j (k+ 1) e de je(i)fj (k+ 1)j:je(i)fj (k + 1)j = r��1=2je(i)fj (k)j�2 + ���e(i)fq1j (k + 1)���2i = 1; 2; � � � ;M j = pi; � � � ; L (5.75)e p(i)j (k + 1) = (i�1)j (k)e(i)fq1j (k + 1)je(i)fj (k + 1)j i = 1; 2; � � � ;Mj = pi; � � � ; L (5.76)Com isso consegue-se uma execu�c~ao ascendente das etapas 2 e 3, semelhante �as restantesetapas, o que possibilita a escrita do algoritmo na forma recursiva (estrutura em treli�ca)apresentada na TAB. 5.6 (RAMOS, 2004d).85



5.8 RESUMONeste cap��tulo, al�em de um melhoramento feito na vers~ao em blocos (vers~ao na estru-tura transversal), introduziu-se uma vers~ao em treli�ca do algoritmo QRD-RLS multicanalr�apido baseado na atualiza�c~ao de erros a posteriori regressivos. A recursividade na ordemdeste novo algoritmo �e sua principal caracter��stica que favorece sua implemeta�c~ao pr�atica.Foi tamb�em introduzida uma vers~ao do algoritmo QRD-RLS multicanal r�apido baseadona atualiza�c~ao de erros a posteriori regressivos que atende ao caso geral de canais comordens iguais ou n~ao, o que �e particularmente �util em muitos casos onde se lida com �l-tros multicanais de ordens diferentes, como, por exemplo, na �ltragem de Volterra. Paraeste �ultimo caso, foi apresentada tamb�em uma vers~ao recursiva que pode ser desej�avel emalgumas situa�c~oes pr�aticas.No pr�oximo cap��tulo, ser�a avaliado o desempenho destes algoritmos quanto �a comple-xidade computacional, �a velocidade de convergência e �a estabilidade. Ser~ao consideradasduas aplica�c~oes distintas a serem descritas.
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TAB. 5.1: Equa�c~oes do Algoritmo MCFQRD PRI B.Inicializa�c~oes:fN(0) = 0; Dfq2(0) = 0;dq2(0) = 0; Ef (0) = I;Todos os cosenos = 1 e todos os senos = 0;Para k = 1; 2; � � �f 1. Obtendo Dfq2(k + 1) e eeHfq1(k + 1) :� eeHfq1(k + 1)Dfq2(k + 1) � = Q�(k) � xHk+1�1=2Dfq2(k) �2. Obtendo Ef(k + 1) :� 0TEf(k + 1) � = Qf(k + 1) � eeTfq1(k + 1)�1=2Ef(k) �3. Obtendo r(k + 1) :� ?0 � = Qf (k + 1) � 1=(k)�r(k + 1) �4. Obtendo aN(k + 1) :aN+1(k + 1) = Q0�f (k) � aN(k)r(k + 1) �5. Obtendo Q0�f(k + 1) :� 0E0f(k + 1) � = Q0�f(k + 1) � Dfq2(k + 1)Ef (k + 1) �6. Obtendo Q�(k + 1) e (k + 1) :� 1=(k + 1)0 � = Q�(k + 1) � 1�aN(k + 1) �7. Estima�c~ao Conjunta:� eq1(k + 1)dq2(k + 1) � = Q�(k + 1) � d�(k + 1)�1=2dq2(k) �8. Obtendo o erro a priori:"(k + 1) = e�q1(k + 1)=(k + 1)g
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TAB. 5.2: Equa�c~oes do Algoritmo MCFQRD POS B.Inicializa�c~oes:fN(0) = 0; Dfq2(0) = 0;dq2(0) = 0; Ef (0) = I;Todos os cosenos = 1 e todos os senos = 0;Para k = 1; 2; � � �f 1. Obtendo Dfq2(k + 1) e eeHfq1(k + 1) :� eeHfq1(k + 1)Dfq2(k + 1) � = Q�(k) � xHk+1�1=2Dfq2(k) �2. Obtendo Ef(k + 1) :� 0TEf(k + 1) � = Qf(k + 1) � eeHfq1(k + 1)�1=2Ef(k) �3. Obtendo p(k + 1) :� ?p(k + 1) � = Qf(k + 1) � (k)0 �4. Obtendo Q0�f(k + 1) :� 0E0f(k + 1) � = Q0�f(k + 1) � Dfq2(k + 1)Ef (k + 1) �5. Obtendo fN(k + 1) :fN+1(k + 1) = Q0�f(k + 1) � fN (k)p(k + 1) �6. Obtendo Q�(k + 1) e (k + 1) :Q�(k + 1) � 10 � = � (k + 1)fN (k + 1) �7. Estima�c~ao Conjunta:� eq1(k + 1)dq2(k + 1) � = Q�(k + 1) � d�(k + 1)�1=2dq2(k) �8. Obtendo o erro a priori:"(k + 1) = e�q1(k + 1)=(k + 1)g
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TAB. 5.3: As Equa�c~oes do MCFQRD POS B Vers~ao em Treli�ca.Inicializa�c~oes:fN (0) = 0; Dfq2(0) = 0; 0(0) = 1;dq2(0) = 0; Eif (0) = ÆI ; Æ =n�umero pequeno;Todos os cosenes = 1 e todos os senos = 0;Para k = 1; 2; � � �f ee(0)fq1H(k + 1) = xHk+1A. Obtendo E(0)f (k + 1) e Q(0)f (k + 1) :" 0TE(0)f (k + 1) # = Q(0)f (k + 1)" ee(0)fq1H(k + 1)�1=2E(0)f (k) # ;B. Obtendo p0(k + 1) :� ?p0(k + 1) � = Q(0)f (k + 1) � 0(k)0 � ;f (N+1)(k + 1) = p0(k + 1); 0(k + 1) = 1;eq1(k + 1) = d(k + 1);for i = 1 : Nf1. Obtendo D(N�i+1)fq2 (k + 1) e e(i)fq1(k + 1) :" ee(i)fq1H(k + 1)D(N�i+1)fq2 (k + 1) # = Q(i)� (k)" ee(i�1)fq1 H(k + 1)�1=2D(N�i+1)fq2 (k) # ;2. Obtendo E(i)f (k + 1) :" 0TE(i)f (k + 1) # = Q(i)f (k + 1)" ee(i)fq1H(k + 1)�1=2E(i)f (k) # ;3. Obtendo pi(k + 1) :� ?pi(k + 1) � = Q(i)f (k + 1) � i(k)0 � ;4. Obtendo Q0�f (N�i+1)(k + 1) :24 0M(N�i�1)�M0M(i�1)�ME(i�1)f (k + 1) 35 = Q0�f (N�i+1)(k + 1)26664 0M(N�i)�MD(N�i+1)fq2 (k)0M(i�1)�ME(i)f (k + 1) 37775 ;5. Obtendo f (N�i+1)(k + 1) :2664 0M(N�i)�Mf (N�i+1)(k + 1)0M(i�1)�Mpi�1(k + 1) 3775 = Q0�f (N�i+1)(k + 1)2664 0M(N�i)�Mf (N�i+2)(k)0M(i�1)�Mpi(k + 1) 3775 ;6. Obtendo Q(i)� (k + 1) e i(k + 1) :Q(i)� (k + 1) � i�1(k + 1)0 � = � i(k + 1)f (N�i+2)(k + 1) � ;7. Estima�c~ao Conjunta:" e(i)q1 (k + 1)d(N�i+1)q2 (k + 1) # = Q(i)� (k + 1)" e(i�1)q1 (k + 1)�1=2d(N�i+1)q2 (k) # ;g8. Obtendo o erro a priori:"(k + 1) = e�q1(k + 1)=(k + 1);g 89



TAB. 5.4: Pseudo-c�odigo da etapa 4: obtendo Q0�f (N�i+1)(k + 1).:::for i = 1:Nf::: 3. Obtendo Q0�f (N�i+1)(k + 1):E(i�1)f = E(i)f ;temp Dfq2 =Dfq2;for j = 1 : Mf for c = 1 : Mf temp E(i�1)f (M � c+ 1; c) = E(i�1)f (M � c+ 1; c);E(i�1)f (M � c+ 1; c) =r���E(i�1)f (M � c+ 1; c)���2 + jtemp Dfq2(M � (N � j + 1)� i+ 1; c)j2;cos �0f (M � (N � j + 1)� i+ 1; c) = ���� temp E(i�1)f (M�c+1;c)E(i�1)f (M�c+1;c) ����;sin �0f (M � (N � j + 1)� i+ 1; c) = conj � cos �0f (M�(N�j+1)�i+1;c)�temp Dfq2(M�(N�j+1)�i+1;c)temp E(i�1)f (M�c+1;c) �;aux = " temp Dfq2(M � (N � j + 1)� i+ 1; :)E(i�1)f (M � c+ 1; :) #;aux = row rot(aux; cos �0f (M � (N � j + 1)� i+ 1; c); sin �0f (M � (N � j + 1)� i+ 1; c));temp Dfq2(M � (N � j + 1)� i+ 1; :) = aux(1; :);E(i�1)f (M � c+ 1; :) = aux(2; :);gg:::g:::Obs: A fun�c~ao row rot() efetua as rota�c~oes usando os parâmetros cos �0f e sin �0f para construir a matrizortogonal com as rota�c~oes de Givens (GOLUB, 1983).function A = row rot(A; cos �; sin �)[m;n] = size(A);for i = 1 : nftemp = A(1; i);A(1; i) = cos �temp� sin� �A(2; i);A(2; i) = sin �temp+ cos �A(2; i);g
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TAB. 5.5: O Algoritmo Multicanal r�apido para canais de ordens distintas(erro a posteriori)|Estrutura Transversal.Inicializa�c~oes:d(i)fq2 = zeros(N; 1); f (M)(0) = 0; dq2 = 0;(0)N (0) = 1; e(i)fN (0) = �; i = 1; 2; � � � ;M:Todos os cossenos = 1; todos os senos = 0;for k = 1; 2; � � �f (1)0 = 1; e(0)q1 (k + 1) = d�(k + 1);for i = 1 : M;f e(i)fq10(k + 1) = x�i (k + 1);for j = 1 : N; % Obtendo e(i)fq1(k + 1) e d(i)fq2(k + 1):fe(i)fq1j (k + 1) = cos h�(i�1)j (k)i e(i)fq1j�1(k + 1) + �1=2 sin h�(i�1)j (k)id(i)fq2N�j+1(k);d(i)fq2N�j+1(k + 1) = �1=2 cos h�(i�1)j (k)id(i)fq2N�j+1(k)� sin� h�(i�1)j (k)i e(i)fq1j�1(k + 1);gje(i)fN (k + 1)j =r��1=2je(i)fN (k)j�2 + je(i)fq1N (k + 1)j2;for j = N : �1 : pi; % Obtendo Q0�f (i)(k + 1):fe(i)fj�1(k + 1) =qje(i)fj (k + 1)j2 + jd(i)fq2N�j+1(k + 1)j2;cos �0f (i)j (k + 1) = je(i)fj (k + 1)j=je(i)fj�1(k + 1)j;sin �0f (i)j (k + 1) = hcos �0f (i)j (k + 1)d(i)fq2N�j+1(k + 1)=e(i)fj (k + 1)i� ;gp(i)N (k + 1) = (i�1)N (k) he(i)fq1N (k + 1)i� =je(i)fN (k + 1)j;for j = N : �1 : pi; % Obtendo f (i)(k + 1):ff (i)N�j+1(k + 1) = cos �0f (i)j (k + 1)f (i�1)N�j+2(k + 1)� hsin �0f (i)j (k + 1)i� p(i)j (k + 1);p(i)j�1(k + 1) = sin �0f (i)j (k + 1)f (i�1)N�j+2(k + 1) + cos �0f (i)j (k + 1)p(i)j (k + 1);gf (i)N+1�pi+1(k + 1) = p(i)pi�1(k + 1);for j = pi : N; % Obtendo Q(i)� (k):fsin �(i)j (k) = � hf (i)N�j+2(k + 1)i� =(i)j�1;cos �(i)j (k) =q1� j sin �(i)j (k)j2;(i)j (k) = cos �(i)j (k)(i)j�1(k + 1);gg for ifor j = 1 : N; % Processo de estima�c~ao conjunta:fe(j)q1 (k + 1) = cos �(0)j (k + 1)e(j�1)q1 (k + 1) + �1=2 sin �(0)j (k + 1)d(N�j+1)q2 (k);d(N�j+1)q2 (k + 1) = �1=2 cos �(0)j (k + 1)d(N�j+1)q2 (k)� hsin �(0)j (k + 1)i� e(j�1)q1 (k + 1);g"(k + 1) = he(N)q1 (k + 1)i� =(0)N (k + 1); % erro a priori;g for kObs.: �(M)j (k) = �(0)j (k + 1) and f (M)N�j+2(k) = f (0)N�j+2(k + 1).O asterisco (�) denota complexo conjugado.91



TAB. 5.6: O Algoritmo Multicanal r�apido para canais de ordens diferentes (erro aposteriori)|Estrutura em Treli�ca.Inicializa�c~oes:d(i)fq2 = zeros(N; 1); f (M)(0) = 0; dq2 = 0;(0)N (0) = 1; e(i)fN (0) = �; i = 1; 2; � � � ;M:Todos os cossenos = 1; todos os senos = 0;for k = 1; 2; � � �f (1)0 = 1; e(0)q1 (k + 1) = d�(k + 1);je(1)0 (k + 1)j =r��1=2je(1)0 (k)j�2 + jx1(k + 1)j2;f (1)N+1(k + 1) = [x1(k + 1)]� =je(1)0 (k + 1)j;for i = 1 : M;f e(i)fq10(k + 1) = x�i (k + 1)for j = 1 : N;f e(i)fq1j (k + 1) = cos h�(i�1)j (k)i e(i)fq1j�1(k + 1) + �1=2 sin h�(i�1)j (k)id(i)fq2N�j+1(k);d(i)fq2N�j+1(k) = �1=2 cos h�(i�1)j (k)id(i)fq2N�j+1(k)� sin h�(i�1)j (k)i� e(i)fq1j�1(k + 1);if j � pi � 1;je(i)fj (k + 1)j =r��1=2je(i)fj (k)j�2 + je(i)fq1N (k + 1)j2;p(i)j (k + 1) = (i�1)j (k)he(i)fq1j (k+1)i�je(i)fj (k+1)j ;if j = pi � 1;f (i)N+1�j+1(k + 1) = p(i)j (k + 1);if j > pi � 1;cos �0f (i)j (k + 1) = je(i)fj (k + 1)j=je(i)fj�1 (k + 1)j;sin �0f (i)j (k + 1) = hcos �0f (i)j (k + 1)d(i)fq2N�j+1(k + 1)=e(i)fj (k + 1)i� ;f (i)N�j+1(k + 1) = cos �0f (i)j (k + 1)f (i�1)N�j+2(k + 1)� sin h�0f (i)j (k + 1)i� p(i)j (k + 1);sin �(i)j (k) = � hf (i)N�j+2(k + 1)i� =(i)j�1;cos �(i)j (k) =q1� j sin �(i)j (k)j2;(i)j (k) = cos �(i)j (k)(i)j�1(k + 1);g do for jg do for ifor j = 1 : N % Processo de Estima�c~ao Conjunta:f e(j)q1 (k + 1) = cos �(0)j (k + 1)e(j�1)q1 (k + 1) + �1=2 sin �(0)j (k + 1)d(N�j+1)q2 (k);d(N�j+1)q2 (k + 1) = �1=2 cos �(0)j (k + 1)d(N�j+1)q2 (k)� sin h�(0)j (k + 1)i� e(j�1)q1 (k + 1);g"(k + 1) = he(N)q1 (k + 1)i� =(0)N (k + 1); % erro a priori;g do for kObs.: �(M)j (k) = �(0)j (k + 1) e f (M)N�j+2(k) = f (0)N�j+2(k + 1).O asterisco (�) denota complexo conjugado.92



6 DESEMPENHO DOS ALGORITMOS PROPOSTOS
Neste cap��tulo �e avaliado o desempenho dos algoritmos apresentados no Cap��tulo 5quanto �a complexidade computacional, �a velocidade de convergência e �a estabilidade.Al�em da aplica�c~ao em beamforming, como discutido no Cap��tulo 4, ser�a avaliado ainda odesempenho do algoritmo multicanal para canais de ordens diferentes numa aplica�c~ao de�ltragem n~ao linear do tipo Volterra, cujo modelamento pode ser implementado e�cien-temente usando-se os algoritmos multicanais para canais com ordens distintas, vistos nocap��tulo anterior.Este cap��tulo est�a dividido como segue. Na Se�c~ao 6.1, �e avaliada a complexidadecomputacional dos algoritmos multicanais propostos no Cap��tulo 5 em compara�c~ao comoutras vers~oes propostas anteriormente. Na Se�c~ao 6.2, o desempenho destes algoritmosmulticanais �e avaliado nos dois tipos de aplica�c~oes supra-citadas. Algumas conclus~oes s~aoresumidas na Se�c~ao 6.3.6.1 COMPLEXIDADE COMPUTACIONAL DOS ALGORITMOS MULTICANAISR�APIDOSA complexidade computacional dos algoritmos multicanais r�apidos abordados nestetrabalho est�a resumida na TAB. 6.1. Observa-se que todos os algoritmos baseados na atu-aliza�c~ao do erro de predi�c~ao regressiva ou backward a posteriori apresentam uma comple-xidade computacional menor em rela�c~ao aos seus correspondentes baseados na atualiza�c~aodo erro de predi�c~ao regressiva a priori.Os algoritmos multicanais avaliados aqui s~ao derivados utilizando-se duas abordagensdistintas para a constru�c~ao do vetor de entrada: a primeira, que d�a origem aos algoritmosmulticanais em bloco, �e a mais intuitiva e foi a originariamente utilizada para derivaralgoritmos multicanais r�apidos da fam��lia RLS baseados na decomposi�c~ao QR; a segunda,usada em (RONTOGIANNIS, 1998) para derivar algoritmos multicanais baseados naatualiza�c~ao do erro de predi�c~ao regressiva a priori, n~ao �e t~ao intuitiva como a primeira masmostrou-se mais e�ciente por reduzir a complexidade dos algoritmos consideravelmente,como pode ser observado na TAB. 6.1.Cada algoritmo possui duas formas distintas: uma direta (transversal) e outra recur-93



TAB. 6.1: Complexidade Computacional dos Algoritmos Multicanais R�apidosALGORITMO MULTIPLICAC� ~OES DIVIS~OES R. QUADRADASAlgoritmo da TAB. 5.2 4M3N + 7M2N + 12MN 2M2N +MN M2N +MN +M+5M2 + 5M +2M,! Correspondente a priori 4M3N + 7M2N + 13MN 2M2N + 2MN M2N +MN +M+5M2 + 6M +3MAlgoritmo da TAB. 5.3 4M3N + 17M2N + 12MN 2M2N + 3MN M2N + 2MN +M+5M2 + 5M +2M,! Correspondente a prioriy 4M3N + 17M2N + 14MN 2M2N + 5MN M2N + 2MN +M+5M2 + 6M +3MAlgoritmo da TAB. 5.5 14NM + 13M + 5N 3NM + 4M 2NM + 3M�9PMi=1 pi �3PMi=1 pi �2PMi=1 pi,! Correspondente a prioriy 15NM + 14M + 5N 4NM + 5M 2NM + 3M�10PMi=1 pi �4PMi=1 pi �2PMi=1 piAlgoritmo da TAB. 5.6 14NM + 13M + 5N 4NM + 5M 2NM + 3M�9PMi=1 pi �4PMi=1 pi �2PMi=1 pi,! Correspondente a prioriy 15NM + 14M + 5N 5NM + 6M 2NM + 3M�10PMi=1 pi �5PMi=1 pi �2PMi=1 piy(RONTOGIANNIS, 1998)siva (treli�ca). Esta �ultima, mais apropriada para implementa�c~oes pr�aticas usando arrayssist�olicos (ASAI, 2000; MOONEN, 1993), acarreta sempre um pequeno aumento na com-plexidade computacional em rela�c~ao �a sua correspondente forma direta. Na pr�oximase�c~ao, ser~ao apresentados exemplos num�ericos que permitem uma melhor visualiza�c~aodeste aspecto.6.2 RESULTADOS DAS SIMULAC� ~OESNesta se�c~ao, o desempenho dos algoritmos multicanais r�apidos propostos �e avaliado,tanto no ambiente beamforming descrito no Cap��tulo 4 como numa aplica�c~ao usando�ltragem de Volterra de segunda ordem, para o caso dos algoritmos multicanais paracanais de ordens distintas.6.2.1 SIMULAC� ~OES EM AMBIENTE BEAMFORMINGTodos os algoritmos Multicanais propostos neste trabalho foram testados no mesmoambiente beamforming descrito no Cap��tulo 4. Observa-se que n~ao s~ao conhecidas vers~oescom restri�c~oes na forma direta dos algoritmos multicanais r�apidos tratados neste trabalho.No entanto, suas excelentes propriedades de velocidade de convergência e estabilidade94
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FIG. 6.1: Curva de convergência dos algoritmos multi-canais r�apidos num ambiente de beamforming.
num�erica podem ser aproveitadas fazendo-se uso de estruturas como a GSC vista noCap��tulo 3.Nas simula�c~oes realizadas neste ambiente, veri�cou-se que todos estes algoritmos apre-sentaram desempenho compar�avel ao GSC-IQRD-RLS (GSC Inverso QRD-RLS) e aoHCIQRD-RLS (Householder Constrained IQRD-RLS) em termos de velocidade de con-vergência, como esperado. Isto sugere um sample support (a capacidade de conformar ofeixe desejado com um n�umero de amostras t~ao pequeno quanto poss��vel) equivalente. Emaplica�c~oes de beamforming, em que o ângulo de chegada de interesse est�a mudando cons-tantemente, o desempenho destes algoritmos faz deles op�c~oes atrativas. A �unica ressalvaque pode ser colocada com rela�c~ao �a utiliza�c~ao destes algoritmos �e quando se trata deaplica�c~oes em que seja necess�ario ter dispon��vel o vetor de coe�cientes da resposta do�ltro adaptativo, o que n~ao �e poss��vel com os algoritmos da fam��lia QR R�apidos.A curva de aprendizagem destes algoritmos num ambiente beamforming pode ser vistana FIG. 6.1, em compara�c~ao com o algoritmo CCG. Pode-se observar que os algoritmosmulticanais apresentam uma convergência mais r�apida em rela�c~ao ao algoritmo CCG, bemcomo em rela�c~ao �as vers~oes HCCG e GSC-CG, como aconteceu nomesmo experimento95



TAB. 6.2: Complexidade Computacional dos Algoritmos Multicanais R�apidos no ambi-ente beamforming: exemplo num�erico.ALGORITMO MULTIP. DIVIS~OES RA�IZES QUAD.Algoritmo da TAB. 5.2 1404 90 48,! Correspondente a priori 1416 102 48Algoritmo da TAB. 5.3 1765 102 54,! Correspondente a prioriy 1782 120 54Algoritmo da TAB. 5.5 429 69 48,! Correspondente a prioriy 450 90 48Algoritmo da TAB. 5.6 429 90 48,! Correspondente a prioriy 450 111 48HCIQRD-RLS 346 13 6Householder CCG (HCCG) 249 1 0y(RONTOGIANNIS, 1998)realizado no Cap��tulo 4 em rela�c~ao aos algoritmos GSC-IQRD-RLS e HCIQRD-RLS.Foi constatado neste experimento que todos os algoritmos multicanais r�apidos tratadosapresentaram as mesmas curvas de aprendizagem e as mesmas caracter��sticas de estabi-lidade. Durante o experimento realizado com o mesmo n�umero de amostras (200:000) e10 experimentos independentes, como feito anteriormente no Cap��tulo 4, nenhum destesalgoritmos apresentou sinais de divergência ou de instabilidade. A complexidade com-putacional dos mesmos neste experimento est�a resumida na TAB. 6.2, onde tamb�emse encontram as dos algoritmos de melhor desempenho (CG e IQRD-RLS) vistos noCap��tulo 4. �E importante lembrar que estes algoritmos s~ao os que, dentre os avaliados noCap��tulo 4, apresentaram menor complexidade. N~ao foi poss��vel reduzir a complexidadecomputacional dos algoritmos multicanais a ponto de superar a relativa simplicidade dosalgoritmos CCG (Constrained Conjugate Gradient) e as implementa�c~oes nas estruturasGSC e Householder Constrained dos algoritmos CG e IQRD-RLS para este caso particu-lar em que N = 1. Por�em, vale a pena ressaltar que todos estes algoritmos multicanaismostraram-se excelentes quanto �a robustez e �a velocidade de convergência e para N �M ,como ilustrado na TAB. 6.3, os algoritmos multicanais se tornam op�c~oes bastante atrati-vas.Pelas TAB. 6.2 e TAB. 6.3, nota-se a n��tida tendência de todos os algoritmos mul-ticanais baseados na atualiza�c~ao do vetor de erros de predi�c~ao regressiva a posteriori96



TAB. 6.3: Comp. Comput. dos Algoritmos MCFQRD-RLS: exemplo num�erico paraM = 4 e N = 50. ALGORITMO MULTIP. DIV. R. QUAD.MCFQRD-RLS em bloco a priori (Transv.) 8560 2208 1004MCFQRD-RLS Seq�uencial a posteriori (Transv.) 3012 586 392IQRD-RLS 13001 100 50Conjugate Gradient (CG) 12951 1 0apresentarem uma complexidade computacional menor do que a dos baseados no erro apriori. Dentre eles, os que destacam como as melhores op�c~oes s~ao o da TAB. 5.5, para aforma direta, e o da TAB. 5.6 para a forma recursiva, ambos propostos neste trabalho.Observa-se, ainda, que o algoritmo recursivo da TAB. 5.6 possui uma complexidade com-putacional (quanto a multiplica�c~oes e divis~oes) um pouco menor do que o correspondentea priori na forma direta proposto em (RONTOGIANNIS, 1998).6.2.2 FILTRAGEM DE VOLTERRANesta se�c~ao, ser~ao apresentados de forma resumida alguns conceitos b�asicos da �l-tragem de Volterra. Ser�a visto, tamb�em, como este problema pode ser abordado numacon�gura�c~ao multicanal em cujo resultante, os canais possuem ordens distintas, o que �eprop��cio para a utiliza�c~ao dos algoritmos multicanais das TAB. 5.5 e TAB. 5.6, introduzi-dos no Cap��tulo 5.6.2.2.1 O PROBLEMA DA FILTRAGEM N~AO LINEARO princ��pio da superposi�c~ao, obedecido por todo e qualquer sistema linear, �e de�nidocomo:Lf�x1(k) + �x2(k)g = �Lfx1(k)g+ �Lfx2(k)g: (6.1)Qualquer sistema que n~ao satisfa�ca este princ��pio �e dito n~ao linear. Filtros n~ao linearesencontram aplica�c~ao em diversas �areas tais como: sistemas de comunica�c~oes, melhoria devoz e imagens corrompidas por ru��do, modelamento de distor�c~oes introduzidos por canaisetc. (MATHEWS, 2000).Devido �as particularidades inerentes aos diversos tipos de sistemas n~ao lineares, estess~ao, normalmente, divididos em classes para facilitar a abordagem e o modelamento97



matem�atico. Em alguns casos, o uso de redes neurais (HAYKIN, 2001) apresenta bonsresultados para solucionar problemas que envolvem n~ao linearidades. O uso de algo-ritmos adaptativos, como os dois �ultimos propostos no Cap��tulo 5 (algoritmos MulticanaisR�apidos com ordens distintas para os diferentes canais), �e mais apropriado para a classede sistemas n~ao lineares conhecida como sistemas polinomiais, baseados na expans~ao das�erie de Volterra (MATHEWS, 2000; RUGH, 1981; SCHETZEN, 1989).6.2.2.2 EXPANS~AO DA S�ERIE DE VOLTERRAO modelo da s�erie de Volterra �e muito utilizado na pr�atica por permitir que se utilize,sem maiores restri�c~oes, a formula�c~ao cl�assica da �ltragem adaptativa aplicada aos sistemasque podem ser modelados por ele. O modelamento de um sistema n~ao linear pela expans~aoda s�erie de Volterra pode ser expressa atrav�es da seguinte rela�c~ao:d(k) = w0 + L�1Xn1=0w1(n1)x(k � n1)+ L�1Xn1=0 L�1Xn2=0w2(n1; n2)x(k � n1)x(k � n2)+ L�1Xn1=0 L�1Xn2=0 L�1Xn3=0w3(n1; n2; n3)x(k � n1)x(k � n2)x(k � n3) + � � �+ L�1Xn1=0 L�1Xn2=0 � � �L�1Xni=0wi(n1; n2; � � � ; ni)x(k � n1)x(k � n2) � � �x(k � ni)+ � � � (6.2)onde wi(n1; n2; � � � ; ni) para i = 0; 1; � � � ; L s~ao os coe�cientes do modelo do �ltro n~aolinear baseado na s�erie de Volterra e d(k) representa o sinal desejado ou a sa��da do sistemadesconhecido (para um caso de identi�ca�c~ao de sistema), sem a presen�ca de ru��do aditivo.Para o caso de um problema de �ltragem de Volterra truncado de segunda ordem,usado como exemplo para testar o desempenho dos dois �ultimos algoritmos propostosneste trabalho (que lidam com o caso de canais de ordens diferentes), a EQ. 6.2 se reduza
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FIG. 6.2: A �ltragem de Volterra de segunda ordem como um problema multicanalcom L = 4.
d(k) = L�1Xn1=0w1(n1)x(k � n1)+ L�1Xn1=0 L�1Xn2=0w2(n1; n2)x(k � n1)x(k � n2) + �(k); (6.3)Na equa�c~ao acima, wn1(k) e wn1;n2(k) representam, respectivamente, os coe�cienteslineares e n~ao lineares (quadr�aticos, neste caso) do sistema no instante de tempo k e aparcela �(k) representa um ru��do aditivo. Na EQ. 6.2, w0 �e uma constante e a sua n~aoinclus~ao na EQ. 6.3 n~ao afeta o resultado.6.2.2.3 A FILTRAGEM DE VOLTERRA COMO UM PROBLEMA MULTICANALO problema expresso pela EQ. 6.3 pode ser facilmente transformado em um problemade �ltragem adaptativa multicanal com M = L + 1 canais. A amostra mais recente decada um destes canais pode ser dada porxi(k) = ( x(k); i = 1x(k)x(k � i+ 2); i = 2; � � � ; L+ 1
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e a ordem, ou comprimento, de cada um dos canais, para este problema, pode ser expressacomoNr = ( L; r = 1; 2L� r + 2; r = 3; � � � ; L+ 1 :A FIG. 6.2 ilustra um caso particular de um sistema de Volterra de segunda ordemcom L = 4 como um problema multicanal. Aqui pode-se visualizar claramente a diferen�cade ordem entre os canais. Numa situa�c~ao como esta (problema multicanal com canais deordens diferentes), os dois �ultimos algoritmos propostos na Se�c~ao 5.6 do cap��tulo anteriors~ao particularmente �uteis. Para este caso espec���co, tem-se que N1 = 4, N2 = 4, N3 = 3,N4 = 2 e N5 = 1. Logo, N = PMr=1Nr = 14, com Nr representando a ordem do r-�esimocanal.Agora, relembrando a forma de constru�c~ao do vetor de entrada abordada no cap��tuloanterior, tem-se: N1�N2 = 4� 4 = 0 amostra mais recente do primeiro canal para seremos primeiros elementos de xN , seguido pelo N2 � N3 = 4 � 3 = 1 par de amostras doprimeiro e do segundo canais, seguidos por N3 � N4 = 3 � 2 = 1 trio de amostras dosprimeiros três canais, seguidos por N4�N5 = 2� 1 = 1 quarteto de amostras dos quatroprimeiros canais, seguidos por N5 = 1 quinteto de amostras de todos os cinco canais.Assim sendo, o vetor resultante �ca como na FIG. 6.3. As posi�c~oes das amostras parao instante k+1 de cada canal neste vetor, como visto no cap��tulo anterior, s~ao dadas porpi = i�1Xr=1 r(Nr �Nr+1) + i i = 1; 2; � � � ;MComo no exemplo presente M = L + 1 = 4 + 1 = 5, cada pi ser�a um elemento do vetor[1 2 5 9 14]T . Vale a pena lembrar que, com a introdu�c~ao de cada nova amostrano vetor xN , a ordem �e aumentada de uma unidade at�e atingir o valor N +M , a cadainstante k.6.2.2.4 SIMULAC� ~OES PARA A FILTRAGEM DE VOLTERRAAs duas �ultimas vers~oes do algoritmo multicanal r�apido apresentadas na Se�c~ao 5.6(TAB. 5.5 e TAB. 5.6) que se aplicam a problemas multicanais, com canais de ordensdiferentes, foram usadas no problema de �ltragem de Volterra de segunda ordem vistocomo um problema multicanal com canais de ordens diferentes.Trata-se de uma identi�ca�c~ao de sistema com L = 4. Portanto, todo o detalhamentofeito em 6.2.2.3 se aplica aqui. O vetor de coe�cientes �otimo utilizado no experimento �e100
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FIG. 6.4: Curva de convergência do problema da �ltragem de Volterrade segunda ordem para alguns algoritmos.
na atualiza�c~ao do erro da predi�c~ao regressiva a posteriori apresentaram uma complexidadecomputacional menor, em termos de divis~oes e multiplica�c~oes, em rela�c~ao aos baseadosna atualiza�c~ao do erro da predi�c~ao regressiva a priori.6.3 RESUMONeste cap��tulo foram apresentados os resultados da avalia�c~ao do desempenho dos al-goritmos propostos no cap��tulo anterior. Pôde-se constatar que os algoritmos multicanaisr�apidos apresentam um bom desempenho no que diz respeito �a velocidade de convergência.Presume-se, desta forma, um bom sample support em aplica�c~oes de beamforming, com-par�avel ao do algoritmo IQRD-RLS, usado dentro das estruturas GSC e HouseholderConstrained, avaliado no Cap��tulo 4 no mesmo tipo de aplica�c~ao.Quanto �a complexidade computacional dos algoritmos multicanais propostos nestetrabalho, em compara�c~ao com vers~oes baseadas na atualiza�c~ao do vetor de erro de predi�c~ao102



TAB. 6.4: Complexidade Computacional dos Algoritmos Multicanais R�apidos na Fil-tragem de Volterra: exemplo num�erico.ALGORITMO MULTIPLICAC� ~OES DIVIS~OES RA�IZES QUAD.Algoritmo da TAB. 5.5 836 137 93,! Correspondente a prioriy 880 181 93Algoritmo da TAB. 5.6 836 181 93,! Correspondente a prioriy 880 225 93CIQRD-RLS 1121 28 14Conjugate Gradient 1107 1 0y(RONTOGIANNIS, 1998)a priori progressiva propostas anteriormente em (RONTOGIANNIS, 1998), viu-se que asnovas vers~oes aqui propostas apresentam uma redu�c~ao computacional consider�avel emtermos de multiplica�c~oes e divis~oes.
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7 CONCLUS~OES E COMENT�ARIOS FINAIS
7.1 CONCLUS~OESNesta disserta�c~ao, ap�os uma breve introdu�c~ao e revis~ao de conceitos e algoritmosb�asicos, com e sem restri�c~oes lineares, foi feita uma avalia�c~ao do desempenho de v�ariosalgoritmos adaptativos r�apidos com restri�c~oes bem como suas correspondentes vers~oessem restri�c~oes, usando as estruturas GSC e Householder Constrained, numa aplica�c~aoLCMV. Pôde ser constatado que a grande maioria dos algoritmos de convergência r�apidadispon��veis na literatura apresentaram problemas de estabilidade neste tipo de aplica�c~ao.Algoritmos como o RLS e o Quasi Newton, por exemplo, apresentaram desempenho insat-isfat�orio tanto nas vers~oes com restri�c~oes como nas sem restri�c~oes usadas nas estruturasGSC e Householder Constrained. Dos algoritmos avaliados, o �unico que demonstrou esta-bilidade na sua vers~ao com restri�c~oes lineares foi o do Gradiente Conjugado. O algoritmoQRD-RLS Inverso mostrou-se est�avel quando usado na sua vers~ao direta dentro das es-truturas supra mencionadas sendo que o mesmo n~ao acontece com a vers~ao com restri�c~oes(forma direta) deste algoritmo proposta em (CHERN, 2002).A seguir, foram buscadas novas solu�c~oes com o estudo e proposta de novos algoritmosmulticanais r�apidos usando decomposi�c~ao QR que pudessem ser utilizados no problemade Beamforming dentro de estruturas como a GSC ou a Householder Constrained. Foramestudados os algoritmos multicanais a priori e os correspondentes a posteriori foram obti-dos.Com base nos experimentos realizados, constatou-se que os algoritmos multicanaisr�apidos possuem uma velocidade de convergência compar�avel a do QRD-RLS Inversoque foi o mais r�apido de todos na aplica�c~ao de beamforming realizada no Cap��tulo 4(considerando-se apenas aqueles que fornecem uma solu�c~ao LCMV geral e n~ao apenasMVDR). Contudo, foi observado que os algoritmos MCFQRD-RLS investigados apre-sentam uma complexidade computacional maior que a dos algoritmos monocanais deconvergência r�apida avaliados. Veri�cou-se, ainda, que as três novas vers~oes do algoritmoMCFQRD-RLS (duas na estrutura em treli�ca e uma na transversal) propostas neste tra-balho apresentam uma redu�c~ao signi�cativa na complexidade computacional em rela�c~ao104



�as suas vers~oes correspondentes baseadas no erro a priori.Vale a pena ressaltar o fato de que, para esta classe de algoritmos, as vers~oes transver-sais apresentaram sempre uma complexidade computacional menor que as correspondentesvers~oes em treli�ca. No entanto, estas �ultimas apresentam algumas vantagens desej�aveis:maior simplicidade na implementa�c~ao usando arrays sist�olicos; e o fato de, para umproblema de uma determinada ordem, esta estrutura (em treli�ca) fornecer, na mesmaimplementa�c~ao, as solu�c~oes do mesmo problema para as ordens inferiores.7.2 TRABALHOS FUTUROSAlgoritmos incorporando restri�c~oes na solu�c~ao que sejam su�cientemente r�apidos eest�aveis em aplica�c~oes de beamformer adaptativo, a um custo computacional atraente,continuam sendo um desa�o a ser pesquisado. Com base nisto, propomos os seguintest�opicos para pesquisas futuras:� Investigar e, se poss��vel, solucionar o problema de instabilidade para os algoritmosque demonstraram instabilidade em aplica�c~ao de beamforming (ressalta-se, especial-mente, o algoritmo Quasi Newton cuja vers~ao real �e est�avel);� Por terem exibido boas propriedades como convergência r�apida, estabilidade e custocomputacional aceit�avel, seria interessante uma investiga�c~ao sobre poss��veis vers~oesdos algoritmos multicanais r�apidos cujas solu�c~oes incorporassem restri�c~oes lineares;� investigar a possibilidade de implementa�c~oes adaptativas dos �ltros de Wiener emm�ultiplos est�agios (GOLDSTEIN, 1998; HONIG, 2002; DE CAMPOS, 2003) incor-porando restri�c~oes lineares;� Apesar do avan�co tecnol�ogico veri�cado nos �ultimos anos, que tem permitido a cons-tru�c~ao de processadores cada vez mais r�apidos e capazes de operar com uma precis~aonum�erica relativamente grande, seria interessante veri�car o comportamento destesalgoritmos em ambientes de precis~ao �nita. Alguns trabalhos neste sentido foramdesenvolvidos em (KIM, 1991; SIQUEIRA, 1994) para os algoritmos baseados noRLS e mais recentemente em (APOLIN�ARIO JR., 2003) para vers~oes monocanaisdos algoritmos FQRD-RLS.
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7.3 COMENT�ARIOS FINAISEsta disserta�c~ao apresentou um panorama bastante amplo sobre os algoritmos de�ltragem adaptativa de convergência r�apida. Em particular, os que fazem uso da decom-posi�c~ao QR foram abordados com razo�avel profundidade e novas vers~oes da fam��lia dosalgoritmos multicanais r�apidos, que fazem uso da decomposi�c~ao QR, foram introduzidas.Todas as deriva�c~oes foram feitas para o caso geral de ambiente complexo e os algoritmoss~ao apresentados em pseudo{c�odigo f�aceis de implementar. Isso tudo contribui para queeste trabalho venha a ser uma referência �util para os interessados nesta mat�eria.
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9.1 APÊNDICE 1: T�OPICOS SOBRE A IMPLEMENTAC� ~AO DOS ALGORITMOSQUE FAZEM USO DA DECOMPOSIC� ~AO QR
Neste apêndice s~ao detalhados alguns aspectos sobre a implementa�c~ao das equa�c~oesmatriciais dos algoritmos que usam a decomposi�c~ao QR. As considera�c~oes feitas aquiser~ao baseadas no algoritmo QRD-RLS convencional, mas incorporam todos os aspectosrelevantes para a implementa�c~ao de toda esta fam��lia de algoritmos.Relembrando a primeira equa�c~ao na TAB. 2.3 tem-se" 0TU(k) # = Q�(k)" xH(k)�1=2U(k � 1) # : (9.1)Como visto no Cap��tulo 2, Q�(k) = Q1i=N Q�i(k). Cada um dos fatores Q�i(k) �erespons�avel por zerar um elemento do vetor x(k) sobre a diagonal de U(k � 1) que, deacordo com a nota�c~ao usada neste trabalho, pode ter uma estrutura triangular inferiorou superior, como na ilustra�c~ao da FIG. 9.1.
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FIG. 9.1: As diferentes triangulariza�c~oes de U(k): (a) SUPERIOR e (b) INFERIOR.A estrutura das matrizes Q�i(k), i = N;N � 1; � � � ; 1, para cada um dos tipos detriangulariza�c~ao, �e dada por
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SUPERIOR : Q�i(k) = 2666664 cos �i(k) 0T � sin� �i(k) 0T0 I i�1 0 0 � � �0sin �i(k) 0T cos �i(k) 0T0 0 � � �0 0 IN�i
3777775 (9.2)e INFERIOR : Q�i(k) = 2666664 cos �i(k) 0T � sin� �i(k) 0T0 IN�i 0 0 � � �0sin �i(k) 0T cos �i(k) 0T0 0 � � �0 0 I i�1
3777775 : (9.3)Considerando como exemplo um caso em que N = 3, a matriz Q�(k), para o caso detriangulariza�c~ao superior, �e dada por

Q�(k) = 2666664 c�3c�2c�1 �c�3c�2s��1 �c�3s��2 �s��3s�1 c�1 0 0s�2c�1 �s�2s��1 c�2 0s�3c�2c�1 �s�3c�2s��1 �s�3s��2 c�3
3777775 (9.4)e, para triangulariza�c~ao inferior, por

Q�(k) = 2666664 c�3c�2c�1 �s��3 �c�3s��2 �c�3c�2s��1s�3c�2c�1 c�3 �s�3s��2 �s�3c�2s��1s�2c�1 0 c�2 �s�2s��1s�1 0 0 c�3
3777775 ; (9.5)o que justi�ca o particionamento de Q�(k) como na EQ. 2.39 no Cap��tulo 2.Implementa�c~aoO pseudo-c�odigo a seguir, usando uma nota�c~ao similar �a usada no Matlab c, ilustrauma implementa�c~ao do algoritmo QRD-RLS. Neste exemplo, considerou-se o caso em amatriz U(k) �e triangular inferior, como na FIG. 9.1 (b). A implementa�c~ao das equa�c~oesdos outros algoritmos da fam��lia RLS que usam a decomposi�c~ao QR segue o mesmopadr~ao ilustrado neste exemplo.Um pseudo{c�odigo semelhante para de uma das equa�c~oesda TAB. 5.3 est�a exempli�cada na TAB. 5.4. Os algoritmos das TAB. 5.5 e TAB. 5.6 j�aest~ao num formato (pseudo-c�odigo) f�acil de implementar.113



TAB. 9.1: Pseudo-c�odigo do algoritmo QRD-RLS.QRD-RLS% Inicializa�c~oes:U (0) = 264 0 � � � 0 1::: 1 0::: : : : ::: :::1 0 � � � 0 375 ;N�N dq2 = 1N�1;Para k > 0,fObtendo Q�(k) e atualizando U(k):x0 = xH(k); % O vetor de entrada no instante k(k) = 1;% Implementando a EQ. 2.36:for i = 1 : Nf% I - C�alculo das rota�c~oes:cos �i = �1=2jUN�i+1;ijrjx0ij2+�1=2jUN�i+1;ij2 ;sin �i = h x0i cos �i�1=2UN�i+1;i i� ;(k) = (k) cos �i;% II - Efetuando a multiplica�c~ao matricial:for j=1:Nfaux = x0j;x0j = cos �iaux� �1=2 sin� �iUN�i+1;j;UN�i+1;j = aux sin �i + �1=2 cos �iUN�i+1;j;gg% Implementando a EQ. 2.38:eq1 = d�(k);for i = 1 : Nfaux = eq1;eq1 = cos �iaux� �1=2 sin� �idq2N�i+1;dq2N�i+1 = sin �iaux + �1=2 cos �idq2N�i+1;g"(k) = e�q1=(k); % Erro a priorigObs: O asterisco (�) denota complexo conjugado.
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9.2 APÊNDICE 2: O GRADIENTE COMPLEXO
Ao longo deste trabalho, usou-se letras min�usculas e mai�usculas em negrito para de-notar, respectivamente, vetores e matrizes. O complexo conjugado de vT , ou o seu her-mitiano, �e indicado comovH = (vT )� (9.6)O gradiente de � em rela�c~ao a w �e de�nido como o vetor obtido da diferencia�c~ao dafun�c~ao escalar � em rela�c~ao ao vetor w. Considerando inicialmente o caso real, o gradiente�e dado pelo vetor coluna seguinte.
rw� = 2666664 @�@w0@�@w1:::@�@wN�1

3777775 (9.7)Da de�ni�c~ao acima, �e poss��vel provar-se querw(bTw) =rw(wTb) = b (9.8)e querw(wTRw) = RTw +Rw (9.9)o qual, quando R �e sim�etrico, conduz arw(wTRw) = 2Rw (9.10)Assumindo agora o caso complexo, o vetor w passa a ser composto por duas partes,uma real e outra imagin�aria, tal que w = a+jb. Assim, o gradiente para o caso complexo�e de�nido como segue.rw� = 2666664 @�@a0 + j @�@b0@�@a1 + j @�@b1:::@�@aN�1 + j @�@bN�1
3777775 (9.11)
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o que corresponde �a soma de dois gradientes reais.rw� =ra� + jrb� (9.12)ou, de maneira equivalente, a 2 @�@w� onde @@w �e a derivada em rela�c~ao a w e �e dada por@@w = 12 2666664 @@a0 � j @@b0@@a1 � j @@b1:::@@aN�1 � j @@bN�1
3777775 (9.13)e @@w� = 12 2666664 @@a0 + j @@b0@@a1 + j @@b1:::@@aN�1 + j @@bN�1
3777775 (9.14)que corresponde ao conjugado da derivada em real�c~ao �a w.A seguir �e apresentado um exemplo do uso do gradiente complexo calculandorwE[e(k)e�(k)] dado pela EQ. 2.1.rwE[e(k)e�(k)] = Efe�(k)[rwe(k)] + e(k)[rwe�(k)]g (9.15)Calculando cada gradiente ...rwe(k) =ra[d(k)�wHx(k)] + jrb[d(k)�wHx(k)]=� x(k)� x(k)=� 2x(k) (9.16)e rwe�(k) =ra[d�(k)�wTx�(k)] + jrb[d�(k)�wTx�(k)]=� x�(k) + x�(k)= 0 (9.17)
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tal que o resultado �nal �erwE[e(k)e�(k)] =Efe�(k)[�2x(k)] + e(k)[0]g=� 2E[e�(k)x(k)]=� 2E[x(k)[d(k)�wHx(k)]�g=� 2E[x(k)d(k)�] + 2E[x(k)xH(k)]w=� 2p+ 2Rw: (9.18)
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